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将我国的战国时期与古希腊作比较研究是一件很有意义的事，那个时期的中

西方在很多方面是很相像的。以古代哲学为例，古希腊哲学中有“四元素说”，

认为天下万物由水、火、土、气四大基本元素构成。在中国，八卦中的四个正卦

是天、地、水、火，恰好与四元素相对应。对古希腊哲学的进一步考察可以发现，

这一派哲学思想与阴阳八卦说其实颇为相似。古代数学的中西方比较则更加有趣，

与《墨子》、《九章算术》等传世文献相参证，近些年重见天日的岳麓书院藏秦

简《数》、张家山汉简《算数书》等秦至汉初的竹简数学书证明：战国时期我国

的数学与古希腊数学在知识范围、证明方式及具体结果方面，都几乎完全一致。

大体上说，双方都以整数的比例为主要代数工具，以割补法为几何证明的主要手法，

得到了关于自然数及分数的主要古典成果，三角形及圆的主要公式，以及关于锥、

柱、台的体积公式。

更有意思的是，中西方的不足之处也一样：在欧几里得所处的时代，双方都

没有办法得到球的体积公式，也没有能够求得圆周率的高精度近似值。也正是由

于这个原因，推求球体的体积公式与求圆周率的高精度近似值一样，成为此后数

百年里中西方古代数学领域的重要问题。

在确立球体积公式方面，中西方都做出了很有意思的工作。西方的球体积公

式由阿基米德于公元前 200 余年率先得到，而据唐初李淳风的记述，祖冲之的儿

子祖暅之（后文依学界习惯称为祖暅）用刘徽提出的方法第 1 个推导出了正确的

球体积公式。这个问题的解决，虽然中国比西方迟了六七百年，但中西方 2 个证

明都非常非常精彩。因此，我们将在下文具体介绍这 2 个证明。需要在这里说明
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的是，阿基米德原本用“物理”的方式来阐述他的证明，

我们改用意思等价的“数学”方式来表述。

阿基米德证明球体积公式的做法

如上诸图所示意，我们解释阿基米德的想法如下。

以 2R 为底半径及高作圆锥，以R 为半径作球，以旋转

体视之，旋转之前的截面如图 1所示，二旋转体如图 2、图

3所示。在距离锥顶X 处，锥被截出的圆面积为：

	
  

2Xπ 。据

勾股定理，知在此高度处球被截出的圆面积为：

	
  
)2(])([ 222 XRXXRR −=−− ππ 。

因此，锥的截面积加上球的截面积为：

	
  
RXXRXX πππ 2)2( 22 =−+ 。

由图 4 可知，上述这个数值恰好等于图中横卧的三棱

柱在距离顶棱X 处的截面积。因此，我们有：

(锥体积 + 球体积 ) = 图 4 中立体的体积。

即：

(锥体积 + 球体积 ) =

	
  

34 Rπ 。

由于锥的体积已知为

	
  

3)2(
3
1 Rπ ，所以半径为R 的球体

积为以上二者之差，即：

球体积 =

	
  

34 Rπ -

	
  

3)2(
3
1 Rπ =

	
  

3

3
4 Rπ 。

祖暅的证明

以R 为半径，高为 2R 的二圆柱垂直相交，截出立体

的表面像是向上与向下 2 个“四棱瓜皮帽”合在一起的几

何形状。不难证明，这个几何形状的表面之内恰好可以容

下一个内切的半径为R 的球体。正因为恰好与同半径球体

内切，这个形似正、倒 2 个“方盖”相合的立体被刘徽称

为“合盖”。在任何高度作水平截面，合盖的截痕为一个

边长等于

	
  
222 XRX − 的正方形，而内切球的截痕则为这个正

方形的内切圆。

依对称性，考虑此合盖的八分之一，为方便计我们临

时称之为“卦方盖”，如下图 5。

在距离顶点 X 处作截面，则依勾股定理知截卦方盖所

得为边长等于	
   22 XRX − 的正方形，截内切球体得到此正方

形之内切圆的四分之一（如上图 6）。据此，刘徽在《九

章算术》的注文中指出，因为所有截面都是如此，而圆与

正方形的面积比为 π ∶ 4。因此，八分之一球体与卦方盖

的体积比，与球体积与整个方盖的体积比相同，同样也等

于π∶ 4。

如图 7 所示，卦方盖外接正方体的边长为R，其截面

与卦方盖截面积之差是一个“曲尺形”，由于卦方盖截面

是边长等于	
   22 XRX − 的正方形，故这个曲尺形的面积等于：

	
  

222 )()2( XRXRXR −=−− ，
即等于以（R －X）为边长的正方形面积。据此，祖

暅得出结论：卦方盖体积与其外接正方体体积之差，等于

1个以R 为底边，高为R 的倒置正四棱锥的体积（如图8）。

由于锥体体积为同底同高柱体体积的三分之一，因此，

卦方盖体积等于其外接正方体体积之三分之二，即

	
  

3

3
2 R 。

如前所说，八分之一球与卦方盖的体积比为 π ∶ 4，

因此整个球的体积等于8乘以π∶4再乘以卦方盖的体积，

即

球体积 =

	
  

33

3
4

3
2

4
8 RR ππ =⋅⋅ 。

简短的评述

事实上，在正确的球体体积公式出现之前，我国曾出

现错误的公式——大约在战国后期至西汉初年，我国的数

学书中记载了球体积公式，这个最早的公式是：

球体积

	
  

⋅≈
16
9

球直径立方

	
  

3

2
9 R⋅≈ 。

但是，这个公式是由错误的理论推导出来的错误结果。

据记载，这个公式具体的推导过程是：“因为正方形与内

切圆的面积比为 4/3，而球横竖都是圆形的，所以正方体

与内切球的体积比为 4/3 的平方，因而球体积等于以其直

径为边长之正方体体积的 9/16。”

东汉的张衡认为这个原始公式是错误的，因此他应用

阴阳五行、天圆地方等古代哲学，推导出球体积等于以其

直径为边长之正方体体积的5/8。刘徽明确提出“幂势既同，

则积不容异”的原理，指出 4/3 这一比值应该明确修正为

4 ∶ π。更重要的是，刘徽构造合盖，并应用合盖证明原

始公式的推导错误，为祖暅后来的证明提供了思路。此外，

刘徽还证明张衡所推导出的公式实际上比原始公式的误差

更大，并对张衡不顾事实、一味迷信哲学的伪科学方法进

行了严肃的批评。

从以上我们可以看到，阿基米德的证明，以及我国那

个错误的推导，都已经事实上应用了所谓的“祖暅原理”。

阿基米德原始的“物理”证明只是含蓄地包含这个原理，

并没有对该原理的明确表达；而我国那个错误的推导则出

自刘徽的阐释，其本来是否应用此原理并没有切实的证据。

与之不同地，《九章算术》清楚地表明，刘徽明确提出了

比所谓“祖暅原理”更一般化的原理。正因为这个原因，

现在有些数学史专家认为，“祖暅原理”应该改称为“刘

徽原理”或“刘祖原理”。然而，无论这个原理如何命名，

我们都很有理由认为：无论在古代中国或者古希腊，它都

很早就被认为是正确的了。■

。


