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人类对数的认识当然是从自然数开始的。而由于正分数是自然数的比例，因

此中西方古代的学者首先承认分数是数。接下来，由于勾股定理在古代数学中居

于特别重要的地位，古人首先明确认识到的不能用分数表示的数量就是平方根。

在西方，毕达哥拉斯学派通过归谬法证明，勾股长度均为 1 的等腰直角三角形斜

边的长度不是一个分数。在东方，战国初期的墨家认识到平方根的普遍存在，提

出“面”的概念。刘徽继承这个概念，指出开平方“开之不尽者，为不可开，当

以面命之”。现代所说的“2的平方根”因为它“开之不尽”，刘徽说应该命名为“二

之面”——翻译成现代汉语，就是“以2为面积的正方形的边长”的意思。既然“开

之不尽”的平方根不是分数，古人就希望计算出它们的近似值，或者找出它们的

近似分数表示式。在这方面，中西方大约在公元前就都已经找到了很不错的公式。

有趣的是，双方找到的公式实质上是完全一样的。

三角形面积的“海伦公式”是因古希腊著名数学家海伦的名字而得名的，这

位亚历山大时期的数学家生活于公元前后 100 年之间，他用来计算平方根的近似

公式是：

	
  

2

2
ba b a
a

± ≈ ± 。

据文献记载，阿基米德得到一个

	
  
3的高精度近似式：

	
  

1351 2653
780 153

> > 。由

于文献反映出海伦与阿基米德有着知识传承关系，数学史研究者猜测：阿基米德

之所以得到上述不等式，是因为他应用了如下的近似公式（以下我们称之为“阿

基米德近似公式”）：

	
  

2

2 2 1
b ba a b a
a a

± > ± > ±
±

。

如果这个猜测成立，则以上公式在公元前 100 多年就已经为古希腊学者所得

到。

1984 年，湖北江陵张家山出土了一部抄写于西汉初年（约公元前 190 年）的

数学书，称为张家山汉简《算数书》。这部书中有一个名为“方田”的题，是一

个关于“开方术”的算题。这个题的简文为：

“田一亩方几何步？曰：方十五步卅一分步十五。术曰：方十五步不足十五

步，方十六步有余十六步。曰：并赢不足以为法，不足子乘赢母，赢子乘不足母，
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并以为实。复之如启广之术。”

这个算题用“赢不足术”计算“开平方”。依照“赢不足术”，先列出整商，

（整商＋ 1）为第一行，将正、负余数列为第二行，然后以交叉相乘之和作分母，

以第二行之和作分子，即得到“方十五步卅一分步十五”这一近似答案。具体计

算时列数如下：

	
  
 

15 16
15 16

，而计算式即为：

	
  

15 16 16 15 1515
15 16 31

× + × =
+

。算题最后

说“复之如启广之术”，“复”的意思就是“验算”，因此本题的计算要以验算

来检验结果。因为验算结果只是近似而非相等，提出及应用公式的古人显然都知

道这是一个近似公式。

张家山汉简《算数书》的这个近似公式虽然是以“赢不足术”来描述的，但

它事实上给出了一个关于
	
  

2a b± 的近似计算公式——我们推导如下。

假如我们用这个公式求某数N 的平方根，首先考虑

	
  

2N a b= + 的情形。当然，

我们要求

	
  

2 2( 1)a N a+ > > 。由于

	
  

2( 1) (2 1 )N a a b= + − + − ，故依“赢不足术”所列
出的数阵是：

	
  

1
2 1

a a
b a b

+
+ − ，

因此，我们不难得到：

	
  

2 (2 1 ) ( 1)
(2 1 ) 2 1

a a b a b bN a b a
b a b a

⋅ + − + + ⋅= + ≈ = +
+ + − +

相似地，考虑

	
  

2N a b= − 的情形，则不难得到：

	
  

2 ( 1) (2 1 )
(2 1 ) 2 1

a b a a b bN a b a
a b b a

− ⋅ + ⋅ − −= − ≈ = −
− − + −

由此可见，张家山汉简《算数书》所给出的算法，与上述阿基米德近似公式的前

半部分完全相同！

刘徽在为《九章算术》的“开方术”作注的时候说：“术或有以借算加定法

而命分者，虽粗相近，不可用也。凡开积为方，方之自乘当还复有积分。令不加

借算而命分，则常微少；其加借算而命分，则又微多。其数不可得而定。故惟以

面命之，为不失耳。”他的意思是说：开方的结果做平方验算应该等于原来的被

开方数，因此当被开方数为

	
  

2N a b= ± 形式时，开方的结果不是整数或者分数，平

方根只能“以面命之”，即只能用“以N 为面积的正方形的边长”来表示。刘徽

指出，用

	
  
2 1
bN a
a

≈ ±
±

来作

	
  
N 的近似，则结果比实际数值略小；而如果给分

数的分母“加借”，即使用

	
  
2
bN a
a

≈ ± 作计算，则结果又略大。此可见，刘徽提

到的开平方之“术”，给出的结果与阿基米德近似公式实质上完全相同！与上引

张家山汉简《算数书》的“方田”算题印证，可知刘徽的评论表明：这 2 个开平

方的近似公式在秦朝或以前就已经是常用的近似公式了。

由于

	
  

23 2 1= − ，因此据上述近似式直接得到的是：

	
  

2 1 73 2 1 2
2 2 4

= − < − =
⋅

。这个近似分数精度太低，而且与阿基米德的近似式
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> > 相差甚远。这，到底是怎么回事？原来，古人知道对一些形如

图 1　张家山汉简《算数书》“方田”简

。

。
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2N a b= ± 的数，如果a 与b 的比值太小，则直接应用阿基米德近似公式将无法

得到高精度的近似式。因此，古人另辟蹊径，发展出这样的技巧：他们寻找使

	
  

2( )k N⋅ 的值接近完全平方的自然数k，然后转而对

	
  

2k N⋅ 应用近似公式！

    以

	
  
3为例，从平方表中搜寻平方数之间的近似 3 倍关系，我们首先得到的是

	
  

2 23 4 48 7 1⋅ = = − ，以及

	
  

2 23 15 675 26 1⋅ = = − 。为了得到高精度的近似结果，我们

选择后一个，因而得到：

	
  

2 21 13 3 15 26 1
15 15

= ⋅ = −

这样，据近似公式，即有：

	
  

21 1 2 26 26 1 2653 (26 )
15 2 26 1 15 51 153

⋅ − −> ⋅ − = =
⋅ − ⋅

	
  

21 1 2 26 1 13513 (26 )
15 2 26 2 15 26 780

⋅ −< ⋅ − = =
⋅ ⋅ ⋅

显然，以上 2 式即是阿基米德所得的近似式。需要指出的是，古代这个技巧

的价值不可小觑，千余年之后的高等数学证明：后一个公式是开平方最好的一阶

近似公式之一！事实上，根据大学 1 年级讲到的中值公式或麦克劳林展式，可以

得到可导函数

	
  
( )f x 的一阶近似式：

	
  
( ) (0) ( )f x f f x xθ′≈ + ⋅ ，

其中，	
  1 0θ> > ，具体数值随

	
  
( )f x 及x 变化。当

	
  
( ) 1f x x= + 时，

	
  

1( )
2 1

f x
x

′ =
+

这个一阶近似形式即为：

	
  

11 1
2 1

x x
xθ

+ ≈ +
+

。

在上式中取	
   0θ = ，即可得到比实际值略大的估计式，因此：

	
  

11 1
2

x x+ < + 。

以

	
  
3的近似计算为例，

	
  

2 2
2

1 1 26 13 3 15 26 1 1
15 15 15 26

= ⋅ = − = − ，据以上一阶近

似式即有：

	
  

2 2

26 1 26 1 13 1 1
15 26 15 2 26

⎡ ⎤⎛ ⎞= − < ⋅ + ⋅ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

这，正是阿基米德近似式的后一部分！

如果取	
   1θ = ，并用以上刚刚得到的近似式作为分母中

	
  
1 x+ 的近似，则所得

的近似式比实际值略小，即：

	
  

1 11 1 1 1
1 22 1 2 1
2

xx x x
xx x

+ > + > + = +
+⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎝ ⎠

同样以

	
  
3为例，则：

	
  

2 2

2

26 1 26 1 1 23403 1 1 115 26 15 26 13512
26

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎛ ⎞= − > ⋅ + ⋅ − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥−
⎣ ⎦

计算可知，这个结果比

	
  

265
153

更接近

	
  
3，高等数学的威力，于此可见一斑。■

图 2　《九章算术》中刘徽的评论
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