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给定一个

	
  
0y 值，然后以给定的公式

	
  
)(1 nn yfy =+ 逐次计

算

	
  
ny ，可以得到一个数列

	
  
}{ ny 。这种方法每次以已经计算

过的

	
  
ny 代入同样的公式进行计算，称为迭代法。如果数列

	
  
}{ ny 以某数值	
  y为极限，则说此数列收敛于	
  y。此时显然

可以通过迭代法计算

	
  
ny 的值，作	
  y值的近似计算。如果我

们有关于这种近似的误差估计公式，则可以根据我们对近

似值的精度要求，确定迭代计算的次数。

显然，迭代法是非常适合当代计算机的一种算法。但

是，如果

	
  
}{ ny 收敛于	
  y的速度慢，即误差随	
  n变小的速度慢，

则要得到符合精度要求的近似值就需要很多次的迭代。因

此，迭代算法的设计者都会追求收敛速度快的算法。

在前几期的短文中，我们介绍的数列

	
  
}{ nz 和

	
  
}{ nm 是用

递推的方式定义的。而其商数列，即逼近

	
  
3的数列

	
  
}{ nx ，

满足：

	
  
2
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正是一个可以用迭代法计算的数列。对这个数列，我

们以前得到过它的误差估计式，即：

	
  

nnn x
2)32(32

13
+⋅

<−=ε
。

因此，每多计算一项，则误差大约缩小为原来的

	
  

2)32/(1 + 。可以说，这样的收敛速度还是挺快的。
然而，专家们有收敛更快的迭代公式。对大于 1 的正

数A 的开平方，迭代法研究者提出一种迭代算法：

取

	
  
!!y0 为 某 接 近A 平 方 根 的 正 数， 然 后 用 公 式

	
  

)(
2
1

1
n

nn y
Ayy +=+ 进行迭代。具体地说，对我们所讨论的

	
  
3的近似计算，可以使用迭代公式：

	
  
20 =y ，

	
  

)3(
2
1

1
n

nn y
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。
这个公式的收敛速度到底有多快？我们先来计算几项

试试。	

	
  

1 0
0

2 1
1

3 2
2

1 3 7( ) 1.750 000 000
2 4
1 3 97( ) 1.732 142 857
2 56
1 3 18 817( ) 1.732 050 810
2 10 864
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与

	
  
3的高精度近似值比较可知，

	
  
3y 已经精确到小数

点之后 8位，可见这种迭代法的收敛速度非常非常快！

这种迭代算法的收敛速度惊人，因而这种迭代法的误

差估计式就成为一个有趣的小课题。将以上计算与前文
	
  
}{ nz

和

	
  
}{ nm 的值对照，可知

	
  
21, yy 的分子和分母依次分别是

	
  
1z 和

	
  
1m ，以及

	
  
3z 和

	
  
3m 。继续计算

	
  
}{ nz 和

	
  
}{ nm ，我们发现

	
  
3y 的

分子和分母分别等于

	
  
7z 和

	
  
7m 。因此，数列

	
  
}{ ny 与数列

	
  
}{ nz

和

	
  
}{ nm 到底有什么关系，显然又是一个有趣的问题。下面，

我们将依次揭开其中的谜底。

我们先来看看误差估计。首先，尝试将迭代公式配成
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完全平方，有：
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因此，对所有正整数n，显然都有

	
  
3>ny 成立，并且有：
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据此递推，不难证明：
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由

	
  
32

1320 +
=−=δ 及

	
  
12)32( 2 = ，不难得到：
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将这个误差的估计不等式与关于

	
  
}{ nx 的误差估计比较，

可以发现：

	
  
}{ nx 误差公式的指数 2n 是 n 的线性函数，而

	
  
}{ ny 误差项的指数

	
  
12 −n 却是 n 的指数函数，可见其收敛速

度之快！

关于

	
  
}{ ny 的更精细的误差估算公式后文再说，现在我

们来考察

	
  
}{ ny 化作既约分数时，其分子、分母与数列

	
  
}{ nz

和

	
  
}{ nm 的关系。

首先，我们以递推关系
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来定义数列

	
  
}{},{ nn uv ，然后记
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因此，这里的数列

	
  
}{ ny 就是我们稍前定义的数列

	
  
}{ ny

而且是数列

	
  
}{ nv 和

	
  
}{ nu 的商数列。

	
  
nv 和

	
  
nu 是互素的，这个

结论可以用“无限下推法”证明，我们将证明细节留给读

者自己完成。总之，对任何非负整数	
  n，
	
  
nv 和

	
  
nu 就是

	
  
ny 写

成既约分数时的分子和分母。

关于数列

	
  
}{ nv 与

	
  
}{ nz ，以及它们与前文定义的数列

	
  
}{ nu 与

	
  
}{ nm 的关系，我们有如下定理。

定理：对任何非负整数	
  n，上述定义的数列

	
  
}{ nv 与

	
  
}{ nz

数列

	
  
}{ nu 与

	
  
}{ nm ，分别成立如下恒等式：

	
  
12 −

= nmun ，

	
  
12 −

= nzvn 。
证明

在以前的短文中，我们已经证明数列

	
  
}{ nm 和

	
  
}{ nu 的通

项公式分别为：
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因此，我们只需要证明：
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我们可以用——您猜对了——用数学归纳法来证明以

上二式。

首先，容易验证，以上二式	
   0=n 对时显然成立。假设

对非负整数	
  n，上列两个通项公式都成立。

对正整数	
   1+n ，据归纳假设以及

	
  
}{ nv 与

	
  
}{ nu 的定义，

我们有：
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因此，定理得证。

这样，关于数列

	
  
}{ ny 与

	
  
}{ nx ，我们得到：

	
  
12 −

= nxyn
由我们以前证明的关于

	
  
}{ nx 的误差估计式：
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可以得到

	
  
}{ ny 误差的另一个估计式：
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这是一个比稍前得到的估计式更精细的误差估计公式。

事实上，根据

	
  
}{ nv 与

	
  
}{ nu 的通项公式，可以得到

	
  
}{ ny 的通

项公式为：
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，
因此，其准确的误差公式并不难得到，我们将它留给

读者来完成。■
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