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上一期专栏我们定义了 2个数列
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然后用它们的商

	
  
nnn mzx /= 定义数列

	
  
}{ nx ，并且证明了

数列

	
  
}{ nx 的值以一个相当快的速度逼近

	
  
3。在上文中我们

看到，

	
  
}{ nz 和

	
  
}{ nm 的值可以用递推公式列表逐次计算。然

而，如果能够求出它们的通项公式，则我们就可以对指定

的任何自然数 	
  n直接计算出

	
  
nz 和

	
  
nm 的值。因此，

	
  
}{ nz 和

	
  
}{ nm 的通项公式是重要的，本文将介绍它们的通项公式，

以及 3种有趣的证明方式。

定理：上述定义的数列

	
  
}{ nz 和

	
  
}{ nm 的通项公式分别是：
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证明一

首先用数学归纳法证明，对任何非负整数	
  n，有：
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由

	
  
}{ nz 和

	
  
}{ nm 的定义，上二式对	
   0=n 显然成立。假设

对非负整数	
  n，以上二等式均成立。则对正整数	
   1+n ，据

归纳假设得：
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由 数 列

	
  
}{ nm 的 定 义， 有

	
  
nnn mzm 21 +=+ ，

	
  
nnn mzz 321 +=+ ，故有：
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同理可得：
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这样，我们就用数学归纳法证明了等式：
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上述 2 个等式揭示了数列

	
  
}{ nz 和

	
  
}{ nm 与

	
  
3的隐秘联

系。而这 2 个等式是关于

	
  
nz 和

	
  
nm 的二元一次方程组，解出

	
  
nz 和

	
  
nm ，立即得到定理所列的通项公式。

证明二

直接用数学归纳法证明。

由

	
  
}{ nz 和

	
  
}{ nm 的定义，2 个通项公式对	
   0=n 时显然成

立。假设对非负整数	
  n，定理 2的 2个通项公式成立。

　　对正整数	
   1+n ，据归纳假设，以及

	
  
}{ nz 和

	
  
}{ nm 的定义，

得：
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这就完成了定理的数学归纳法证明。

以上 2 个证明都应用数学归纳法，这种证明方式只有

在通项公式已知的情况下才行得通。那么，这 2 个通项公

式是如何推导出来的呢？我们将介绍 3 种具体推导出通项

公式的证明，本文先介绍其中的 1种。

证明三

由数列

	
  
}{},{ nn mz 的定义式，容易推得：
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从这 2 个关于数列

	
  
}{},{ nn mz 的递推公式出发，有多种

不同做法可以得到数列的通项。这里，我们用更“初等”的、

很多中学生已经接触过的方法。今后我们将介绍“生成函数”

这种“高端大气上档次”的方法，并用它来证明定理。

因为 2 个公式证明方法相同，这里我们只证明

	
  
}{ nm 的

通项公式。取	
   sr, 使递推公式

	
  
。11 4 −+ −= nnn mmm

化为：

	
  
 )( 11 −+ −=− nnnn smmrsmm 。

对上式移项，即知这要求	
   sr, 满足：
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据韦达定理， 	
   sr, 是方程

	
  
0142 =+− xx 的 2 个根，并

且其值可以对换。我们记：
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然后定义新数列
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据	
   sr, 所满足的条件，显然有：
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因此，
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由以上二公式及

	
  
}{},{ nn BA 的定义，有：
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由此，我们立刻得到：
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这样，我们就用很初等的方法证明了定理。

我们在上一期用

	
  
n

n
n m

zx = 定义逼近

	
  
3的分数数列，并

估计了

	
  
}{ nx 与

	
  
3的误差。现在我们有了

	
  
}{ nz 与

	
  
}{ nm 的通

项公式，因而可以对

	
  
}{ nx 逼近

	
  
3的误差作进一步的讨论。

首先，我们有：
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因此，
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所以，精确的误差公式为：
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我们在上一期所得的误差估计公式是：
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简单的近似计算可知，当	
   2≥n 时，精确误差公式所得

不超过此公式估计值的 87%。■

，
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