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人们早就知道 3 的平方根不是有理数，也即是说，

	
  
3不能表示成分数。因为

这个原因，寻找数值上接近

	
  
3的分数（有理数）就成为一个古人很乐于研究的问

题，本专栏以前提到的阿基米德近似公式，就是一个著名的例证。

	
  
3虽然如刘徽

所说是“开之不尽”，但却可以不断地“开”，不断地逼近。因此，人们就寻找

数值上逐步逼近

	
  
3的分数数列。

思考和实践都告诉我们，存在无穷多种逼近

	
  
3的分数数列。我们在这里只介

绍1个特别的数列，我们将从这个数列出发，带领大家欣赏琳琅满目的数学宝藏。

数列的定义

我们先定义 2个数列
	
  

}{},{ nn mz ：
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然后，我们用以上 2个数列定义 1个新数列

	
  
}{ nx ：
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对上述数列

	
  
}{ nx ，有以下定理 1：

	
  

3lim =
∞→ nn
x 。

定理 1的证明

　　根据

	
  
}{},{ nn mz 的定义，容易得到：

　　

	
  
20 =x ，且：
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用数学归纳法不难证明：

	
  
}{ nx 严格单调减有下界，因

此是一个收敛数列。

设

	
  
}{ nx 收敛于A，则有：

	
  
2
32

+
+=

A
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。

此即

	
  
32 =A ，故数列

	
  
}{ nx 的极限为

	
  
3。

数列

	
  
{ }nx 收敛速度估计

定理 1 告诉我们，数列

	
  
}{ nx 以

	
  
3为极限，我们因此得

到 1 个数值逐步逼近

	
  
3的分数数列。问题是：有的数列收

敛速度快，有的则收敛速度慢。收敛速度快的数列当然更

受人们的青睐，因为用那样的数列很快就可以得到其极限

的高精度近似值。因此，数列

	
  
}{ nx 的收敛速度是一个值得

关心的问题。

其实，数列

	
  
}{ nx 的收敛性有比上节更有技巧的证明方

法，我们现在就用这个方法来估计数列的收敛速度。
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用归纳法容易证明：

	
  
3>nx 对所有正整数成立，因此

易得：

	
  

)1(2)1(2

0
2

2

2

1
2

)23(
1

)23(
|3|...

)23(
|3|30

+++
+

=
+
−<

+
−<−<

nn

n
n

xxx

。

由于

	
  
32)3( >+nx 对所有正整数n 成立，故记误差

	
  
|3| −= nn xε ，则有：
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也就是说，以

	
  
nx 作为

	
  
3的近似值，其绝对误差小于

	
  

n2)23(32
1

+⋅ 。

利用数列

	
  
{ }nx 估算

	
  
3至小数点后 6位

　　以上误差估计式可以用来判断数列

	
  
}{ nx 与

	
  
3的接

近程度，因此可以用以得到符合要求精度的近似分数。例如，

若我们要求

	
  
3精确到小数点之后 6 位的分数，依四舍五入

规则，即要求绝对误差

	
  

6105.0 −×<nε 。

由误差估计式

	
  

62

1 1
2 102 3 ( 3 2) n

<
×⋅ +

，容易解得：

	
   06.5>n 。由于误差估计公式高估了误差的数值，因此我们

猜测

	
  
5x 可能已经是符合条件的通项。列表计算

	
  
}{},{ nn mz 如

下：　　

因此，

	
  

5
1 351 1.732 051 28
780

x = ≈ 。计算可得，这一近似

的绝对误差约为

	
  

610474.0 −× 。

本篇开始时，先定义数列

	
  
}{},{ nn mz ，然后再用它们来

定义数列

	
  
}{ nx 。数列

	
  
}{ nx 的这种定义方式看起来是把事情

复杂化了，但是这种定义方式可以方便地应用递推公式，

逐次给出逼近

	
  
3的分数之分子和分母。此外，这种定义

方式明显地建立了

	
  
}{ nx 与此前我们介绍的丢番图方程的联

系——没错，

	
  
),( nn mz 就是本专栏第 2期中丢番图方程（1）

的第 n 组解，我们这里是用数列的形式重新讲述，并作了

关于逼近误差的讨论。■
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1 7 4

2 26 15

3 97 56
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