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【摘　 要】 　 为提升移动救援机器人在非结构化场景及矿山灾变巷道等复杂环境中的越障与地形适

应能力，设计一种基于水弹折纸原理的可变直径轮；针对现有水弹轮式结构建模基本单元单一的问

题，提出一套将正方形、矩形和平行四边形作为基本单元的统一建模理论，通过建立轮尾轴层、轮撑

地层及轮连接层的多坐标系运动学模型，并系统推导对应的约束方程组，实现对不同单元构型水弹

轮折展过程的统一描述与参数化分析。 详细研究折展过程中关键状态变量的变化趋势与有效取值

范围，并可展性测试多材料 ３Ｄ 打印制造的模型。 研究结果表明：运动学建模方法适用于不同类型

基本单元组成的水弹轮式结构，可展性测试得到最大折展直径为 １２４􀆰 ３５ ｍｍ，与设计值误差为

２􀆰 ５％，折展比达到 ２􀆰 ０１５，在测试过程中发现运动学模型与实际结构折展变化过程基本一致，证明该

建模理论具有良好的适用性和准确性。
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０　 引　 言

　 　 矿山灾变井巷环境具有高度非结构化特点，空
间受限、能见度低且存在二次灾害风险，严重制约传

统人工救援效率。 因此，研制一种可替代或部分替

代救援人员的专用搜救机器人，对提升灾变环境下

抢险救灾响应能力、保障救援人员及受困群众生命

安全具有重要意义［１－２］。
救援机器人依据运动模式分为轮式、履带式、支

腿式及复合式 ４ 大类。 其中，轮式机器人控制算法

成熟、运动效率高，在平坦巷道中优势显著，然而其

在非结构化环境中因地形适应性差、避障能力弱而

应用受限。 为改善轮式机器人的地形适应性，学者

们提出了轮履［３］、轮腿［４］ 及类轮结构［５］ 代替轮式行

走的改进方案，但这种方法往往会造成机器人移动

缓慢、控制复杂、成本高、重量大、组装困难等问题。
近年来，折纸机器人通过编程手段将制造与控

制紧密融合在一起，通过设计折痕使折纸机器人具

有更高的可定制性和适应性［６－７］。 陈焱等［８］ 系统总

结了折纸机器人的技术体系，并将其分为骨架型、驱
动型与外壳型 ３ 类，推动了折纸结构在机器人领域

的应用。 目前，有学者探讨了水弹结构有厚板折纸

理论［９］，也有学者分析验证了各个方向上的刚性可

折叠性［１０］。
在研究水弹轮结构模型过程中，尚祖恩等［１１］曾

在折纸结构与材料研讨会上探讨折纸机器人的研究

思路与应用方向。 尚祖恩等［１２］ 曾提出以平行四边

形为基本单元的水弹轮式结构径向运动学建模方

法，研究水弹轮式结构的承载特性。 现有研究多以

传统的正方形基本单元为基础，对于不同四边形基

本单元构成的水弹轮的径向运动学建模考虑较少。
因此，笔者拟提出一套以正方形、矩形、平行四

边形为基本单元的统一建模理论，以期为优化水弹

轮越障能力与控制系统性能、提升矿山搜救机器人

非结构化环境适应能力奠定基础。

１　 水弹轮结构统一运动学建模

１􀆰 １　 运动学建模

　 　 水弹轮式结构包括 α、ｍ、ｎ、ｌａ、ｌｂ、ｌｃ、ｌｄ、ｔａ、ｔｂ这几

个初始配置参数。 其中，α 为倾斜角度；ｍ 为横向单

元数；ｎ 为纵向单元数（ｎ≠１）；ｌａ、ｌｂ、ｌｃ、ｌｄ 分别为基本

单元边长；ｔａ 为轮身展开图中上下两侧拼接三角形的
中线长度；ｔｂ 为端盖内正多边形的中心到各顶点的距

离。 以横向单元为 ９，纵向单元为 ３ 为例，介绍正方

形、矩形、平行四边形 ３ 种基本单元两端端盖和折纸

图案折痕图，通过组合拼接得到水弹轮式结构如图 １
所示，其中，实线表示山折痕、虚线表示谷折痕。

轮尾轴层运动学建模如下。 首先，建立 ２ 个坐

标系，其中一个是以水弹轮轴线为 Ｚｃ 轴，Ｘｃ 轴通过

点 ＴＰ３ 进行定义圆柱坐标系 ＯｃＸｃＹｃＺｃ。 在圆柱坐标

系下，折痕顶点 ＥＰ１ 至 ＥＰ３ 如图 ２ 所示。 构建空间
直角坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１，其中，ＥＰ１ 和 ＥＰ１ＥＰ２ 的投影均

落在 Ｘ１ 轴上。 轮尾轴层的状态变量包括 θＥ １、θＥ ２、
ｌＥ。 其中，θＥ １ 为 ＥＰ１ＥＰ２ＥＰ３ 与 ＥＰ１ＥＰ２Ｅ ＇Ｐ３ 两平面的
二面角，θＥ ２ 为 ＥＰ１ＥＰ２ 与 Ｘ１ 轴延长线的夹角，ｌＥ 为

端盖中心距圆柱坐标系原点 Ｏｃ 的距离。
平行四边形轮尾轴层运动学建模见下式：

Ｅｐ１
＝

ｔｂ

ａｒｃｓｉｎ
（ ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２

）ｔａｎα

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌＥ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１）

Ｅｐ２
＝

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

ａｒｃｓｉｎ
（ ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２

）ｔａｎα

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

æ

è
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÷÷

ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２
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ë
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ê
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ú
ú
ú
ú
ú
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（２）
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图 １　 水弹轮式结构的集合展开图与几何模型
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（ ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２

）ｔａｎα

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２
－ ｌｄｓｉｎ

π － θＥ１

２
ｃｏｓθＥ２

ｃｏｓα

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（３）
　 　 正方形轮尾轴层运动学建模见下式：

Ｅｚ１
＝

ｔｂ

ａｒｃｓｉｎ
ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌＥ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

（４）

Ｅｚ２
＝

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

ａｒｃｓｉｎ
ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

（５）

Ｅｚ３
＝

ｌａｃｏｓ
π － θＥ１

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２
－ ｌａｓｉｎ

π － θＥ１

２
ｃｏｓθＥ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（６）

　 　 矩形轮尾轴层运动学建模见下式：

Ｅ ｊ１
＝

ｔｂ

ａｒｃｓｉｎ
ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌＥ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（７）

Ｅ ｊ２
＝

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

ａｒｃｓｉｎ
ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

（８）

Ｅ ｊ３
＝

ｌｂｃｏｓ
π － θＥ１

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２

ｔｂ ＋ ｔａｃｏｓθＥ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２
－ ｌｂｓｉｎ

π － θＥ１

２
ｃｏｓθＥ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（９）

　 　 水弹轮式结构尾轴层模型如图 ２ 所示，模型分

别在圆柱坐标系和空间直角坐标系下建模。

图 ２　 水弹轮式结构尾轴层模型

Ｆｉｇ． ２　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｉｌ ｓｈａｆｔ ｌａｙｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ
ｂｏｍｂ ｗｈｅｅｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

轮撑地层运动学建模如下。 下折痕顶点 ＳＰ１ 至

ＳＰ５ 在圆柱坐标系 ＯｃＸｃＹｃＺｃ 中的表示如图 ３ 所示。
构建 Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２ 坐标系即以 ＳＰ３ 为原点 Ｏ２，Ｚ２ 垂直

于上下 ２ 条边，Ｙ２ 平行于上下 ２ 条边，Ｘ２ 垂直于基

·２３１·
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本单元向外如图 ３ 所示。
θＳ １、θＳ ２、θＳ ３、θＳ ４、 ｌＳ、ｒｓ 都是撑地层中的状态变

量。 θＳ １ 和 θＳ ２ 分别为 ＳＰ２ＳＰ３ 和 ＳＰ３ＳＰ４ 在 Ｘ２Ｏ２Ｚ２ 平

面的投影与 Ｚ２ 轴的夹角；θＳ ３ 和 θＳ ４ 为 ＳＰ１ＳＰ２ＳＰ３ 与

Ｓ＇Ｐ１ＳＰ２ＳＰ３两平面的二面角和 ＳＰ５ＳＰ４ＳＰ３ 与 Ｓ ＇Ｐ５ＳＰ４ＳＰ３

两平面的二面角；ｌＳ 为 ＳＰ３ 点到 Ｏｃ 点的长度；ｒｓ 为
ＳＰ３ 点到 Ｚｃ 轴的长度。
　 　 平行四边形轮撑地层运动学建模见下式：

Ｓｐ１
＝

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ ＋ ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ１

＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔａｎα

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ ＋ ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ１
＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎ

π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１０）

Ｓｐ２
＝

ｒＳ ＋ ｌｃｃｏｓαｓｉｎθＳ１

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ ＋ ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ１

＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔａｎα

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ ＋ ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１１）

Ｓｐ３
＝

ｒＳ

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ ｔａｎα
ｒＳ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｌＳ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

（１２）

Ｓｐ４
＝

ｒＳ ＋ ｌｃｓｉｎθＳ２
ｃｏｓα

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ － ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ２

－ ｌｄｃｏｓαｓｉｎθＳ２
ｓｉｎ

π － θＳ４

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔａｎα

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ４

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ － ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１３）

Ｓｐ５
＝

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ４

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ － ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ２

－ ｌｄｃｏｓαｓｉｎθＳ２
ｓｉｎ

π － θＳ４

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔａｎα

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ４

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ － ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ２
－ ｌｄｃｏｓαｓｉｎθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１４）

　 　 正方形轮撑地层运动学建模见下式：

Ｓｚ１
＝

ｌａｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１

＋ ｌａｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１

ｌａｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１
＋ ｌａｓｉｎ

π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１５）

·３３１·
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Ｓｚ２
＝

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ１

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１

＋ ｌａｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１

ｌａｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１６）

Ｓｚ３
＝

ｒＳ

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ
ｒＳ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｌＳ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１７）

Ｓｚ４
＝

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ２

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ － ｌａｃｏｓθＳ２

－ ｌａｓｉｎθＳ２
ｓｉｎ

π － θＳ４

２

ｌａｃｏｓ
π － θＳ４

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ － ｌａｃｏｓθＳ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１８）

Ｓｚ５
＝

ｌａｃｏｓ
π － θＳ４

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ － ｌａｃｏｓθＳ２

－ ｌａｓｉｎθＳ２
ｓｉｎ

π － θＳ４

２

ｌａｃｏｓ
π － θＳ４

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ － ｌａｃｏｓθＳ２
－ ｌａｓｉｎθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（１９）

　 　 矩形轮撑地层运动学建模见下式：

Ｓｊ１
＝

ｌｂｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１

＋ ｌｂｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１

ｌｂｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１
＋ ｌｂｓｉｎ

π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２０）

Ｓｊ２
＝

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ１

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１

＋ ｌｂｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１

ｌｂｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２１）

·４３１·



第 ３ 期 尚祖恩等：救援机器人水弹轮式结构统一运动学建模理论

Ｓｊ３
＝

ｒＳ

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ
ｒＳ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｌＳ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（２２）

Ｓｊ４
＝

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ２

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ － ｌａｃｏｓθＳ２

－ ｌｂｓｉｎθＳ２
ｓｉｎ

π － θＳ４

２

ｌａｃｏｓ
π － θＳ４

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ － ｌａｃｏｓθＳ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２３）

Ｓｊ５
＝

ｌａｃｏｓ
π － θＳ４

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

ａｒｃｓｉｎ
ｌＳ － ｌａｃｏｓθＳ２

－ ｌｂｓｉｎθＳ２
ｓｉｎ

π － θＳ４

２

ｌａｃｏｓ
π － θＳ４

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｌＳ － ｌａｃｏｓθＳ２
－ ｌａｓｉｎθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２４）

　 　 水弹轮式结构撑地层模型如图 ３ 所示，模型分

别在圆柱坐标系和空间直角坐标系下建模。

图 ３　 水弹轮式结构撑地层模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒａｃｅ ｔｈｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｗａｔｅｒ
ｂｏｍｂ ｗｈｅｅｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

轮连接层运动学建模如下。 在圆柱坐标系

ＯｃＸｃＹｃＺｃ 下，以水弹轮轴线为 Ｚｃ 轴，Ｘｃ 轴过如图 ４

中点 ＴＰ３，图 ４ 为圆柱坐标系下折痕顶点 ＴＰ１ 到 ＴＰ５。

其次构建空间直角坐标系 Ｏ３Ｘ３Ｙ３Ｚ３，即以 ＴＰ３ 为原

点 Ｏ３，Ｚ３ 垂直于平行四边形上下 ２ 条边，Ｙ３ 平行于

上下 ２ 条边，Ｘ３ 垂直于基本单元向外。

θＴ １、θＴ ２、θＴ ３、θＴ ４、ｒＴ 为连接层的状态变量。 在

变量中，θＴ １ 和 θＴ ２ 为 ＴＰ２ＴＰ３ 和 ＴＰ３ＴＰ４ 在 Ｘ３Ｏ３Ｚ３ 平

面的投影与 Ｚ３ 轴的夹角、θＴ ３ 和 θＴ ４ 为 ＴＰ１ＴＰ２ＴＰ３ 与

Ｔ＇Ｐ１ＴＰ２ＴＰ３两平面的二面角和 ＴＰ５ＴＰ４ＴＰ３ 与 Ｔ＇Ｐ５ＴＰ４ＴＰ３

两平面的二面角、ｒＴ 为 ＴＰ３ 点到 Ｚｃ 轴的长度。 由于

水弹轮的上下中心点 Ｏｃ 对称，所以图 ４ 中角 θＴ １ 等

于角 θＴ ２，二面角 θＴ ３ 等于 θＴ ４。
平行四边形轮连接层运动学建模见下式：

Ｔｐ１
＝

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＴ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
（ ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＴ１

）ｔａｎα

ｒＴ ＋ ｌｃｃｏｓαｓｉｎθＴ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＴ１
＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎ

π － θＴ３

２
ｓｉｎθＴ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（２５）

·５３１·
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Ｔｐ２
＝

ｒＴ ＋ ｌｃｃｏｓαｓｉｎθＴ１

ａｒｃｓｉｎ
（ ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＴ１

）ｔａｎα

ｒＴ ＋ ｌｃｃｏｓαｓｉｎθＴ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＴ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２６）

Ｔｐ３
＝

ｒＴ
０
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（２７）

　 　 正方形轮连接层运动学建模见下式：

Ｔｚ１
＝

ｌａｃｏｓ
π － θＴ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌａｃｏｓθＴ１

ｒＴ ＋ ｌａｓｉｎθＴ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌａｃｏｓθＴ１
＋ ｌａｓｉｎ

π － θＴ３

２
ｓｉｎθＴ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（２８）

Ｔｚ２
＝

ｒＴ ＋ ｌａｓｉｎθＴ１

ａｒｃｓｉｎ
ｌａｃｏｓθＴ１

ｒＴ ＋ ｌａｓｉｎθＴ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌａｃｏｓθＴ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２９）

Ｔｚ３
＝

ｒＴ
０
０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

（３０）

　 　 矩形轮连接层运动学建模见下式：

Ｔｊ１
＝

ｌａｃｏｓ
π － θＴ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ

π ／ ｎ ＋ ａｒｃｓｉｎ
ｌａｃｏｓθＴ１

ｒＴ ＋ ｌａｓｉｎθＴ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌａｃｏｓθＴ１
＋ ｌａｓｉｎ

π － θＴ３

２
ｓｉｎθＴ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（３１）

Ｔｊ２
＝

ｒＴ ＋ ｌａｓｉｎθＴ１

ａｒｃｓｉｎ
ｌａｃｏｓθＴ１

ｒＴ ＋ ｌａｓｉｎθＴ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｌａｃｏｓθＴ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（３２）

Ｔｊ３
＝

ｒＴ
０
０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

（３３）

　 　 通过运动学求解 ＴＰ２ 点，得到水弹轮式结构径

向折展比 φ，其中，ｒ＇ｔ、θ＇ｔ １ 与 ｒｔ、θｔ １ 为折展完成与初

始状态参数。

ϕ ＝
ｒ′ｔ ＋ ｌｃｃｏｓαｓｉｎθ′ｔ１
ｒｔ ＋ ｌｃｃｏｓαｓｉｎθｔ１

（３４）

　 　 水弹轮式结构连接层模型如图 ４ 所示，模型分

别在圆柱坐标系和空间直角坐标系下建模。

图 ４　 水弹轮式结构连接层模型

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ ｌａｙｅｒ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｗａｔｅｒ ｂｏｍｂ
ｗｈｅｅｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

１􀆰 ２　 约束函数建立

　 　 空间直角坐标系下点 Ｅ３、Ｓ１、Ｓ５、Ｔ１ 坐标见下式

（为区分圆柱坐标系和空间直角坐标系下坐标表示

方式），需分别满足以下约束方程式，使水弹轮式结

构各折痕顶点圆周阵列等于 ２π。

Ｅ
３
＝

ｔａｃｏｓθＥ２
＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎ

π － θＥ１

２
ｓｉｎθＥ２

＋ ｔｂ

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＥ１

２

ｔａｓｉｎθＥ２
－ ｌｄｃｏｓθＥ２

ｓｉｎ
π － θＥ１

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（３５）

ｔａｎ π
ｎ

＝
ｌｄｃｏｓαｃｏｓ

π － θＥ１

２

ｔａｃｏｓθＥ２
＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎ

π － θＥ１

２
ｓｉｎθＥ２

＋ ｔｂ
（３６）

　 　 化简式（３５）和式（３６），得到以下约束方程：

ｔａｎ π
ｎ ｔａｃｏｓθＥ２

＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎ
π － θＥ１

２
ｓｉｎθＥ２

＋ ｔｂ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＥ１

２
＝ ０

（３７）

Ｓ１ ＝

ｒＳ ＋ ｌｃｓｉｎθＳ１
ｃｏｓα － ｌｄｃｏｓθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｃｏｓα

－ ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ３

２

ｌｃｃｏｓθＳ１
ｃｏｓα ＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ３

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（３８）

·６３１·
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Ｓ５ ＝

ｒＳ ＋ ｌｃｓｉｎθＳ２
ｃｏｓα － ｌｄｃｏｓθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２
ｃｏｓα

－ ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ４

２

－ ｌｃｃｏｓθＳ２
ｃｏｓα ＋ ｌｄｃｏｓｌｄｓｉｎθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（３９）

ｒＳ ＋ ｌｃｓｉｎθＳ１
ｃｏｓα － ｌｄｃｏｓθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｃｏｓα

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔａｎ π

ｎ
－

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ３

２
＝ ０

（４０）

ｒＳ ＋ ｌｃｓｉｎθＳ２
ｃｏｓα － ｌｄｃｏｓθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２
ｃｏｓα

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔａｎ π

ｎ
－

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ４

２
＝ ０

（４１）

Ｔ１ ＝

ｒＴ ＋ ｌｃｓｉｎθＴ１
ｃｏｓα － ｌｄｃｏｓθＴ１

ｓｉｎ
π － θＴ３

２
ｃｏｓα

ｌｄｃｏｓ
π － θＴ３

２
ｃｏｓα

ｌｃｃｏｓθＴ１
＋ ｌｄｓｉｎθＴ１

ｓｉｎ
π － θＴ３

２
ｃｏｓα

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（４２）

ｒＴ ＋ ｌｃｓｉｎθＴ１
ｃｏｓα － ｌｄｃｏｓθＴ１

ｓｉｎ
π － θＴ３

２
ｃｏｓα

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｔａｎ π
ｎ

－ ｌｄｃｏｓ
π － θＴ３

２
ｃｏｓα ＝ ０

（４３）
　 　 同理，正方形：

ｔａｎ π
ｎ

＝
ｌａｃｏｓ

π － θＥ１

２

ｔａｃｏｓθＥ２
＋ ｌａｓｉｎ

π － θＥ１

２
ｓｉｎθＥ２

＋ ｔｂ

（４４）

ｔａｎ π
ｎ ｔａｃｏｓθＥ２

＋ ｌａｓｉｎ
π － θＥ１

２
ｓｉｎθＥ２

＋ ｔｂ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

ｌａｃｏｓ
π － θＥ１

２
＝ ０ （４５）

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ１
－ ｌａｃｏｓθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ３

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔａｎ π

ｎ
－

ｌａｃｏｓ
π － θＳ３

２
＝ ０ （４６）

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ２
－ ｌａｃｏｓθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔａｎ π

ｎ
－

ｌａｃｏｓ
π － θＳ４

２
＝ ０ （４７）

　 　 同理，矩形：

ｔａｎ π
ｎ

＝
ｌｂｃｏｓ

π － θＥ１

２

ｔａｃｏｓθＥ２
＋ ｌｂｓｉｎ

π － θＥ１

２
ｓｉｎθＥ２

＋ ｔｂ

（４８）

ｔａｎ π
ｎ ｔａｃｏｓθＥ２

＋ ｌｂｓｉｎ
π － θＥ１

２
ｓｉｎθＥ２

＋ ｔｂ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

ｌｂｃｏｓ
π － θＥ１

２
＝ ０ （４９）

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ１
－ ｌｂｃｏｓθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ３

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔａｎ π

ｎ
－

ｌｂｃｏｓ
π － θＳ３

２
＝ ０ （５０）

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ２
－ ｌｂｃｏｓθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔａｎ π

ｎ
－

ｌｂｃｏｓ
π － θＳ４

２
＝ ０ （５１）

　 　 水弹轮拼接结构如图 ５ 所示。

图 ５　 水弹轮拼接结构

Ｆｉｇ． ５　 Ｗａｔｅｒ ｂｏｍｂ ｗｈｅｅｌ ｓｐｌｉｃｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

在坐标系 Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２ 下，点 Ｓ１ 和 Ｓ５ 的距离为

２ｌｃ。 下式为坐标系 Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２ 下点 ＳＰ１ 和 ＳＰ５ 之间距

离约束方程，化简后得到：

·７３１·
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Ｓ１ ＝

ｌｃｓｉｎθＳ１
ｃｏｓα － ｌｄｃｏｓθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｃｏｓα

－ ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ３

２

ｌｃｃｏｓθＳ１
ｃｏｓα ＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ３

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（５２）

Ｓ５ ＝

ｌｃｓｉｎθＳ２
ｃｏｓα － ｌｄｃｏｓθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２
ｃｏｓα

－ ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ４

２

－ ｌｃｃｏｓθＳ２
ｃｏｓα ＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（５３）
ｌＳ１－Ｓ５ ＝ ２ｌｃ （５４）

Ａ ＋ ｃｏｓα２（Ｂ ＋ Ｃ ＋ Ｄ） （５５）

　 　 其中， Ａ ＝ １
２
（ － ７ｌｃ ２ ＋ ｌｄ ２ ＋ （ ｌｃ ２ ＋ ｌｄ ２）ｃｏｓ２α）

Ｂ ＝ ｌｃ ２ ＋ ｌｄ ２ － ２ｌｄ ２ｃｏｓ
π － θＳ３

２
ｃｏｓ

π － θＳ４

２
＋

２ｌｃ ｌｄｃｏｓθＳ２
ｓｉｎθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ３

２
－ ２ｌｃ ２ｓｉｎθＳ１

ｓｉｎθＳ２

Ｃ ＝ ２ｌｃ ｌｄｃｏｓθＳ２
ｓｉｎθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ４

２
＋

２ｌｄ ２ｓｉｎθＳ１
ｓｉｎ

π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２

Ｄ ＝ ２ｃｏｓθＳ１

ｌｃ ｌｄｓｉｎθＳ２ ｓｉｎ
π － θＳ３

２
＋ ｓｉｎ

π － θＳ４
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

ｃｏｓθＳ２ ｌｃ ２ － ｌｄ ２ｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎ

π － θＳ４
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

　 　 同理，正方形：
Ａ ＋ ｃｏｓα２（Ｂ ＋ Ｃ ＋ Ｄ） （５６）

　 　 其中，

Ａ ＝ １
２
（ － ７ｌａ ２ ＋ ｌａ ２ ＋ （ ｌａ ２ ＋ ｌａ ２））

Ｂ ＝ ｌａ ２ ＋ ｌａ ２ － ２ｌａ ２ｃｏｓ
π － θＳ３

２
ｃｏｓ

π － θＳ４

２
＋

２ｌａ ｌａｃｏｓθＳ２
ｓｉｎθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ３

２
－ ２ｌａ ２ｓｉｎθＳ１

ｓｉｎθＳ２

Ｃ ＝ ２ｌａ ｌａｃｏｓθＳ２
ｓｉｎθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ４

２
＋

２ｌａ ２ｓｉｎθＳ１
ｓｉｎ

π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２

Ｄ ＝ ２ｃｏｓθＳ１

ｌａｌａｓｉｎθＳ２ ｓｉｎ
π － θＳ３

２
＋ ｓｉｎ

π － θＳ４
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＋ ｃｏｓθＳ２ ｌａ ２ － ｌａ ２ｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎ

π － θＳ４
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

　 　 同理，矩形：
Ａ ＋ ｃｏｓα２（Ｂ ＋ Ｃ ＋ Ｄ） （５７）

　 　 其中，

Ａ ＝ １
２
（ － ７ｌａ ２ ＋ ｌｂ ２ ＋ （ ｌａ ２ ＋ ｌｂ ２））

Ｂ ＝ ｌａ ２ ＋ ｌｂ ２ － ２ｌｂ ２ｃｏｓ
π － θＳ３

２
ｃｏｓ

π － θＳ４

２
＋

２ｌａ ｌｂｃｏｓθＳ２
ｓｉｎθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ３

２
－ ２ｌａ ２ｓｉｎθＳ１

ｓｉｎθＳ２

Ｃ ＝ ２ｌａ ｌｂｃｏｓθＳ２
ｓｉｎθＳ１

ｓｉｎ
π － θＳ４

２
＋

２ｌｂ ２ｓｉｎθＳ１
ｓｉｎ

π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２

Ｄ ＝ ２ｃｏｓθＳ１

ｌａｌｂｓｉｎθＳ２ ｓｉｎ
π － θＳ３

２
＋ ｓｉｎ

π － θＳ４
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＋ ｃｏｓθＳ２ ｌａ ２ － ｌｂ２ｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎ

π － θＳ４
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

　 　 下式为坐标系 Ｏ３Ｘ３Ｙ３Ｚ３ 下 ＴＰ１ 点距离约束方

程，经化简得到：

Ｔｐ１
＝

ｌｃｓｉｎθＴ１
ｃｏｓα － ｌｄｃｏｓθＴ１

ｓｉｎ
π － θＴ３

２
ｃｏｓα

ｌｄｃｏｓ
π － θＴ３

２
ｃｏｓα

ｌｃｃｏｓθＴ１
＋ ｌｄｓｉｎθＴ１

ｓｉｎ
π － θＴ３

２
ｃｏｓα

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（５８）

ｌｃｃｏｓθＴ１
＋ ｌｄｓｉｎθＴ１

ｓｉｎ
π － θＴ３

２
ｃｏｓα ＝ ｌｃｃｏｓα（５９）

ｌｃ（ｃｏｓθＴ１
－ １） ＋ ｌｄｓｉｎθＴ１

ｓｉｎ
π － θＴ３

２
＝ ０ （６０）

　 　 同理，正方形：

ｌａ（ｃｏｓθＴ１
－ １） ＋ ｌａｓｉｎθＴ１

ｓｉｎ
π － θＴ３

２
＝ ０ （６１）

　 　 同理，矩形：

ｌａ（ｃｏｓθＴ１
－ １） ＋ ｌｂｓｉｎθＴ１

ｓｉｎ
π － θＴ３

２
＝ ０ （６２）

·８３１·
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　 　 基础圆柱坐标系下点 ＥＰ２ 和点 ＳＰ１ 坐标一致，由
式（２）和式（１０）可得约束方程式：

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ
－ ｔｂ － ｔａｃｏｓθＥ２

＝ ０

（６３）

ｌＳ ＋ ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ１
＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎ

π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１

－

ｌＥ － ｔａｓｉｎθＥ２
＝ ０ （６４）

　 　 类似由式（９）和式（１１）可得点 ＥＰ３ 与点 ＳＰ２ 之
间约束方程式：

ｒＳ ＋ ｌｃｃｏｓαｓｉｎθＳ１
－ ｌｄｃｏｓ

π － θＥ１

２
ｃｏｓα ／ ｓｉｎ π

ｎ
＝ ０

（６５）
ｌＳ ＋ ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ１

＝

ｌＥ ＋ ｔａｓｉｎθＥ２
－ ｌｄｓｉｎ

π － θＥ１

２
ｃｏｓθＥ２

ｃｏｓα
（６６）

　 　 由于在圆柱坐标系下 ＥＰ２ 与 ＥＰ３ 的高度差等于

ＳＰ１ 与 ＳＰ２ 的高度差，所以约束方程（６４）和式（６６）
等价，保留式（６４）作为约束条件。

同理，正方形：

ｌａｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ
－ ｔｂ － ｔａｃｏｓθＳ２

＝ ０ （６７）

ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１ ＋ ｌａｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１ － ｌＥ － ｔａｓｉｎθＥ２

＝ ０

（６８）

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ１
－ ｌａｃｏｓ

π － θＥ１

２
／ ｓｉｎ π

ｎ
＝ ０ （６９）

　 　 同理，矩形：

ｌｂｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ
－ ｔｂ － ｔａｃｏｓθＳ２

＝ ０ （７０）

ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１
＋ ｌｂｓｉｎ

π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１

－ ｌＥ － ｔａｓｉｎθＥ２
＝ ０

（７１）

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ１
－ ｌｂｃｏｓ

π － θＥ１

２
／ ｓｉｎ π

ｎ
＝ ０ （７２）

　 　 由式（１４）和式（２６）可得点 ＳＰ５ 与点 ＴＰ２ 之间约

束方程式。

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＳ４

２
／ ｓｉｎ π

ｎ
－ ｒＴ － ｌｃｃｏｓαｓｉｎθＴ１

＝ ０

（７３）

ｌＳ － ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ２
－ ｌｄｃｏｓαｓｉｎθＳ２

ｓｉｎ
π － θＳ４

２
＝

ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＴ１
（７４）

　 　 类似由式（１３）和式（２５）可得点 ＳＰ４ 与点 ＴＰ１ 之

间约束方程式。

ｌｄｃｏｓαｃｏｓ
π － θＴ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ
＝ ｒＳ ＋ ｌｃｓｉｎθＳ２

ｃｏｓα

（７５）
ｌＳ － ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＳ２

＝

ｌｃｃｏｓαｃｏｓθＴ１
＋ ｌｄｃｏｓαｓｉｎ

π － θＴ３

２
ｓｉｎθＴ１

（７６）

　 　 同理，正方形：

ｌａｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎπ

ｎ
－ ｔｂ － ｔａｃｏｓθＥ２

＝ ０ （７７）

ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１ ＋ ｌａｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１ － ｌＥ － ｔａｓｉｎθＥ２

＝ ０

（７８）

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ１
－ ｌａｃｏｓ

π － θＥ１

２
／ ｓｉｎ π

ｎ
＝ ０ （７９）

　 　 同理，矩形：

ｌｂｃｏｓ
π － θＳ３

２
／ ｓｉｎ π

ｎ
－ ｔｂ － ｔａｃｏｓθＥ２

＝ ０ （８０）

ｌＳ ＋ ｌａｃｏｓθＳ１ ＋ ｌｂｓｉｎ
π － θＳ３

２
ｓｉｎθＳ１ － ｌＥ － ｔａｓｉｎθＥ２

＝ ０

（８１）

ｒＳ ＋ ｌａｓｉｎθＳ１
－ ｌｂｃｏｓ

π － θＥ１

２
／ ｓｉｎ π

ｎ
＝ ０ （８２）

　 　 同理约束方程式 （ ７４） 与式 （ ７６） 等价，保留

式（７４）作为约束方程。

２　 水弹轮结构运动学分析

　 　 ｍ、ｎ、α、 ｔａ、 ｔｂ、 ｌａ、 ｌｂ、 ｌｃ、 ｌｄ 均为常量，１４ 个变量

（θＥ １、θＥ ２、ｌＥ、θＳ １，θＳ ２，θＳ ３，θＳ ４，ｌＳ，ｒｓ、θＴ １，θＴ ２，θＴ ３，θＴ ４，
ｒＴ）对应 １４ 个约束方程（式（３６）、式（３７）、式（４０）、
式（４１）、式（５５）、式（５９）、式（６３）、式（６４）、式（６５）、
式（６６）、式（７３）、式（７４）、式（７５）、式（７６）），当常量

给定时可求得唯一解，若无解则代表常量取值需要

调整，经 １ｓｔＯｐｔ 软件迭代求解可求出最优解为 ｍ ＝
３、ｎ ＝ ９、α ＝ １８°、 ｔａ ＝ ５ ｍｍ、 ｔｂ ＝ １１􀆰 ５ ｍｍ、 ｌａ ＝ １３􀆰 ５
ｍｍ、ｌｂ ＝ １３􀆰 ５ ｍｍ、ｌｃ ＝ １３􀆰 ５ ｍｍ、ｌｄ ＝ １３􀆰 ５ ｍｍ。

角 θＥ ２ 折展过程中的变化趋势如图 ６ 所示，水
弹轮在刚性折展的影响下，从初始Ⅰ阶段到Ⅱ再从

Ⅱ非刚性折展到状态Ⅲ。 角 θＥ ２ 的变化区间为

０􀆰 １５～１􀆰 ３４ ｒａｄ，半径 ｒＴ 变化区间为 ７􀆰 ５ ～ ３７ ｍｍ，变

·９３１·
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化趋势与水弹轮式结构折展运动基本一致。

图 ６　 角 θＥ ２ 折展过程中变化趋势

Ｆｉｇ． ６　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｔｒｅｎｄ ｏｆ ａｎｇｌｅ θＥ ２ ｄｕｒｉｎｇ

ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ

角 θＥ １ 折展过程中的变化趋势如图 ７ 所示，角
θＥ １ 的变化区间为 １􀆰 ０６～１􀆰 ５６ ｒａｄ，半径 ｒＴ 变化区间

为 ７􀆰 ５～３７ ｍｍ，当 ｒＴ 为 １９􀆰 ８５ ｍｍ 时，二面角 θＥ １ 达

到 １􀆰 ５６ ｒａｄ 为最大角。 随后由于轮撑地层基本单元

ｌａ 发生倾斜，二面角 θＥ １ 开始变小，最终当半径 ｒＴ 为

３７ ｍｍ 即折展完成时，二面角 θＥ １ 为 １􀆰 ３８ ｒａｄ。

图 ７　 角 θＥ １ 折展过程中变化趋势

Ｆｉｇ． ７　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｔｒｅｎｄ ｏｆ ａｎｇｌｅ θＥ １ ｄｕｒｉｎｇ

ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ

角 θＳ １ 的折展过程中的变化趋势如图 ８ 所示。
当半径 ｒＴ 处于变化过程中，从初始的 ７􀆰 ５ ｍｍ 开始，
随着某种内在机制或外在因素的作用，半径不断增

大时，角 θＳ １ 也相应地发生着显著的变化。 角 θＳ １ 从

初始的 １􀆰 ２４ ｒａｄ 开始，呈现出逐渐减小的态势，随着

半径的不断增加，角的值持续降低，最终当半径达到

３７ ｍｍ 时，角减小到了 ０􀆰 １９ ｒａｄ。
角 θＳ ３ 的折展过程中的变化趋势如图 ９ 所示。

在整个变化过程中，角 θＳ ３ 的变化区间被明确界定

在 ０􀆰 ７～１􀆰 ０７ ｒａｄ 之间，而半径 ｒＴ 的变化区间则是从

７􀆰 ５ ｍｍ 延伸至 ３７ ｍｍ。 当半径 ｒＴ 从初始的 ７􀆰 ５ ｍｍ

图 ８　 角 θＳ １ 折展过程中变化趋势

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｈａｎｇｅ ｔｒｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ
ａｎｇｌｅ θＳ １

开始逐渐增大，在其达到 １８􀆰 １６ ｍｍ 的这个阶段，二
面角 θＳ ３ 呈现出独特的变化态势，即达到最大值

１􀆰 ０７ ｒａｄ。 由于轮撑地层基本单元 ｌａ，也就是折痕

ＳＰ１ＳＰ５ 发生了倾斜。 这一细微但关键的变化导致二

面角的变化趋势发生转折。 随后二面角 θＳ ３ 开始逐

渐变小。 随着半径继续增大，直至最终半径 ｒＴ 达到

３７ ｍｍ，也就是折展完成时，二面角 θＳ ３ 减小到

０􀆰 ７ ｒａｄ。

图 ９　 角 θＳ ３ 折展过程中变化趋势

Ｆｉｇ． ９　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｔｒｅｎｄ ｏｆ ａｎｇｌｅ θＳ ３ ｄｕｒｉｎｇ

ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ

角 θＳ ４ 折展过程中的变化趋势如图 １０ 所示。
当半径 ｒＴ 从 ７􀆰 ５ ｍｍ 达到 ３７ ｍｍ 时角 θＳ ４ 从

１􀆰 １３ ｒａｄ 增大到 ３􀆰 １４ ｒａｄ。
角 θＴ １ 折展过程中的变化趋势如图 １１ 所示。

当半径 ｒＴ 从初始的 ７􀆰 ５ ｍｍ 逐渐增加，最终达到

３７ ｍｍ 的过程中，θＴ １ 角呈现出了逐渐减小的态势，
θＴ １ 角从 １􀆰 ４１ ｒａｄ 稳步减小到了 ０ ｒａｄ。

角 θＴ ３ 折展过程中的变化趋势如图 １２ 所示。
在此过程中，角 θＴ ３ 从 １􀆰 １ ｒａｄ 开始，逐渐增大，最终

·０４１·
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图 １０　 角 θＳ ４ 折展过程中变化趋势

Ｆｉｇ． １０　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｔｒｅｎｄ ｏｆ ａｎｇｌｅ θＳ ４ ｄｕｒｉｎｇ

ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ

图 １１　 角 θＴ １ 折展过程中变化趋势

Ｆｉｇ． １１　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｔｒｅｎｄ ｏｆ ａｎｇｌｅ θＴ １ ｄｕｒｉｎｇ

ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ

达到了 ２􀆰 ４４ ｒａｄ。

图 １２　 角 θＴ ３ 折展过程中变化趋势

Ｆｉｇ． １２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｔｒｅｎｄ ｏｆ Ａｎｇｌｅ θＴ ３ ｄｕｒｉｎｇ

ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ

轮撑地层半径 ｒｓ 折展过程中变化趋势如图 １３
所示。 当半径 ｒＴ 从 ７􀆰 ５ ｍｍ 达到 ３７ ｍｍ 时半径 ｒｓ

从 ６􀆰 ８１ ｍｍ 增大到 ２０􀆰 ６９ ｍｍ。

图 １３　 半径 ｒｓ 折展过程中变化趋势

Ｆｉｇ． １３　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｔｒｅｎｄ ｏｆ ｒａｄｉｕｓ ｒｓ ｄｕｒｉｎｇ ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ

３　 水弹轮结构模型与试验测试

　 　 采用软硬材料 ３Ｄ 打印技术来制造水弹轮式结

构，这种技术能够在保持精度的前提下提高生产速

度，同时减少复杂的装配步骤。 其中，黑色部分由类

似橡胶的柔性材料构成，而白色部分则使用了刚性

树脂材料，两者之间具有优良的粘结性能。 ３Ｄ 打印

的正方形、矩形、平行四边形水弹轮式结构如图 １４
所示，水弹轮式结构按照 １ ∶ ２ 的比例利用 ３Ｄ 打印

技术制成，其模型厚度为 ３ ｍｍ。

图 １４　 正方形、矩形、平行四边形水弹轮式

结构（３Ｄ 打印）
Ｆｉｇ． １４　 Ｓｑｕａｒｅ， ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ， ｐａｒａｌｌｅｌｏｇｒａｍ ｗａｔｅｒ

ｂｏｍｂ ｗｈｅｅｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ （３Ｄ ｐｒｉｎｔｉｎｇ）

水弹轮式结构是通过 ３Ｄ 打印技术使用软硬材

料进行制造的。 这种方法能够在确保高精度的情况

下，实现快速成型，并且避免了繁琐的装配步骤。 其

中，黑色部分采用了类似橡胶的柔性材料，而白色部

分则使用了刚性树脂材料，两者之间的粘结性表现

良好。
初始配置参数 ｍ 为 ３、ｎ 为 ９、 ｌａ 为 １１􀆰 ５ ｍｍ、

ｌｂ 为 １１􀆰 ６ ｍｍ、 ｌｃ 为 １１􀆰 ６ ｍｍ、 ｌｄ 为 １１􀆰 ５ ｍｍ、 ｔａ 为

４ ｍｍ、ｔｂ 为 １０ ｍｍ、α 为 π ／ １０、模型厚度为 ３ ｍｍ。
３Ｄ 打印水弹轮式结构试验测得：水弹轮未折展状态

·１４１·
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为 ６１􀆰 ７１ ｍｍ，水弹轮压缩后轮径变大为 １２４􀆰 ３５
ｍｍ，折展了倍比约为 ２􀆰 ０１５。

ｄＭＡＸ ＝ ２（ ｔｂ ＋ ２ｌｃｃｏｓα） （８３）
　 　 由式（８３）可知：理论上该结构的最大折展直径

ｄＭＡＸ 应为 １２７􀆰 ５ ｍｍ，而实际测量结果为 １２４􀆰 ３５
ｍｍ，误差为 ２􀆰 ５％。 误差来源主要包括几个方面：
３Ｄ 打印部件自身刚性较弱、弹性变形量较大、薄板

结构易发生面外变形及厚度引起的折展偏差。 实际

折展比为 ２􀆰 ０２，可以看出 ３Ｄ 多材料打印的水弹轮

有良好的折展性能。 在实际的挤压过程中，折痕

ＳＰ１ＳＰ５ 及其圆周上的撑地层单元 ｌｃ 会发生倾斜。 倾

斜过程中，推动轮撑地层点 ＳＰ３ 及其圆周上的各点，
从而使轮连接层完全展开。 整体表现与运动学分析

结果基本一致。
对可折展煤矿救援机器人进行行走和折展试

验，通过串口连接主控板 ＳＴＭ３２Ｆ１０３ＲＣＴ６ 和 Ｋｅｉｌ
ｕＶｉｓｉｏｎ５ 软件，在 Ｋｅｉｌ 中打开电机监测窗口，实时观

察机器人在行走过程中电机的变化状况，机器人搭

载 ＭＰＵ６０５０ 可实时的将所收集的信息传递给 ＰＣ，
通信器波特率设置为 ２３０ ４００ Ｂａｕｄ。

试验结果表明：基于 ３Ｄ 打印水弹轮式结构的

可折展煤矿救援机器人在行走和折展功能上运行稳

定，证明该结构在实际应用场景中具有可行性。

４　 结　 论

　 　 １） 针对现有水弹轮式结构建模基本单元单一

的问题，提出一套适用于正方形、矩形及平行四边形

基本单元的水弹折纸结构统一运动学建模方法，并
验证了该理论对不同单元类型所构成轮式结构的普

遍适用性。
２） 通过多材料 ３Ｄ 打印技术制备的水弹折纸轮

样机，拓展性能良好，实测最大折展直径为 １２４􀆰 ３５
ｍｍ，与设计值误差为 ２􀆰 ５％，折展比达到 ２􀆰 ０１５，证
明设计模型与实物展开过程具有较高一致性。
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