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【摘　 要】 　 为满足基于航迹运行（ＴＢＯ）未来运行模式需求，提高空中交通安全与效率，获得可执行

的多点控制四维航迹结果，首先，分别建立大气环境模型、航空器质点平动模型和航空器性能模型，
构建四维航迹基础动力学模型；然后，采用 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 搭建四维航迹仿真模型，验证基础动力学模型的

可执行性；其次，以参考航迹为目标，构建最优控制理论框架的四维航迹过点控制模型，采用 Ｒａｄａｕ
伪谱法，将航迹过点控制问题转化为非线性规划问题（ＮＬＰ）；最后，对比分析历史航班快速存取记录

器（ＱＡＲ）数据。 结果表明：仿真结果中的速度和质量与 ＱＡＲ 记录的偏差为 ０，经纬度、高度的误差

中值分别为 ０􀆰 ０００ １１°、０􀆰 ００１ ２°、１９􀆰 ２４ ｍ，均满足安全间隔要求；计算航迹在选定关键点的位置、时
间、航向角等关键参数偏差为 ０，在 ６５ ｍｉｎ 航段中可实现严格控制过点 １３ 个。
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ｄｙｎａｍｉｃｓ；　 ｑｕｉｃｋ ａｃｃｅｓｓ ｒｅｃｏｒｄｅｒ（ＱＡＲ）；　 ａｉｒｃｒａｆｔ

０　 引　 言

　 　 现阶段，航空运输管理普遍依托预先规划的航

路分区监管模式，由专职人员承担指定空域内飞行

器的实时指挥调度职责。 然而，在交通流密集区域，
这种方式难以实现航班流的全局战略安排，从而增

加航空安全风险。 为提升空中交通安全与效率，国
际民航组织提出基于航迹运行 （ Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ Ｂａｓｅｄ
Ｏｐｅｒａｔｉｏｎ，ＴＢＯ）新方式，该方式得到欧美与中国民

航的一致认同［１］。 ＴＢＯ 基于飞行计划，空管、航空

公司和航空器之间共享航迹动态信息，构建基于四

维轨迹实时预测与关键节点精准时序调控的精细化

运行体系，有效提升空域运行安全水平与交通流量

效率。 因此，结合精确控制过点时间和四维航迹生

成，生成具有可执行性和过点控制需求的四维航迹，
具有重要的现实意义。

ＤＡＬ 等［２］计算四维航迹，考虑多方利益，但仅

包含高度平稳性的动力学约束。 李善梅［３］、王岩

韬［４］等在飞机改航路径规划的研究中，采用的算法

对动力学约束性不高，规划后的航迹难以保证可执

行性。 陈雨童等［５］离散化空域栅格，运用可视图法

和 Ｄｉｊｋｓｔｒａ 算法，实现二维航迹的快速规划。 杨磊

等［６］优化的四维航迹模型仅包含加速度和速度约

束，缺少高度等其他状态变量和控制变量。 张思远

等［７］未考虑动力学约束，快速规划出的飞行路径无

法保证符合飞机性能限制。 魏志强等［８］ 提出一种

多参数组合优化方法，建立基于飞行剖面的四维航

迹模型，并通过基于精英保留的遗传算法计算，但仅

考虑了高度和速度剖面，忽略了位置、航向角等参数

限制。 现有采用非最优控制类算法求解四维航迹的

研究，在航空器动力学约束方面定义不完整，面对复

杂动力学约束时的求解效果难以保证。 即使得到近

似最优解，与真实解的偏离程度也无法估计。
ＳＥＥＮＩＶＡＳＡＮ 等［９］建立航空器航迹规划模型，

加 入 空 域 约 束， 采 用 混 合 最 优 控 制 求 解。
ＡＨＭＥＤ 等［１０］改进动态规划方法优化了四维航迹，
较好地保证了生成航迹的精度，但由于状态量和控

制量维数过大，导致维数灾难，求解时间过长。 常哲

宁等［１１］采用最优控制理论框架，通过调整起飞时间

来调配航迹冲突，但无法控制关键航路点的过点时

间。 许家欣等［１２］采用高斯伪谱法，利用机场的垂直

导航功能，实现了基于垂直导航和最优控制理论的

垂直剖面生成及优化，得到的四维航迹能较好地满

足动力学约束，但也仅控制了爬升顶点。 采用最优

控制类算法求解四维航迹的现有成果已实现对一个

关键点的控制，但是对整个飞行过程的关键控制点数

量和控制精度不足，难以满足 ＴＢＯ 精准管控需求。
鉴于此，笔者拟构建具有完整约束的四维航迹

基础动力学模型，通过 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 生成仿真航迹，并以

真实航班数据为参考航迹，验证模型的可执行性，进
而提出基于多阶段最优控制的四维航迹过点控制方

法，选取若干关键点来评估过点控制的数量和精度，
以期在 ＴＢＯ 场景下获得可执行的多点控制四维航

迹结果，提高空中交通安全和效率。

１　 四维航迹基础动力学模型

１􀆰 １　 国际标准大气模型

　 　 确保与真实飞行条件一致，基于飞机数据库

（Ｂａｓｅｄ ｏｆ Ａｉｒｃｒａｆｔ Ｄａｔａ，ＢＡＤＡ） ３􀆰 ７［１３］ 的标准大气

模型，计算大气物理参数随高度的变化：
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式中：Ｗｅ 为大气温度，Ｋ；Ｗ０ 为平均海平面标准大气

温度，取值为 ２８８􀆰 １５ Ｋ； β为对流层顶以下温度变化

梯度，取值为－０􀆰 ００６ ５ Ｋ ／ ｍ； ｈ 为实际的飞行高度，
ｍ；ｈｔ 为对流层顶高度，取值为 １１ ０００ ｍ；对流层顶

之上的恒定温度参数 Ｗｔ 设定为 ２１６􀆰 ６５ Ｋ；ｐ 为特定

海拔高度的大气压力值，ｋＰａ；ｐ０ 作为基准海平面气

压常数，其标准量值确定为 １０１􀆰 ３２５ ｋＰａ；ｇ 为重力

·１６·
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加速度，取值为 ９􀆰 ８ ｍ ／ ｓ２；Ｒ 为空气气体常数，取值

为 ２８７􀆰 ０５２ ８７ ｍ２ ／ （Ｋ·ｓ２）； ρ 为大气密度，ｋｇ ／ ｍ３。

１􀆰 ２　 航空器质点平动模型

　 　 全能量模型作为航迹生成的主要模型基础，从
物理学角度出发，以质点为简化模型代替航空器分

析受力及能量：

（Ｔ － Ｄ）·ｖ ＝ ｍｇ·ｄｈ
ｄｔ

＋ ｍｖ·ｄｖ
ｄｔ

（４）

式中：Ｔ 为发动机推力，Ｎ；Ｄ 为航空器行过程中的气

动阻力，Ｎ；ｖ 为真实空速，ｍ ／ ｓ；ｍ 为飞行器质量，ｋｇ；
ｔ 为定义为时间，ｓ。

四维航迹以航迹控制为主，更加关注其位置信

息。 根据点质量模型，设定所有扭矩作用于飞机重

心，简化飞机运动为 ３ 个平动自由度，自由度的演变

可通过时间微分方程来描述。
质点平动运动学方程为：

ｘ· ＝ ｄｘ
ｄｔ

＝ ｖｃｏｓγｓｉｎχ ＋ ｖｗｘ

ｙ· ＝ ｄｙ
ｄｔ

＝ ｖｃｏｓγｃｏｓχ ＋ ｖｗｙ

ｈ
· ＝ ｄｈ

ｄｔ
＝ ｖｓｉｎγ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（５）

　 　 质点平动动力学方程为：

ｖ· ＝ ｄｖ
ｄｔ

＝ Ｔ － Ｄ
ｍ

－ ｇｓｉｎγ

χ· ＝ ｄχ
ｄｔ

＝ ｇｔａｎφ
ｖ

ｍ· ＝ ｄｍ
ｄｔ

＝ － Ｆ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（６）

式中：ｘ、ｙ 分别为航空器的经度、纬度，（°）；ｈ 为高

度，ｍ； χ、γ、φ 分别为航向倾角、航迹倾角、航空器坡

度，（°）；Ｆ 为燃油流量，ｋｇ ／ ｓ；ｖｗｘ、ｖｗｙ 分别为飞行时

受到风的正东分量和正北分量，ｍ ／ ｓ。

１􀆰 ３　 航空器性能模型

　 　 飞机性能由速度、高度和推力等参数界定，描述

飞机质心运动规律。 在各个飞行阶段，航空器的可

用推力是最大爬升推力的修正值。 配备涡扇发动机

的飞机在全发情况下的最大爬升推力计算如下：

Ｔｍｃ ＝ ＣＴＣ，１· １ －
ｈＰ

ＣＴＣ，１

＋ ＣＴＣ，３·ｈ２
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷·

（１ － ＣＴＣ，５·ΔＷｆ） （７）
式中：Ｔｍｃ 为最大爬升推力，Ｎ；ｈｐ 为气压高度，ｍ；
ＣＴＣ，ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，５）为推力参数； ΔＷｆ 为有效大气标

准温度偏差。

航空器所受阻力的大小计算如下：

Ｄ ＝ Ｓ
２
ＣＤρｖ２ （８）

式中：Ｓ 为基准翼面参数；ＣＤ 为气动阻力系数，常规

运行工况下，ＣＤ 可表征升力系数 ＣＬ 的函数关系，其
数学表达式如下：

ＣＬ ＝ ２ｍｇｃｏｓγ
ρｖ２Ｓｃｏｓφ

（９）

ＣＤ ＝ ＣＤ０ ＋ ＣＤ２ ＋ Ｃ２
Ｌ （１０）

式中：ＣＤ０ 为寄生阻力系数；ＣＤ２ 为诱导阻力系数。
燃油流率模型预测航空器空中燃油消耗，非巡

航阶段和非慢车阶段计算如下：

η ＝ Ｃ ｆ１ １ ＋ ｖ
Ｃ ｆ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｆ ＝ η·Ｔ

ì

î

í

ïï

ïï

（１１）

式中： η 为单位推进力燃料消耗率；Ｃ ｆ１ 为基础推进

力燃料消耗参数；Ｃ ｆ ２ 为次级推进力燃料消耗参数。
Ｃ ｆ １ 和 Ｃ ｆ ２ 取值可依据实际航空器型号在 ＢＡＤＡ
获取。

巡航阶段燃油流率计算如下：
Ｆｃｒ ＝ η·Ｔ·Ｃ ｆｒ （１２）

式中 Ｃ ｆｒ 为巡航飞行阶段燃油流量消耗系数，其数

值可通过具体机型关联至 ＢＡＤＡ 性能数据库进行

查询获取。

２　 四维航迹仿真模型框架

　 　 图 １ 展示了四维飞行轨迹模拟架构，基于飞行

器动力学基础与初始运行参数，整合既定航行方案

及实时气象参数，采用迭代计算流程实现轨迹精确

生成。 然后，以航班实际运行数据为参考航迹，将各

变量数据代入四维航迹仿真模型，可视为以参考航

迹为过点控制目标，分析实际航迹与仿真航迹中各

状态变量的误差。
四维航迹仿真推演需要输入航空器的基础信

息。 途中根据航空器的实时状态和航路点信息，获
取各个航段的飞行意图。 确定飞行意图后，计算所

需的控制量输入，具体步骤如图 ２ 所示。 例如：将推

力计算转换为加速度求解，即转化为利用不同飞行

高度对应的可行爬升或下降率 （ Ｒａｔｅ ｏｆ Ｃｌｉｍｂ ｏｒ
Ｄｅｓｃｅｎｔ， ＲＯＣＤ ） 求 解， 在 航 路 点 ｉｎ 到 ｉｎ＋１ 中

ＲＯＣＤｉｎ，ｉｎ＋１
、ｖｉｎ 确定后，即可推算出航段 ｉｎ → ｉｎ＋１ 的

航空器加速度，并就式（４）联立推导出该航段航空

器的推力 Ｔｉｎ，ｉｎ＋１
。

采用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃ｋｕｔｔａ 法数值积分推算下一时

·２６·
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图 １　 四维航迹仿真模型框架

Ｆｉｇ． １　 Ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｕｒ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

图 ２　 四维航迹仿真推演计算过程

Ｆｉｇ． ２　 Ｆｏｕｒ⁃Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ｄｅｄｕｃｔｉｏｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ

刻状态：
ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ Δｔ（ｖｋｃｏｓγｋｓｉｎ χ

ｋ ＋ ｖｗｘｋ） （１３）
ｙｋ＋１ ＝ ｙｋ ＋ Δｔ（ｖｋｃｏｓγｋｃｏｓ χ

ｋ ＋ ｖｗｙｋ） （１４）
ｈｋ＋１ ＝ ｈｋ ＋ Δｔ（ｖｋｓｉｎγｋ） （１５）

ｖｋ＋１ ＝ ｖｋ ＋ Δｔ
Ｔｋ － Ｄｋ

ｍｋ

－ ｇｓｉｎ γｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （１６）

χ
ｋ＋１ ＝ χ

ｋ ＋ Δｔ
ｇｔａｎφｋ

ｖｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （１７）

ｍｋ＋１ ＝ ｍｋ ＋ Δｔ（ － ＦＦｋ） （１８）
式中 ｋ 为离散处理航迹的配置点。

３　 四维航迹过点控制方法

３􀆰 １　 四维航迹过点控制模型

　 　 四维航迹过点控制模型是以 Ｂｏｌｚａ 型最优控制

理论为基础，旨在实现系统状态从一个状态转移至

另一状态过程中的性能函数最小，其数学表达式可

表述为：

ｍｉｎＪ ＝ ϕ［Ｘ（ｔ０），ｔ０，Ｘ（ｔｆ），ｔｆ］ ＋ ∫ｔ ｆ
ｔ０
Ｇ（Ｘ（ｔ），Ｕ（ｔ），ｔ）

ｓ． ｔ． 　 Ｘ
· ＝ ｆ ［Ｘ（ ｔ），Ｕ（ ｔ），ｔ］

Ｚ［Ｘ（ ｔ），Ｕ（ ｔ），ｔ］ ≤ ０
δ［Ｘ（ ｔ０），ｔ０，Ｘ（ ｔｆ），ｔｆ］ ＝ ０ （１９）

式中：Ｊ 为性能指标； ϕ 为 Ｍａｙｅｒ 型性能指标；Ｇ 为

Ｌａｇｒａｎｇｅ 型性能指标；ｔ０ 为控制阶段起始时间节点，
对应飞行器离地升空瞬间；ｔｆ 为控制阶段终止时间

节点，对应飞行器着陆触地时刻；ｆ 为描述系统动态

的函数向量； δ 为初始和终端约束函数向量；Ｚ 为路

径约束向量。
将推力、航迹倾角和航空器坡度 Ｔ、γ、φ 作为控

制输入，控制变量 Ｕ（ｔ） ＝ ［Ｔ，γ，φ］；状态变量 Ｘ（ｔ）＝
［ｘ，ｙ，ｈ，ｖ，χ，ｍ］。
３􀆰 １􀆰 １　 模型适用条件

　 　 模型生成的航迹能够严格满足：①终端区的进

离场程序限制；②兼顾管制员、飞行员对航空器的干

预。 只有在整流罩丢失或襟缝翼放出不对称等构型

不正常条件下，计算误差会增大。
３􀆰 １􀆰 ２　 约束条件

　 　 １）状态方程约束。 系统状态演化通过微分方

程组表征，式（５）、式（６）分别为运动学与动力学关

系式，其中， ［Ｔ，γ，φ］ 向量是模型的控制向量， ［ｘ，
ｙ，ｈ，ｖ，χ，ｍ］ 是模型的状态向量，二者均随时间参数

ｔ 呈现函数关系。
２）终端约束。 终端约束限制系统初始时刻和

终端时刻的状态。
①速度状态约束。 航空器在起始时刻和终端时

刻的速度设为失速速度 ｖｓ 的 １􀆰 ３ 倍，即：
ｖ（ ｔ０） ＝ ｖ（ ｔｆ） ＝ １􀆰 ３ｖｓ （２０）

　 　 ② 距离状态约束。 在控制过程起始时刻，航空

器经纬度分别为初始值 ｘ０ 和 ｙ０，在控制过程终端时

刻，航空器经纬度分别为 ｘｆ 和 ｙｆ，即：
ｘ（ ｔ０） ＝ ｘ０， ｘ（ ｔｆ） ＝ ｘｆ （２１）
ｙ（ ｔ０） ＝ ｙ０， ｘ（ ｔｆ） ＝ ｙｆ （２２）

　 　 ③高度状态约束。 航空器在控制阶段初始与终

止时间节点对应的高度基准值设定 ０ ｍ，即：

·３６·
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ｈ（ ｔ０） ＝ ｈ（ ｔｆ） ＝ ０ （２３）
　 　 ④质量状态约束。 规定飞行器在控制阶段初始

时刻的质量参数确定为起飞质量值，即：
ｍ（ ｔ０） ＝ ｍｔ０

（２４）
　 　 ⑤航向角状态约束。 设定航空器在控制过程起

始时刻航向角为 χ
０，终端时刻为 χ

ｆ， 即：
χ（ ｔ０） ＝ χ

０， χ（ ｔｆ） ＝ χ
ｆ （２５）

　 　 ３）控制约束。 约束航空器控制向量取值范围。
Ｔ ＜ Ｔｍａｘ（ｈ（ ｔ０）） （２６）
γｍｉｎ ＜ γ ＜ γｍａｘ （２７）
φｍｉｎ ＜ φ ＜ φｍａｘ （２８）

　 　 式（２６）表示航班途中航空器所处高度的实际

推力必须小于规定的最大推力；式（２７）、式（２８）表
示航空器的航迹倾角和坡度必须处于限定数值

之间。

３􀆰 ２　 非线性问题转化

　 　 基于 Ｒａｄａｕ 伪谱法的求解策略，将连续系统状

态与控制参量在勒让德 －高斯 －拉道 （ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃
Ｇａｕｓｓ⁃Ｒａｄａｕ，ＬＧＲ）配置点实施离散化处理。 借助

拉格朗日插值多项式对状态量及控制量进行函数逼

近，实现微分方程运算向代数方程组的转换，最终将

最优控制问题转化为以节点处的状态、控制变量为

待 优 化 参 量 的 非 线 性 规 划 问 题 （ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ Ｐｒｏｍｂｌｅｍ，ＮＬＰ）。 具体实现过程包含

以下步骤：
１） 时域变换。 最优控制问题的时间区间 ｔ ∈

［ ｔ０，ｔｆ］ ，将其转换到满足 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 正交多项式的定

义区间 τ，其中， τ ∈ ［ － １，１］， 并划分为 Ｋ 个子区

间，映射变换为：

τ ＝
２ｔ － （ ｔｋ ＋ ｔｔ －１）

ｔｋ － ｔｋ－１
（ ｔｋ－１ ＜ ｔｋ） （２９）

ｄτ
ｄｔ

＝ ２
ｔｋ － ｔｋ－１

（ｋ ＝ １，２，…，Ｋ） （３０）

　 　 ２） 控制变量和状态变量离散化。 Ｒａｄａｕ 伪谱

法配点为 ＬＧＲ 点，假设第 ｋ 个网格内有 Ｎｋ ＋ １ 个

ＬＧＲ 点，即 ｛τ（ｋ）
１ ，τ（ｋ）

２ ，…，τ（ｋ）
Ｎｋ

｝。 将状态和控制变

量在配点处离散，形成 Ｎｋ ＋ １ 个离散状态变量

｛Ｘ（ｋ）
１ ，Ｘ（ｋ）

２ ，…，Ｘ（ｋ）
Ｎｋ

｝ 和 Ｎｋ ＋ １ 个离散控制 变 量

｛Ｕ（ｋ）
１ ，Ｕ（ｋ）

２ ，…，Ｕ（ｋ）
Ｎｋ

｝。
利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式对第 ｋ 个网格中的状

态变量 ｘ（ｋ）（τ） 逼近：

ｘ（ｋ）（τ） ≈ ∑
Ｎｋ＋１

ｊ ＝ １
Ｘ（ｋ）（τ ｊ）Ｌ（ｋ）（τ） （３１）

Ｌ（ｋ）（τ） ＝ ∏
Ｎｋ＋１

ｌ ＝ １
ｌ≠ｊ

τ － τ（ｋ）
ｌ

τ（ｋ）
ｊ － τ（ｋ）

ｌ

（３２）

式中： τ ∈ ［ － １，１］；Ｌ（ｋ）
ｊ （τ） 为 Ｎｋ 阶的拉格朗日插

值基函数。
利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式对第 ｋ 个网格中的控

制变量 ｕｋ（τ） 逼近：

ｕ（ｋ）（τ） ≈ ∑
Ｎｋ＋１

ｊ ＝ １
Ｕｋ（τ ｊ） Ｌ^（ｋ）

ｊ （τ）

Ｌ^（ｋ）
ｊ （τ） ＝ ∏

Ｎｋ＋１

ｉ ＝ １
ｉ≠ｊ

τ － τ（ｋ）
ｉ

τ（ｋ）
ｊ － τ（ｋ）

ｉ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３３）

式中： ｋ ＝ １，２，…，Ｋ － １； τ∈［τ（ｋ）
１ ，τ（ｋ）

Ｎｋ＋１
］ 。 由于控

制终端时刻 ｔｆ 未进行配置，因此，采用 Ｎｋ － １ 阶

Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式控制计算。

ｕ（ｋ）（τ） ≈ ∑
Ｎｋ

ｊ ＝ １
Ｕ（ｋ）（τ ｊ） Ｌ^（ｋ）

ｊ （τ）

Ｌ^（ｋ）
ｊ （τ） ＝ ∏

Ｎｋ

ｉ ＝ １
ｉ≠ｊ

τ － τ（ｋ）
ｉ

τ（ｋ）
ｊ － τ（ｋ）

ｉ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３４）

其中，ｋ＝Ｋ；τ∈［τ（ｋ）
１ ，τ（ｋ）

Ｎｋ＋１
］。

３） 约束条件离散化。 采用插值多项式表征状

态参量后，系统微分方程可近似转化为插值基函数

导数的线性组合形式，即对式（３１）中 ｘ（ｋ）（τ） 求导：

ｄｘ（ｋ）（τ）
ｄτ

＝ｘ̇（ｋ）（τ） ≈ ∑
Ｎｋ＋１

ｊ ＝ １
ｘ（ｋ）（τ ｊ） Ｌ̇ ｊ

（ｋ）（τ）

（３５）
　 　 将式（３５）与式（１９）联立，并在各配点处离散化

处理：

∑
Ｎｋ＋１

ｊ ＝ １
Ｘ（ｋ）（τ（ｋ）

ｊ ）Ｄ（ｋ）
ｉｊ －

ｔｋ － ｔｋ－１
２

ｆ（Ｘ（ｋ），Ｕ（ｋ），τ（ｋ）
ｉ ，ｔｋ－１，ｔｋ） ＝ ０ （３６）

其中，Ｄ（ｋ）
ｉｊ ＝ Ｌ̇（ｋ）

ｊ （ τ（ｋ）
ｉ ）； ｉ ＝ １，２，…，Ｎｋ； ｊ ＝ １，２，…，

Ｎｋ＋１。
针对网格端点边界条件与路径不等式约束的离

散化处理，采用配置点离散策略：
ϕ（ｘ（ｋ）（ － １），ｔ（ｋ－１），ｘ（ｋ）（ ＋ １），ｔｋ） ＝ ０

Ｚ（ｘ（ｋ）（τ），ｕ（ｋ）（τ），τ（ｋ）
ｉ ； ｔｋ－１，ｔｋ） ≤ ０{ （３７）

　 　 为确保选择的网格点是连续的，需要满足：
ｘ（ｋ）（ ＋ １） ＝ ｘ（ｋ＋１）（ － １） （３８）

　 　 ４） 性能指标离散化。 通过数值积分近似方法

实现离散化处理，具体数学表述为：
Ｊ ≈ Φ（ｘ（１）

１ ， ｔ０， Ｘ（Ｋ）
ｋ＋１， ｔｋ） （３９）

　 　 基于前述推导过程，连续最优控制问题被重构

·４６·
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为 ＮＬＰ 问题，其标准数学模型表述如下：
ｍｉｎＦ（ｘ）

ｓ． ｔ．
ｆｉ（ｘ） ≤ ０ （ ｉ ＝ １，２，…，ｐ）
ｇ ｊ（ｘ） ≤ ０ （ ｉ ＝ １，２，…，ｑ）

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４０）

　 　 使用非线性规划求解器广义伪谱最优控制软件

第 二 代 （ Ｇｅｎｅｒａｌ Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ Ｏｐｔｉｍａｌ Ｃｏｎｔｒｏｌ
Ｓｏｆｔｗａｒｅ⁃ＩＩ，ＧＰＯＰＳ⁃ＩＩ） ［１４］，利用其中的稀疏非线性

优化器（Ｓｐａｒｓｅ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｏｐｔｉｍｉｚｅｒ，ＳＮＯＰＴ） ［１５］ 软件

包求解 ＮＬＰ，从而获得四维过点控制轨迹。

４　 四维航迹仿真实例验证

４􀆰 １　 验证实例描述

　 　 在四维轨迹建模过程中，起降场站的地面滑行

参数不纳入计算范畴，其功能属性被抽象为与航路

节点具有相同拓扑特征的网络结构单元。 选取

２０２３ 年某日北京时间 ９：５２ 从海口起飞至汉中的某

５３１１ 航班，执飞机型为 Ａ３２０ － ２３２，其性能参数见

表 １。 根 据 快 速 存 取 记 录 器 （ Ｑｕｉｃｋ Ａｃｃｅｓｓ
Ｒｅｃｏｒｄｅｒ，ＱＡＲ）数据，设置飞行总时间为 ３ ９００ ｓ，离
地速度为 ８２ ｍ ／ ｓ，起飞质量为 ７３ ５００ ｋｇ，天气状况

无异常，但 ＱＡＲ 数据显示在航班运行过程的第

２６０ ｓ，发动机突发异常，该航班返航至起飞机场。
表 １　 空客 Ａ３２０ 性能参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ａｉｒｂｕｓ Ａ３２０
性能参数 数值

机翼面积 ／ ｍ２ １２２􀆰 ６
ＣＤ０ ０􀆰 ０２８ ４６５
ＣＤ２ ０􀆰 ０４
Ｃｆ１ ０􀆰 ７８６ ８４
Ｃｆ２ ６ ８７０􀆰 ８
Ｃｆｒ １􀆰 ０１４

４􀆰 ２　 可执行性验证

４􀆰 ２􀆰 １　 仿真航迹时序分段

　 　 选用 ＱＡＲ 数据绘制参考航迹。 需要说明的是，
由于译码错位、采集误差以及含有周期性的数据缺

失，ＱＡＲ 记录参数与飞行实际位置存在误差，因此，
仿真航迹与参考航迹之间会产生累计误差。 对此，
采用时间序列分割方式，首先将整个飞行过程划分

成多个航段，并选取上一航段实际航迹的终点状态

作为下一航段仿真航迹的初始状态，然后每个航段

作一次航迹修正，直至完成全过程航迹仿真。 以

１５０、３００、６００ ｓ 作为时间序列为例，采用绝对误差作

为航迹分析指标。 选取 １５０ ｓ 时，能够较好地降低

航迹的误差，但是后续过点控制时可用的航迹调整

时间偏少。 选取 ６００ ｓ 时，将经纬度最大误差达到

１１ ｋｍ，高度的误差超过 ３００ ｍ，超出了空中交通纵

向、侧向和垂直安全间隔标准，说明时序间隔过大。
设置每段时序为 ３００ ｓ，经过大量的 ＱＡＲ 样本验证，
经度、纬度产生的绝对误差低于 ３􀆰 ５ 和 ３ ｋｍ，高度

的绝对误差低于 １８５ ｍ。
４􀆰 ２􀆰 ２　 仿真航迹误差分析

　 　 某 ５３１１ 航班仿真航迹与 ＱＡＲ 参考航迹状态参

数对比如图 ３ 所示。 从图 ３ 可以看出，四维航迹仿

真模型能准确地仿真经纬度、高度、速度、航线角和

质量各状态变量的全过程变化，各状态变量的变化

趋势与 ＱＡＲ 数据趋势完全吻合。
　 　 仿真航迹数据与参考航迹数据在各个状态变量

的误差概率分布，如图 ４ 所示。 速度和质量的误差

是 ０ 的概率值为 １，说明可实现精准仿真。 经纬度

等其余状态变量的误差概率分布结果服从正态分

布。 其中，经度方向的误差中值为 ０􀆰 ０００ １１°，误差

分布的标准差为 ０􀆰 ０１２ ８°最大误差为 ０􀆰 ０５７ ２°。 纬

度方向的误差中值为 ０􀆰 ００１ ２°，误差分布的标准差

为 ０􀆰 ０１２ ５°，最大误差为 ０􀆰 ０４９ ５°。 计算出航迹位

置误差最大值为 ８􀆰 １７４ ｋｍ，对应航路阶段经度方向

的误 差 约 为 ６􀆰 ３５４ ｋｍ， 纬 度 方 向 的 误 差 约 为

５􀆰 １４３ ｋｍ，均满足国际民航组织尾流间隔要求，也满

足《民用航空空中交通管理规则》 ［１６］ 中雷达水平间

隔 １０ ｋｍ 的规定。 飞行高度的误差中值为 １９􀆰 ２４ ｍ，
误差分布的标准差为 ４３􀆰 ０２ ｍ，最大误差为 １８２ ｍ，
同样低于文献［１６］中高度层 ３００ ｍ 的规定。 航向

角的误差中值为 １􀆰 １９°，误差分布的标准差为 ４􀆰 ６°，
最大误差为 １７􀆰 ５°。 上述结果表明：各个状态变量

的误差分布相对集中，且稳定在可接受的范围内，仿
真航迹具有较高的精确度，验证了所得的四维航迹

具有较好的可执行性。 某 ５３１１ 航班仿真航迹与

ＱＡＲ 参考航迹的三维航迹对比如图 ５ 所示。
根据 ＱＡＲ 显示，航班飞行中出现发动机故障，

最终选择返航。 由图 ４ 和图 ５ 可知：只要有对应控

制变量输入，即使飞机出现特殊情况，所建立的四维

航迹模型仍然能准确地计算出执行航迹。

４􀆰 ３　 航迹多点控制验证

　 　 以 ３００ ｓ 为间隔，将整个飞行过程分成 １３ 个航

段，每个航段终端位置定义为一个关键点 （Ｗａｙ
Ｐｏｉｎｔ，ＷＰ），要求飞机严格按照预设的过点时间和

过点状态到达关键点。 其中，过点控制航迹与 ＱＡＲ
参考航迹对比如图 ６ 所示。 四维航迹控制过点结果

见表 ２。
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图 ３　 仿真数据与实际数据对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｄａｔａ ａｃｔｕａｌ ｄａｔａ

图 ４　 仿真数据中各个状态变量的误差概率分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｓｔａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｉｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｄａｔａ

　 　 由图 ６ 和表 ２ 可知：
１） １３ 个仿真航段中，经纬度、高度、速度等

６ 个状态变量的变化趋势与 ＱＡＲ 记录高度一致。
２） １３ 个关键控制点的过点时间、过点高度、航

向角等关键参数与预设目标的差值为 ０。

图 ５　 仿真航迹与实际航迹对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ａｎｄ ａｃｔｕａｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

表 ２　 四维航迹控制过点结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｏｕｒ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｏｖｅｒ⁃ｗａｙｐｏｉｎｔ
ｃｏｎｔｒｏｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

状态量及
绝对误差

ＷＰ１ ＷＰ２ ＷＰ３ … ＷＰ１２ ＷＰ１３

经度 ／ （°） １０９􀆰 ５ ／ ０ １０９􀆰 ３ ／ ０ １０９􀆰 ３ ／ ０ … １０９􀆰 ２ ／ ０ １０９􀆰 ４ ／ ０

纬度 ／ （°） １９􀆰 ９ ／ ０ ２０􀆰 ３ ／ ０ ２０􀆰 ８ ／ ０ … １９􀆰 ７ ／ ０ １９􀆰 ７ ／ ０

高度 ／ ｍ ３ ６４１ ／ ０ ６３０２ ／ ０ ７７６３ ／ ０ … １０８７ ／ ０ ９２ ／ ０

速度 ／
（ｍ·ｓ－１）

１３５ ／ ０ １７０ ／ ０ １８２ ／ ０ … ９１ ／ ０ ７１ ／ ０

航向角 ／ （°） －８９ ／ ０ －１１ ／ ０ ３ ／ ０ … ９２ ／ ０ ８９ ／ ０

　 　 ３） 该航班因发动机异常最终返航，飞行时间仅

６５ ｍｉｎ，经四维航迹过点优化控制后，节约燃油约

１３０ ｋｇ。

·６６·
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图 ６　 过点控制数据与实际数据对比

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｏｖｅｒ⁃ｗａｙｐｏｉｎｔ
ｃｏｎｔｒｏｌ ｄａｔａ ａｎｄ ａｃｔｕａｌ ｄａｔａ

５　 结　 论

　 　 １） 仿真航迹结果中，速度和质量与 ＱＡＲ 记录

的偏差为 ０， 经纬度、 高度的误差中值分别为

０􀆰 ０００ １１°、０􀆰 ００１ ２°、１９􀆰 ２４ ｍ，均满足安全间隔要

求。 航向角等状态变量的误差分布稳定在可接受的

范围内，说明仿真航迹合理，具有可执行性。
２） 四维航迹过点控制方法可实现多点控制，间

隔 ３００ ｓ 设置 １ 个关键点，并且过点时间、过点高度、
航向角等关键参数与预设目标的差值为 ０，能够严

格控制关键参数，同时降低燃油消耗。
３） 提出的四维航迹生成与过点控制方案具有

较为完整的动力学和环境约束，可适用于飞行操纵

临时调整、进离场程序限制，甚至发动机故障等突发

造成控制变量改变的特殊情况。
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