
 

基于高斯展开法的钢轨-双声学黑洞
压电梁俘能特性研究
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摘要：声学黑洞效应通过减缓结构中弹性波的传播并抑制边界反射，为振动能量回收提供了思路。设计了一种用于铁路轨道

系统的双声学黑洞压电梁俘能装置，基于能量泛函变分原理与高斯展开法构建了钢轨 -俘能装置的力 -电耦合半解析模型，并

经有限元模拟验证。结合列车荷载条件，系统分析了能量回收特性及其关键影响因素，包括黑洞几何参数和端部附加质量。

结果表明：在 0~1500 Hz频率范围内形成四个主要能量回收频带，最大输出电压为 4.83 V，回收效率达 2.23%。当压电片长度

与结构弯曲波半波长匹配时回收性能最优，增强黑洞效应或合理配置附加质量可显著提升能量回收效率。
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Abstract：The  acoustic  black  hole  (ABH)  effect,  which  decelerates  the  propagation  of  elastic  waves  and  suppresses  boundary  reflections,

presents a novel mechanism for vibration energy harvesting. A dual-ABH piezoelectric beam energy harvester has been designed for application

in railway track systems. A semi-analytical electromechanical coupling model was developed using the energy functional variational principle

and Gaussian expansion method. Validation was conducted through finite element simulations. Under train-induced loading, energy harvesting

behavior was investigated with respect to ABH geometric parameters and terminal mass. Four principal energy harvesting bands were identified

within the 0~1500 Hz range,  yielding a peak output  voltage of  4.83 V and a maximum efficiency of  2.23%. Optimal  energy conversion was

achieved when the piezoelectric patch length equaled half the bending wave wavelength of the host structure. Efficiency was further improved

by strengthening the ABH effect or through appropriate tuning of the terminal mass.

Keywords：energy harvesting；Gaussian expansion method；railway tracks；double acoustic black hole piezoelectric beam；dynamic wheel-rail
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随着轨道交通的迅速发展，各类铁路监测设备

和传感器件的需求日益增加，与之匹配的电力供应

需求也随之增大。目前铁路监测设备和传感器件的

供电方式主要有有线和无线供电两种 [1]。有线供电

建设周期长、成本高，而无线供电主要通过外接移

动电源的方式提供电力，电池能量耗尽后更换困

难、维护成本高。因而探寻一种低成本、少维护的

供能方式是未来轨道技术发展的必然趋势。而列车

通过时引起的轨道振动作为一种可持续的能量源，

若能实现高效回收和利用，可有效解决铁路监测设

备的供能问题。

近年来，振动能量俘获技术因其在实现环保、节
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能以及实时监测系统自供电等方面的潜力，受到了

研究人员的广泛关注 [2-5]。在轨道系统振动能量回收

技术方面，国内外学者也展开了相关研究，提出了滚

珠丝杆式电磁能量采集器 [6]、适用于铁路隧道结构

的压电阵列俘能器 [7]、适用于地铁低频振动能量收

集的悬臂式 MFC俘能装置 [8]、基于钢轨吸振器的多

模态压电电磁复合式俘能器 [9]、适用于铁路减速顶

的高效动能采集器 [10] 以及具有宽频调谐、高效俘能

特性的新型压电悬臂梁结构等 [11]。由于轨道随机振

动具有宽频激励、瞬时及非周期等特点，因此找到

一种具有放大振幅和振动周期相对固定的俘能材料

载体更有利于轨道振动能量的回收 [12]。具有能量聚

集效应的声学黑洞结构为轨道振动能量回收提供了

一种思路。声学黑洞效应是通过对结构厚度进行幂

律剪裁或者对材料特性参数修改梯度的方式使得弯

曲波速度急剧减小而无法发生反射，从而实现振动

能量在尖端位置的聚集 [13-15]。与传统的能量回收装

置不同，利用声学黑洞进行能量回收改变了传统的

设计理念和结构控制方法，通过对结构的优化设计

等对能量高度集中和高效回收 [16-20]。

鉴于此，利用声学黑洞的能量聚集特性，设计了

一种双声学黑洞压电梁俘能装置，用于铁路轨道的

振动能量回收。基于能量泛函变分原理，采用高斯

展开法建立了钢轨-双声学黑洞压电梁力 -电耦合半

解析模型，并利用有限元模拟对本文方法进行了验

证。进一步考虑了列车荷载的作用，计算了多车轮

作用下的动态轮轨力，分析了动态轮轨力作用下钢

轨的振动能量回收特性以及双声学黑洞压电梁的工

作原理。最后详细讨论了声学黑洞半径、残余厚

度、黑洞阶次以及声学黑洞梁尖端处附加额外质量

对输出电压和回收效率的影响。 

1    理论分析
 

1.1    钢轨-双声学黑洞压电梁耦合模型

ha (x) = (hu−h0)r−m
a (x±La/2)m

设计的双声学黑洞压电梁结构如图 1(a)所示 ，

其中梁的两端体现声学黑洞特征，声学黑洞梁长度

为 La，声学黑洞半径为 ra，残余厚度为 h0，均质厚度

为 hu，将系统的坐标原点 Oa 设在梁的中点, 左右两个

黑洞厚度的变化规律为 ，

其中 m表示声学黑洞阶次。压电片安装在声学黑洞

梁的两端，长度和厚度分别为 Lp1、Lp2 和 hp1、hp2，负

载分别为 R1 和 R2。

如图 1(b)所示，将轨道结构简化为单层弹性点

支承梁模型。进一步考虑钢轨和双声学黑洞压电梁

的耦合，双声学黑洞压电梁安装在相邻扣件间钢轨

的跨中位置，定义三组线弹簧（垂向位移弹簧 kt、纵

向位移弹簧 kl 和转角弹簧 kr）用于模拟钢轨与双声

学黑洞压电梁之间的耦合边界条件，如图 1(b)、 (c)
所示。图中，Lr 表示相邻扣件间钢轨的长度，kf 表示

扣件垂向静刚度。在分析中，钢轨考虑为 Timoshenko
梁，扣件简化为弹簧单元，双声学黑洞压电梁考虑为

复合 Euler-Bernoulli梁。

基于能量泛函变分原理，本文采用高斯展开法

建立钢轨-双声学黑洞压电梁力 -电耦合半解析模

型。钢轨和双声学黑洞压电梁位移场可以表示为基

函数 αi(x)、βi(x)和未知的权重系数 aj,i(t)；j=1,2,3,4,5的

组合：

wr (x, t) =
N∑
i

a1,i (t)αi (x) = a1
Tα = αTa1

Θr (x, t) =
N∑
i

a2,i (t)αi (x) = a2
Tα = αTa2

ur (x, t) =
N∑
i

a3,i (t)αi (x) = a3
Tα = αTa3

wa (x, t) =
N∑
i

a4,i (t)βi (x) = a4
Tβ = βTa4

ua (x, t) =
N∑
i

a5,i (t)βi (x) = a5
Tβ = βTa5

（1）

式中，wr(x,t)、Θr(x,t)和 ur(x,t)分别表示钢轨的垂向位

移、截面转角和纵向位移函数；wa(x,t)和 ua(x,t)分别

表示声学黑洞梁的弯曲振动和纵向振动位移函

数；N表示参与结构位移场表征的位移函数项数 ；

a表示未知系数列向量；α与 β分别表示用于表征钢

轨和双声学黑洞压电梁位移场的基函数组成的列

向量。

高斯展开法核心在于选取具有局域化特性的高

斯小波函数为位移型函数，不同于传统的改进傅里

叶级数 [21]、切比雪夫级数 [22-23] 等（适用于描述连续性

较好的结构），选取具有局域化特性的位移函数能够

确保准确捕捉到声学黑洞结构厚度变化区域的特

征， 进而提高计算效率 [24-25]。将式 (1)中的基函数

αi(x)和 βi(x)定义为如下形式：
αi (x) = 2p/2 exp

[
−(2p x−q)2

/
2
]

βi (x) = 2k/2 exp
[
−
(
2k x− s

)2
/

2
] （2）

式中，p、k和 q、s分别表示伸缩因子和平移因子。

关于如何正确选择式 (2)中的伸缩因子和平移

因子的特定细节，可以参考文献 [26]。此外，为获取

待定系数向量，需要建立耦合系统的拉格朗日量，并

推导出钢轨-双 ABH压电梁的运动方程。

首先考虑钢轨和 ABH梁的耦合边界势能，根据

图 1(b)~(c)，耦合边界弹性势能可表示为：
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Uedge =
1
2

kt

w La
2 −ra

− La
2 +ra

[wr (x)−wa (x)]2dx+

1
2

kr

w La
2 −ra

− La
2 +ra

[
Θr (x)− ∂wa

∂x

]2

dx+

1
2

kl

w La
2 −ra

− La
2 +ra

[
ur (x)+

1
2

hrΘr (x)−ua (x)+

1
2

ha (x)
∂wa

∂x

]2

dx =
1
2

aTKedgea （3）

aT =
[
aT

1 aT
2 aT

3 aT
4 aT

5

]
式中， ；Kedge 表示耦合边界

弹性势能刚度矩阵。

K = Kr +Ka+Kp1+Kp2

系统的动能包括钢轨、ABH梁及两部分压电层

的动能，即 ，具体各部分的动能

可表示为：

Kr=
1
2

r Lr
2
−Lr

2

ρrAr
(
ẇ2

r + u̇2
r

)
ẇ2

r dx+
1
2

r Lr
2
−Lr

2

ρrIrΘ̇
2
r dx=

1
2

ȧTMr ȧ

Ka=
1
2

r La
2
−La

2

ρabha (x)
(
ẇ2

a + u̇2
a

)
dx=

1
2

ȧTMa ȧ

Kp1=
1
2

r −La
2 +Lp1

−La
2

ρpbhp1ẇ2
adx=

1
2

ȧTMp1 ȧ

Kp2=
1
2

r La
2

La
2 −Lp2

ρpbhp2ẇ2
adx=

1
2

ȧTMp2 ȧ

（4）

式中，Kr、Ka 及 Kp1、Kp2 分别表示钢轨、ABH梁及两

部分压电层的动能；ρr、Ar 和 Ir 分别表示钢轨的材料

密度、截面面积和惯性矩；ρa、ρp 和 b分别表示声学

ȧT =
[
ȧT

1 ȧT
2 ȧT

3 ȧT
4 ȧT

5

]
黑洞梁、压电层的材料密度和宽度；Mr、Ma 及 Mp1、

Mp2 分别表示钢轨、ABH梁及两部分压电层的质量

矩阵； 。

U =

U r +Ua+Up1+Up2

同样地，系统的势能也包括四个部分 ，即

，其中钢轨和声学黑洞梁的势能可

表示为：

Ur =
1
2

r Lr
2
−Lr

2

ErIr

(
∂Θr

∂x

)2

+ κrGrAr

(
∂wr

∂x
−Θr

)2

+

ErAr

(
∂ur

∂x

)2

dx =
1
2

aTKr a

Ua =
1
2

r La
2
−La

2

EaIa (x)
(
∂2wa

∂x2

)2

+

Eabha (x)
(
∂ua

∂x

)2

dx =
1
2

aTKa a

（5）

Ia (x) = bh3
a (x)

/
12

式中，Er、κr 和 Gr 分别表示钢轨的弹性模量、剪切系

数和剪切刚度； 为声学黑洞梁的局

域化惯性矩；Ea 表示声学黑洞梁的弹性模量；Kr 和

Ka 分别表示钢轨和 ABH梁的刚度矩阵。

在计算中，钢轨与压电片自身阻尼的影响以复

化弹性模量的形式考虑，而扣件阻尼的影响以复化

扣件刚度的形式考虑， 即 Er=Er(1+iηr)， Ea=Ea(1+iηa)，
kf=kf（1+iηf);其中，ηr 表示钢轨的损耗因子，ηa 表示压

电片的损耗因子，ηf 表示扣件的损耗因子。

对于压电层的势能，需要考虑薄梁的线性电弹

性本构 [20]：

 

h0

R1

u

θr

钢轨

ABH

钢轨

ABH

R2

压电层
(a) 双声学黑洞压电梁结构

(a) Double acoustic black hole piezoelectric beam structure

(b) 耦合模型（垂向）
(b) Coupled model (vertical)

(c) 耦合模型（纵向）
(c) Coupled model (longitudinal)

ra ra

hu

hp1 Oa hp2
Lp1 Lp2
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wa

Oa
xa

ha(x)

xa

Lr

Or xr

ur

kr
hr

u0r(u0a)

a

kt
w

kf

r

∂
x
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图 1　   钢轨-双声学黑洞压电梁耦合模型

Fig. 1　Coupled model of rail-double acoustic black hole piezoelectric beam
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σp

D

 = [
cE

p −ezx

ezx εs
zz

] γp

E

 （6）

cE
p ezx εs

zz

式中，σp、 γp、D和 E分别表示压电层的应力、应变、

电位移和电场强度； 、 和 分别表示压电层的

弹性刚度、压电常数和介电常数。

根据式 (6)，声学黑洞梁左端压电层的势能可表

示为：

Up1 =
1
2

w
Ωp1

σpγpdΩ =
1
2

w
Ωp1

(
cE

pγp− ezxE
)
γpdΩ =

1
2

w −La
2 +Lp1

−La
2

cE
p Ip1 (x)

(
∂2wa

∂x2

)2

dx−

1
2

Vp1

w −La
2 +Lp1

−La
2

ezxb
[
ha (x)+hp1

]
2

∂2wa

∂x2
dx =

1
2

aTKp1 a− 1
2

aTΘ1Vp1 （7）

Ip1 (x) =
1

12
bh3

p1+hp1

[
ha (x)

2
+

hp1

2

]2

Θ1

式中， 表示声学黑洞

梁左端压电层的局域化惯性矩；Kp1 表示左端压电层

的刚度矩阵； 表示力-电耦合向量；Vp1 表示左端压

电层产生的电压； Ω 表示积分的空间域，包含 x、 y、
z三轴坐标，即 dxdydz；Ωp1 表示在左端压电层的三维

空间域进行积分。

同理，可以得到声学黑洞梁右端压电层的势能：

Up2 =
1
2

aTKp2 a− 1
2

aTΘ2Vp2 （8）

式中，Kp2 表示右端压电层的刚度矩阵；Θ2 表示力-电
耦合向量；Vp2 表示右端压电层产生的电压。

进一步地，考虑压电片内储存的电能，根据式 (6)，
声学黑洞梁左端压电层内储存的电能可表示为：

Wp1 =
1
2

w
Ωp1

EDdΩ =
1
2

w
Ωp1

(
ezxγp+ε

s
zzE

)
EdΩ =

1
2

Vp1

w −La
2 +Lp1

−La
2

ezxb
[
ha (x)+hp1

]
2

(
∂2wa

∂x2

)2

dx+

1
2

(
εs

zz
bLp1

hp1

)
V2

p1 =
1
2

aTΘ1Vp1+
1
2

Cp1V2
p1 （9）

式中，Cp1 表示左端压电层的电容。

同理，可以得到声学黑洞梁右端压电层内储存

的电能：

Wp2 =
1
2

aTΘ2Vp2+
1
2

Cp2V2
p2 （10）

式中，Cp2 表示右端压电层的电容。

此外，外力 f(t) 作用在钢轨上输入的机械功和电

荷 q1 、q2 做的电力功的总和为：

Wf = f (t)wr (0)+Vp1q1+Vp2q2 = aT f +Vp1q1+Vp2q2

（11）
式中，f表示外荷载列向量。

最后考虑扣件的弹性势能，可表示为：

U f =
1
2

kfv

[
w2

r (−Lr/2)+w2
r (Lr/2)

]
+

1
2

kfh

[
u2

r (−Lr/2)+u2
r (Lr/2)

]
=

1
2

aTKf a （12）

式中， kfv 和 kfh 分别表示扣件的垂向和纵向静刚度；

Kf 表示扣件弹簧的刚度矩阵。

综上，钢轨 -双声学黑洞压电梁耦合系统的拉格

朗日量可表示为：

L =E−U −Uedge−Uf +Wp1+Wp2+Wf =

1
2

ȧTMȧ− 1
2

aTKa+ aTΘ1Vp1+aTΘ2Vp2+

1
2

Cp1V2
p1+

1
2

Cp2V2
p2+ aT f +Vp1q1+Vp2q2 （13）

M =
Mr +Ma+Mp1+Mp2 K = Kr +Ka+Kp1+

Kp2+Kedge+Kf f =
⌢

Feiωt, a =
⌢

Aeiωt,Vp1 =

⌢

Vp1eiωt,Vp2 =
⌢

Vp2eiωt
⌢

A
⌢

式 中， L表 示 拉 格 朗 日 算 子 ； 总 质 量 矩 阵

； 总 刚 度 矩 阵

。进一步定义

，其中，ω表示圆频率， 表示未知

系数幅值列向量，变量上方加“ ”表示幅值，并结合

Euler-Lagrange方程 [20]：

∂

∂t

 ∂L

∂
[
ȧT, V̇p1, V̇p2

] − ∂L

∂
[
aT,Vp1,Vp2

] = 0 （14）

将式 (13)处理为：

(
K−ω2 M

) ⌢
A−Θ1

⌢

Vp1−Θ2
⌢

Vp2 =
⌢

F

iωΘT
1 +

(
iωCp1+

1
R1

)
⌢

Vp1 = 0

iωΘT
2 +

(
iωCp2+

1
R2

)
⌢

Vp2 = 0

（15）

将式 (15)进一步处理为矩阵形式：
K−ω2 M −Θ1 −Θ2

iωΘT
1 iωCp1+

1
R1

0

iωΘT
2 0 iωCp2+

1
R2




⌢

A
⌢

Vp1
⌢

Vp2

 =


⌢

F
0
0


（16）

⌢

Vp1
⌢

Vp2

⌢

A
⌢

A

通过求解式 (16)即可得到两端压电片的输出电

压幅值 、 以及待定系数向量 ，将待定系数向

量 代入式 (1)中能进一步得到钢轨和双声学黑洞

压电梁的振动位移响应。 

1.2    动态轮轨力计算模型

钢轨振动由列车荷载激发，在分析钢轨的振动

能量回收特性时需要考虑动态轮轨力的作用。在轨

道交通中，车辆运行速度远小于钢轨中振动波的传

播速度，故在频域内计算轮轨相互作用力时可采用移

动不平顺模型 [27-29]，轮轨相互作用力可由下式计算 [30]：

Fw = −
R

αw+αc+αr
（17）

αw、αc和αr

αc = 1/kh kh

式中， 分别表示车轮、轮轨接触弹簧和钢

轨的动柔度； ，其中 表示线性轮轨接触刚

度；R表示轨道不平顺幅值。可以看出，求解动态轮轨

相互作用力的关键是获取式 (17)中的三个动柔度。

进一步建立频域内车辆-轨道 -双声学黑洞压电

梁垂向耦合动力分析模型，如图 2所示。图 2中 ，
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zc, θc

zt1, θt1,zt2, θt2

zw1,zw2,zw3,zw4

k1 和 c1 分别表示车辆一系悬挂的刚度和阻尼，k2 和
c2 分别表示车辆二系悬挂的刚度和阻尼，Mc、Mb 和

Mw 分别表示车体、转向架和车轮的轴重。其中，单

节车辆模型考虑为含车体沉浮和点头 ( )、转向

架的沉浮和点头 ( )以及四个车轮沉浮

( )共 10个自由度的纵向半车模型。通

过逐一对各刚体运用 D’Alembert原理，可得车辆系

统的动力学方程为：

Mv Z̈v+Cv Żv+Kv Zv = Fveiωt （18）
式中，Mv、Cv 和 Kv 分别表示车辆系统的质量、阻尼

和刚度矩阵，具体形式可参考文献 [31]，Fv 表示车辆

Zv =
⌢

Zveiωt系统的外荷载矩阵。定义 ，代入式 (18)求

解即能得到车轮的动柔度，表示为：

αw =
(
iωCv + Kv−ω2 Mv

)−1
·Fv （19）

在多车轮作用下计算钢轨动柔度时，基于叠加

原理， 采用主动轮与被动轮的分类方法加以考

虑 [27-29]。当轮轨相互作用点距离动柔度考察点大于

10 m 时，可忽略该轮轨相互作用点处的轮轨作用力

对考察点处动柔度的影响 [27-29]。因此，本文仅考虑相

邻车厢间距离较近的 4 个轮对之间的相互影响，即

图 2中序号 1~4对应的 4个车轮。
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图 2　   车辆-轨道-双声学黑洞压电梁垂向耦合动力分析模型

Fig. 2　Vertical coupling dynamic analysis model of vehicle-track-acoustic black hole piezoelectric beam
 

αr2

在本文利用高斯展开法建立的钢轨-双黑洞压电

梁模型中，扣件反力的影响已经考虑为弹簧弹性势

能附加到耦合系统的能量泛函中，因而在后续计算

钢轨动柔度时只需要考虑车轮的叠加效应。以车轮

2为主动轮为例，根据叠加原理，2号车轮处的钢轨

动柔度 可表示为：

αr2 = α (x2, x2)+Pw1α (x2, x1)+Pw3α (x2, x3)+Pw4α (x2, x4)
（20）

α
(
xi, x j

)
Pw j = kwur

(
x j
)

ur
(
x j
)

kw = 1/ (αw+αc)

式中， 表示力作用在 xj 时，xi 处的动柔度，可

通过 1.1节中的方法计算得到； 表示被

动轮处的轮轨接触力，其中， 表示第 j个被动轮

处的钢轨位移， 表示轮轨接触刚度。

参照式 (20)的形式，可以写出其余三个被动轮

处的钢轨位移，整理为矩阵形式：
1− kwα (x1, x1) 0 −kwα (x1, x3) −kwα (x1, x4)
−kwα (x2, x1) 1 −kwα (x2, x3) −kwα (x2, x4)
−kwα (x3, x1) 0 1− kwα (x3, x3) −kwα (x3, x4)
−kwα (x4, x1) 0 kwα (x4, x3) 1− kwα (x4, x4)

 ·
ur (x1)
αr2

ur (x3)
ur (x4)

 =

α (x1, x2)
α (x2, x2)
α (x3, x2)
α (x4, x2)

 （21）

αr2 αw

αc = 1/kh

通过求解式 (21)能得到主动轮 2处的钢轨动柔

度 ，结合式 (19)计算得到的车轮动柔度 以及轮

轨接触弹簧动柔度 ，一并代入式 (17)中就能

计算出车轮 2处的动态轮轨力。同理，可以计算出

车轮 1、3、4为主动轮时，3个轮子的动态轮轨力。

此外，  为了模拟无限长轨道结构，尽可能消除在

钢轨两端边界处反射波的影响，引入完美匹配层

(PML)[32-33]。在图 2中，于钢轨两侧扩展了 2个额外

的 PML区域。在本文中，通过修改复杨氏模量的损

耗因子来实现 PML的效果。在 PML区域中，考虑

Er*= Er[1+i(ηr+ηpml)]，其中 ηpml 表示局部损耗因子，具

体表示为：

ηpml = ηmax

(
d j

Lc

)c

（22）

式中，dj 表示 PML层内任意一点到钢轨边界的距离；

Lc 表示 PML的长度，并且在 d=Lc 时取到最大损耗因

子 ηmax；c表示平滑系数。 

2    模型验证

本节将验证第 1节中钢轨 -双声学黑洞压电梁

力-电耦合模型及动态轮轨力计算模型的准确性。 

2.1    钢轨-双声学黑洞压电梁力-电耦合模型验证

利用有限元软件 Comsol Multiphysics建立图 1(b)
所示的钢轨-双声学黑洞压电梁有限元模型，如图 3
所示。使用三维固体力学模块和静电模块计算钢

轨-双声学黑洞压电梁的变形和应变引起的电荷。

在电路模块考虑电阻的能量采集。所有模块都由
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Comsol Multiphysics的多物理场 -压电效应进行耦合

驱动。将有限元模型划分为有限个通过节点连接的

单元，单元类型为 Langrage-quadratic，网格类型为自

由四面体网格，为满足计算精度需求，将其划分为

813677个域单元、177440个边界单元以及 12101个

边单元，求解总自由度为 4986384，相对容差设置为

0.001。钢轨、双声学黑洞梁及压电层的几何和材料

参数如表 1所示。定义回收功率：

P =

⌢

Vp1
⌢

V
∗
p1

R2
1

+

⌢

Vp2
⌢

V
∗
p2

R2
2

（23）

式中，上标“*”表示共轭算子。

 
 

 

图 3　   钢轨-双声学黑洞压电梁有限元模型

Fig. 3　Finite  element  model  of  rail-double  acoustic  black  hole

piezoelectric beam
 
 
 

表 1　钢轨、双声学黑洞梁及压电层的几何和材料参数

Tab. 1　Geometrical parameters and material parameters of the

rail,  double  acoustic  black  hole  beam and  piezoelectric

layer
 

钢轨 ABH 压电层

参数 取值 参数 取值 参数 取值

Er 210 GPa Ea 210 GPa cp 127.21 GPa

Ar 7.74×10−3 m2 hu 0.008 m hp 0.0004 m
Ir 3.21×10−5 m4 b 0.1 m b 0.1 m
ρr 7850 kg/m3 ρa 7850 kg/m3 ρp 7500 kg/m3

κr 0.4 ra 0.1667 m ezx −6.62281 C/m2

Gr 77 GPa h0 0.0008 m εzz 1.2693×10−8 F/m
kfv 60×106 N/m La 0.5 m Lp 0.03 m
kfh 25×106 N/m ηa 0.01 kt 1012 N/m2

ηr 0.01 m 2 kr 1012 N/rad
ηf 0.25 − − kl 1012 N/m2

Lr 0.6 m − − − −

图 4对比了利用高斯展开法和有限元法计算得

到的钢轨-双声学黑洞压电梁的回收效率。此外，为

了进一步证明本文方法的准确性，利用高斯展开法

和有限元法对比了几个频率下的双声学黑洞压电梁

的受迫振型，如图 5所示。
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图 4　   利用高斯展开法和有限元法计算得到的回收功率对

比（参考功率 Pref=10−12 W）

Fig. 4　Comparison of recovered power calculated by GEM and

FEM (the power reference value Pref=10−12 W)
 

由图 4可以看出，由于建模维度的差异（理论为

一维，有限元建模为三维），两种方法的计算结果存

在少量差异，但整体吻合度较好。此外，图 5中两种

方法计算得到的受迫振型也基本一致。图 4和 5的

结果也表明了本文方法具有很好的准确性。 

2.2    双声学黑洞压电梁能量回收的增强作用

上文中提到，声学黑洞结构的一个重要特征是

通过幂率剪裁厚度来实现能量集中。因此本节将会

对声学黑洞的能量集中效应进行分析验证，并证明

双声学黑洞压电梁对于能量回收的增强作用。

Γ = 10 lg
(⟨

u̇2
abh

⟩/ ⟨
u̇2

uni

⟩) ⟨
u̇2

abh

⟩
⟨
u̇2

uni

⟩定义能量比 ，其中 , 表

示双声学黑洞梁的厚度突变部分的均方速度，

表示厚度均匀部分的均方速度，能量比越大，表示能

量集中效应越明显。通过对比一根均质梁与双声学

 

(a) GEM: 100 Hz (b) GEM: 600 Hz (c) GEM: 1300 Hz

(d) FEM: 100 Hz (e) FEM: 600 Hz (f) FEM: 1300 Hz
 

图 5　   利用高斯展开法和有限元法计算得到的受迫振型对比

Fig. 5　Comparison of forced mode shapes calculated by GEM and FEM
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Γ黑洞梁的 值，可以表征双声学黑洞梁的能量集中效

应，如图 6(a)所示。

由图 6(a)可以看出，与均匀梁相比，双声学黑洞

梁的能量比在四个频段都有明显提升，这表明其对

能量回收具有增强作用。进一步地，对比了两者的

能量回收效率，如图 6(b)所示，可以发现，与常规均

匀梁相比，双声学黑洞梁对能量回收具有明显的促

进作用。
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图 6　   声学黑洞梁与均匀梁的能量比和回收功率对比

Fig. 6　Comparison of energy ratio and recovered power of the acoustic black hole beam and the uniform beam
 
 

2.3    附加双声学黑洞压电梁对钢轨动力响应的影响

为进一步探讨在钢轨上附加双声学黑洞压电梁

对其工作状态的影响，计算分析了单位谐荷载作用

下（作用于图 2的钢轨跨中位置），有 /无附加双 ABH
压电梁的钢轨动柔度对比结果如图 7所示。在对比

分析中，钢轨长度为 50个扣件间距。
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图 7　   附加 ABH 压电梁对钢轨动柔度的影响

Fig. 7　Influence  of  additional  ABH  piezoelectric  beam  on  the

dynamic flexibility of rail

ma+

mp = ρab
r La

2
−La

2

ha (x)dx+ρpbLphp ≈ 1.9 kg

mr = ρrAr ·50Lr ≈ 1824 kg

由于图 2中仅在一个扣件间距内的钢轨布置双

声学黑洞压电梁，而双声学黑洞压电梁的质量

，而钢轨的质量

为 ，两者相比双声学黑洞压

电梁的质量几乎可以忽略不计，因而其对钢轨工作

状态的影响也很小。这一结论在图 7中得到了体

现：在 0~1500 Hz范围内，不附加 ABH的钢轨垂向振

动产生两个峰值（S1对应钢轨-扣件系统的一阶共振

频率， S2对应钢轨的一阶 “ pinned-pinned” 共振频

率）；而附加 ABH后，对两个峰值的位置和大小几乎

没有影响，两条曲线也基本重合。这也进一步表明

了在钢轨上安装双声学黑洞压电梁不会影响钢轨的

刚度和工作状态。 

2.4    动态轮轨力计算模型验证

第 1.2节中提到，求解动态轮轨相互作用力的关

键是获取式 (17)中的三个动柔度，而其中钢轨动柔

度的计算占主导地位。为了证明本文轮轨力计算模

型的准确性，与文献 [29]中钢轨动柔度计算结果进

行了对比，如图 8所示。
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图 8　   钢轨动柔度

Fig. 8　Dynamic flexibility of rail
 

由图 8可以看出，本文计算得到的考虑多轮叠

加效应后的钢轨动柔度与文献 [29]一致，证明了本

文轮轨力计算模型的准确性。进一步计算了图 2中

主动轮 1~4处的动态轮轨力，如图 9(a)所示。此外，

为更好地对动态轮轨力幅值曲线进行说明，图 9(b)
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给出了四个车轮接触点位置钢轨动柔度、车轮动柔

度以及轮轨接触弹簧动柔度曲线。在计算中，车辆

为地铁列车 A型车，计算参数如表 2所示。车速为

70 km/h；轨道不平顺采用美国五级谱；钢轨长度为

50×Lr=30 m；线性轮轨接触刚度 kh=1.4×109 N/m；PML
层的相关参数为：Lc=4 m，ηmax=10，c=2。
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图 9　   各主动轮处的动态轮轨力幅值及动柔度曲线

Fig. 9　Amplitude of dynamic wheel-rail force at each active wheel and dynamic flexibility curves
 
 

表 2　地铁列车 A 型车计算参数 [34]

Tab. 2　Calculation parameters of subway A-type vehicle[34]

 

部件 参数 取值

车体
一半车体质量 19250 kg

点头惯量 2.5×106 kg·m2

转向架

一半转向架质量 1490 kg

点头惯量 3.6×103 kg·m2

相邻车厢转向架之间的距离L2 3.3 m

车轮
单轮质量 675 kg

轴距L1 2 m

二系悬挂
垂向刚度 2.5×106 N/m

垂向阻尼 2.0×105 N·s/m

一系悬挂
垂向刚度 2.1×106 N/m

垂向阻尼 4.9×104 N·s/m
 

由图 9(b)可以看出，在 0~100 Hz范围内，三个动

柔度曲线中由车轮动柔度占主导，且四个车轮接触

点处钢轨动柔度曲线基本一致，因此在该频率范围

内四个车轮的动态轮轨力幅值曲线基本一致；而在

250 Hz后，钢轨动柔度占主导，且四个车轮接触点处

钢轨动柔度曲线产生明显差异，因此对应的轮轨力

幅值产生明显差别。 

3    动态轮轨力作用下的钢轨振动能量

回收特性
 

3.1    双声学黑洞压电梁能量回收特性及工作机理

考虑四个车轮同时作用，式 (11)中外荷载做功

调整为：

Wf = Vp1q1+Vp2q2+

4∑
i=1

aTFiα (xi) （24）

式中，xi 表示图 2中车轮 1~4的位置坐标；Fi 表示车

轮 1~4处的动态轮轨力幅值。

定义回收效率：

ηH = P
/

Pf , Pf =

4∑
i=1

ωFwr (xi) （25）

式中，Pf 表示输入钢轨的轮轨力做功。

计算得到两部分压电层的输出电压和钢轨振动

能量回收效率，如图 10所示。将输出电压大于 0.1 V
对应的频率点视为能量回收的有效工作频率，表 3
列出了 0~1500 Hz范围内钢轨振动能量回收有效工

作频段。

结合图 10和表 3可以发现，在动态轮轨力作用

下，0~1500 Hz范围内共产生了 4个振动能量回收的

有效工作频段。且随着分析频率的增大，振动能量

的回收效果也逐步增强，在有效工作频段Ⅲ内振动

回收效果达到最佳，最大输出电压为 4.83 V，回收效

率为 2.23%。分析频率继续增大，振动能量的回收效

率呈现弱化的效果。为了揭示此现象的机理，计算

并绘制了声学黑洞梁左端压电层的振幅随频率的变

化关系图，如图 11所示。为方便比较，对振幅数据

进行了归一化处理。

当弯曲波传递到压电片区域时，弯曲应力使得

压电片上下两面内产生匀强电场。随着频率的增

大，压电片的变形越剧烈，上下两端的电势差整体趋

势在增大，输出的电压值也逐步增大。当频率达到

767 Hz时，压电片的长度刚好等于一个半波长（图 11
中红色曲线），压电片上下两端的电势差达到最大，

输出电压达到最大值（对应图 10(a)中的有效工作频

段Ⅲ的峰值）。当频率继续增大，由图 11可以看出，
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压电片内除了正向弯曲还逐渐产生背向弯曲，由于

正向弯曲产生的电场与背向弯曲产生的电场方向相

反，能量回收效率受到抑制。因而，相较于第三阶有

效工作频段，第四阶的能量回收效果有所弱化。 

3.2    声学黑洞参数的影响

为获得更好的能量回收效果，本节详细分析了

黑洞半径、残余厚度和黑洞阶次对输出电压和回收

效率的影响。首先考虑黑洞半径 ra 的影响，对比了

不同声学黑洞半径下钢轨振动能量的回收特性，如

图 12所示。

随着声学黑洞半径的增大，黑洞效应逐步增强，

能量集中效果也越明显。因而，从图 12中可以看

到，黑洞半径越大，共振峰值频率越多，能量回收的

有效工作频段数也越多。因此，在实际应用中应当

适当采取较大的黑洞半径，以获得更好的振动能量

回收效果。
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图 12　   声学黑洞半径的影响

Fig. 12　Influence of radius of acoustic black hole
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图 10　   动态轮轨力作用下双声学黑洞梁的输出电压和能量回收效率

Fig. 10　Output voltage and energy harvesting efficiency of double acoustic black hole beam under dynamic wheel-rail force

 

表 3　钢轨振动能量回收有效工作频段

Tab. 3　Effective  operational  frequency  band  of  rail  vibration

energy harvesting
 

有效工作

频段/Hz
最大输出

电压/V
输出电压

均值 /V
最大回收

效率/%

Ⅰ：88~94 0.55 0.27 0.00246

Ⅱ：292~352 3.09 0.91 0.65

Ⅲ：538~984 4.83 1.02 2.23

Ⅳ：1223~1500 2.07 0.88 1.76
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图 11　   声学黑洞梁左端压电片内归一化振幅随频率的变化

Fig. 11　Change relationship of the normalized amplitude of the

piezoelectric patch at  the left  end of the acoustic black

hole beam with frequency
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进一步考虑声学黑洞阶次 m对能量回收特性的

影响。黑洞阶次控制着厚度变化的速率，m的取值

范围一般为 [2, 3]，本文中考虑了 m=4的情况，如图 13
所示。由于过大的阶次将使得黑洞边缘处的光滑性

下降，影响黑洞效应在低频的表现。因而从图 13中

可以看到，随着 m的增大，在 300 Hz的范围内，无论

是输出电压还是回收效率，都有明显的下降。为了获

得更好的能量回收效果，阶次 m 的值应适当减小。
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图 13　   声学黑洞阶次的影响

Fig. 13　Influence of order of acoustic black hole
 

最后考虑声学黑洞残余厚度 h0 对能量回收特性

的影响，如图 14所示。随着残余厚度 h0 逐步减小，

声学黑洞梁尖端处的能量聚集效果越显著。因此，

从图 14中可以看出 ，当残余厚度 h0 由 hu/5减小到

hu/10时 ，输出电压幅值和回收效率都有明显的增

大。由于压电片本身具有一定刚度，当黑洞尖端的

刚度值小于压电片的刚度时，再继续减小残余厚度

h0 将不会带来任何可预测的有益效果，因为冲击到

压电片边界的弯曲波将会被大幅反射回去。因此，

在图 14中，当残余厚度 h0 由 hu/10继续减小到 hu/20
时，输出电压幅值和回收效率没有出现明显的增强

效果，甚至产生了抑制作用。
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图 14　   声学黑洞残余厚度的影响

Fig. 14　Influence of residual thickness of acoustic black hole
 
 

3.3    压电片厚度和电阻值的影响

本节分析了压电片厚度和电阻值对输出电压和

回收效率的影响，结果分别如图 15和 16所示。由

图 15和 16可以看出，减小压电片的厚度或增大电阻

值都对输出电压有明显的增益效果；在对回收效率

的影响方面，减小压电片厚度更有利于低频振动能

量回收，对高频振动能量回收会起到抑制作用，而增

大电阻值对于低频和高频振动能量回收都能起到一

定的促进作用。 

3.4    尖端质量块对能量回收的促进作用

本节将进一步探讨在双声学黑洞梁的左右两侧

尖端位置附加质量块对能量回收特性的影响。得益

于本文方法的优势，质量块可以以额外动能项的形

式附加到耦合系统的拉格朗日能量泛函中，质量块
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对应的动能项可表示为：

Km =
1
2
ρml3

m

[
ẇ2

a (−La/2)+ ẇ2
a (La/2)

]
=

1
2

ȧTMmass ȧ
（26）

ρm lm式中， 和 分别表示质量块的密度和边长；Mmass 表

示尖端质量块对应的质量矩阵。

将式 (26)附加到式 (13)中，即可考虑质量块的

影响。比较不同附加质量对能量回收特性的影响，

结果如图 17所示。表 4给出了不同附加质量对应的

钢轨振动能量回收有效工作频段。在分析中，质量

块的密度与声学黑洞梁密度相同。
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图 17　   声学黑洞尖端附加质量块的影响

Fig. 17　Influence of additional mass block at the tip of acoustic black hole
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图 15　   压电片厚度的影响

Fig. 15　Influence of thickness of piezoelectric patch
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图 16　   电阻值的影响

Fig. 16　Influence of resistance value

1012 振 　 动 　 工 　 程 　 学 　 报 第  38 卷



 

表 4　不同附加质量对应的钢轨振动能量回收有效工作频段

Tab. 4　Effective operational frequency band of rail vibration energy harvesting corresponding to different additional mass
 

附加质量块尺寸 有效工作频段/Hz 最大输出电压/V 输出电压均值/V 最大回收效率/%

lm=hu

Ⅰ：76~83 0.75 0.36 0.00316
Ⅱ：278~347 2.76 0.78 0.92
Ⅲ：529~990 8.12 1.68 2.93

Ⅳ：1206~1500 2.11 1.12 1.56

lm=2hu

Ⅰ：48~50 0.54 0.33 0.00184
Ⅱ：255~341 1.61 0.41 0.53
Ⅲ：520~826 4.91 1.41 2.75

Ⅳ：1183~1500 2.51 1.19 1.21
 

当附加质量块边长为 lm=hu 时（质量约 0.004 kg），

有效工作频段Ⅰ~Ⅲ内的能量回收能力都有所增强，

其中有效工作频段Ⅲ的增强效果最为明显，最大输

出电压由 4.83 V增大到 8.12 V，回收效率由 2.23%增

大到 2.93%。可以发现，附加质量对振动能量回收有

着一定的促进作用。此外，由于增加了系统质量，系

统的各阶固有频率都向低频移动，这有利于低频振

动能量回收。同时，从图 17和表 4中可以发现，当

附加质量继续增大时，能量回收效果明显减弱。为了

更好地说明这一规律，绘制了两种情况下左端压电

层的归一化振幅随频率变化关系图，如图 18所示。

随着附加质量的增大，压电片内的半波长在更

低的频率出现。因而与图 18(a)相比，图 18(b)中的

压电片在更低的频率产生反向弯曲，能量回收效率

受到了抑制。这就导致当附加质量块边长 lm=2hu 时

（质量约 0.032 kg），表 4中有效工作频段Ⅱ和Ⅲ内能

量回收效果反而产生明显减弱的现象。
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图 18　   声学黑洞梁左端压电片内归一化振幅随频率的变化  （附加质量的影响）

Fig. 18　Change of the normalized amplitude of the piezoelectric patch at the left end of the acoustic black hole beam with frequency

(influence of additional mass)
 
 

4    结　论

(1)与有限元法的对比结果表明，本文方法具有

很好的准确性。得益于能量法具有将微分方程边值

问题转化为泛函极值问题的优点，本文方法可以进

一步拓展到结构形式更为复杂的组合结构的力-电

耦合分析之中。

(2)在 0~1500 Hz范围内的动态轮轨力作用下 ，

产生了 88~94 Hz、 292~352 Hz、 538~984 Hz及 1223~

1500 Hz四个主要的能量回收频带，其中第三阶频带

内能量回收效果最佳，在负载 100 Ω的情况下，最大

输出电压为 4.83 V，最高回收效率为 2.23%。此外，

当压电片长度与结构中传播的弯曲波半波长匹配

时，能量回收能力达到最大。

(3)通过增大声学黑洞半径、减小黑洞阶次和残

余厚度来增强黑洞效应，能产生更明显的能量集中

效果，进而在一定程度上提升振动能量回收能力；在

声学黑洞梁尖端处附加额外质量对促进能量回收有

一定的效果，但过大的附加质量反而会降低能量回

收能力。

(4) 本文针对轨道结构的振动能量回收在研究方

法和俘能装置的结构型式上进行了拓展，可为铁路

轨道的振动能量回收提供一种设计和分析思路。
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