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摘要 : 针对含几何非线性因素的功能梯度多孔（FGP）梁动力学问题，提出一种谱几何‑增量谐波平衡法（SGM‑IHBM）研究其

非线性振动特性。根据 von Karman 理论获得梁结构的几何非线性应变‑位移关系，基于 Timoshenko 理论推导 FGP 梁的拉格

朗日能量泛函。使用谱几何级数表征梁结构的各位移分量，并引入线性模态分量建立 FGP 梁的非线性降阶方程，进而采用增

量谐波平衡（IHB）法追踪 FGP 梁降阶模型的动力学响应解。通过 SGM‑IHBM 解与文献解的对比验证了本文非线性模型的正

确性，进而分析了孔隙率、厚度、激励幅值等对 FGP 梁非线性振动特性的影响。
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Spectral geometry-incremental harmonic balance solutions 
for nonlinear vibrations of FGP beams
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Abstract: A spectral geometry-incremental harmonic balance method （SGM-IHBM） is proposed to study the nonlinear vibration 
characteristics of functionally graded porous （FGP） beams with geometric nonlinearities. The geometrically nonlinear strain-dis‑
placement relationship of the beam structure is obtained according to the Von-Karman theory， and the Lagrange energy function of 
the FGP beam is derived based on the Timoshenko theory. The spectral geometric series are used to characterize each displacement 
component of the beam structure， and the linear modal components are introduced to establish the nonlinear reduced-order equa‑
tions of the FGP beams， and then the incremental harmonic balance （IHB） method is used to trace the dynamical response solution 
of the reduced-order model of the FGP beams. The correctness of the nonlinear model in this paper is verified by comparing the 
SGM-IHBM solution with the literature solution， and then the effects of porosity， thickness， and excitation amplitude on the non‑
linear vibration characteristics of FGP beams are analyzed.
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功能梯度多孔（FGP）材料以其独特的优势在

航空航天、船舶交通、医疗器械等领域获得了广泛应

用。与常规均质材料相比，FGP 材料具有重量轻、

强度高、抗冲击、可设计性好等优点，这使得 FGP 材

料成为梁类工程结构的理想材料之一。在实际服役

过程中，梁结构通常承受复杂动态载荷作用，而产生

大幅非线性振动，使其服役可靠性降低。因此，从物

理本质上研究 FGP 梁的非线性动力学特性，对此类

结构的动力学环境适应性设计、评估等具有重要的

参考价值。

近年来，随着理论研究的深入和设计标准的提

高，FGP 梁的非线性振动研究成为学者们关注的焦

点之一。基于 Timoshenko 梁理论和微分变换法，滕

兆春等［1］推导了功能梯度多孔梁的非线性微分方
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程，并探讨了孔隙分布类型、梯度等对结构非线性频

率的影响。蒲刚等［2］采用修正偶应力理论和假设模

态法建立了夹层楔形功能梯度多孔梁的动力学模

型，并研究了该类结构的非线性频率及时域响应特

性。考虑气热效应与几何非线性因素，周凯等［3］采

用 Newmark 法结合牛顿迭代算法研究了多孔功能

梯度梁的非线性气弹性动力学问题。CHEN 等［4］研

究了功能梯度石墨烯增强多孔纳米复合梁的非线性

频率特性及后屈曲行为。考虑孔隙分布和外部几何

缺陷，ZHANG 等［5］讨论了热环境中双向功能梯度

梁的非线性振动和屈曲问题。

谱几何法是近十几年来发展的结构动力学建模

方法，其在结构线性振动问题的应用研究已较为充

分。鲍四元等［6］采用谱几何法研究了弹性边界条件

下连续多段梁的自由振动问题。李海虹等［7］综合考

虑了梁的横向、纵向和扭转振动，采用谱几何法分析

了任意约束边界下梁的振动特性。增量谐波平衡方

法结合了增量迭代法与谐波平衡法的特点，具有算

法收敛精度控制灵活的优点，是目前求解强/弱非线

性问题较为常用的方法之一［8‑9］。赵倩等［10］通过与

Newmark‑β 方法的比较，验证了 IHB 方法在求解

Bouc‑Wen 滞回力‑悬臂梁系统非线性动力学响应时

具有精度和效率优势。黄建亮等［11］应用 IHB 方法

和 Floquet理论，对两端固定的梁结构在不同屈曲程

度下的非线性振动响应进行了稳定性和分岔分析。

研究发现，目前关于 FGP 梁非线性振动问题的

研究主要聚焦于非线性自由振动及时域响应，关于

非线性幅频响应特性的研究鲜有报道。此外，谱几

何法在梁、板、壳等结构线性动力学问题的研究已较

为丰富，但关于非线性动力学问题的研究尚未见报

道，作者此前通过对板壳耦合系统［12‑13］线性动力学

问题的研究发现，谱几何法具有收敛性好、便于参数

化分析等优点，具备向非线性问题拓展的数值潜力。

因此，本文结合谱几何法与增量谐波平衡法的各自

特点，以 FGP 梁为研究对象，提出谱几何‑增量谐波

平衡解法，建立 FGP 梁结构非线性动力学模型，并

以文献解为依据验证 SGM‑IHBM 模型的正确性，

进而探讨厚度、孔隙参数等对 FGP 梁非线性振动特

性的影响。

1　理论推导

1. 1　FGP 梁模型描述

如图 1 所示，FGP 梁两端分别受两个线性边界

弹簧（ku， kw）和一个旋转边界弹簧（kφ）约束，用以模

拟不同的边界条件。梁的几何特征可以通过其在

x，y 和 z 方向上的长 L、宽 b 和厚度 h 描述。符号 u 和

w 分别表示中面上任意一点在 x 和 z 方向上的位移

分量，符号 φ 则表示转角分量。

本文采用对称分布的 FGP 材料模型，其材料性

能沿厚度方向呈现连续的余弦梯度变化。如图 2 所

示，弹性模量、剪切模量和密度的最大值（Emax，Gmax，

ρmax）出现在 FGP 梁的顶面和底面，而最小值（Emin，

Gmin，ρmin）出现在中面。根据参考文献［14］，该材料

模型表达式为：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

E ( z )= Emax
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú1 - e0 cos ( )πz

h

G ( z )= Gmax
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú1 - e0 cos ( )πz

h

ρ ( z )= ρmax
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú1 - em cos ( )πz

h

（1）

式中，孔隙参数 e0 和质量密度系数 em 的表达式及两

者间的关系式如下［14］：

em = 1 - 1 - e0 （2）

1. 2　FGP 梁非线性能量方程

基于 Timoshenko 梁理论，FGP 梁中任意一点

的位移分量 U 和 W 可以表示为：

U = u + zφ， W = w （3）
根据 von Karman 理论，FGP 梁的法向应变 εx和

剪切应变 γxz可以表示为：

εx = ∂u
∂x

+ z
∂φ
∂x

+ 1
2 ( ∂w

∂x ) 2

，γxz = φ + ∂w
∂x

（4）

FGP 梁的正应力 σx和剪应力 τxz方程如下：

图 1 FGP 梁结构示意图

Fig. 1 Schematic diagram of FGP beam structure

图 2 对称分布 FGP 材料模型

Fig. 2 Model of symmetric distributed FGP material
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式中，κs=5/6 表示剪切修正系数；弹性常数 Q11（z）

和 Q66（z）为厚度坐标 z的函数，其表达式如下：

Q 11 ( z)= E ( )z
1 - μ2( )z

，Q 66 ( z)= E ( )z

2 [ ]1 + μ ( )z
（6）

式中，μ（z）为材料的泊松比。

FGP 梁的动能 Tt表达式为：

T t = b
2 ∫
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根据已建立的应力‑应变关系，可以确定 FGP
梁的应变能 Us表达式：

U s = b
2 ∫

0

L∫
- h

2

h
2 ( )σx εx + τx γxz dzdx （8）

如前所述，FGP 梁的边界条件通过设置合适的

边界弹簧刚度获得，此时梁的边界势能考虑为：

U B = b
2
é
ë
êêêê |( )ku，0 u2 + kw，0 w 2 + kφ，0 φ2

x = 0
+

|( )ku，L u2 + kw，L w 2 + kφ，L φ2

x = L

ù
û
úú （9）

此外，施加于 FGP 梁上的外部载荷 fx、fw 和 fφ 所

做的功 Wf为：

W f =∫
0

L

( fx u + fw w + fφ φ) dx （10）

根据式（7）~（10），FGP 梁在外部荷载作用下

的整体能量泛函 ϒ 可以表示为：

ϒ = T t - U s - U B + W f （11）

1. 3　谱几何降阶模型

基 于 谱 几 何 法 ，FGP 梁 的 位 移 函 数 可 以 表

示为：

[ u，w，φ]= ∑
m = 1

∞

{ }[ ]qu
m ( )t ， qw

m ( )t ， qφ
m ( )t ψm ( )x （12）

式中，qu
m、qw

m 和 qφ
m 为未知级数展开系数，其中 m 为正

整数，而谱几何级数 ψm（x）的具体表达式为：

ψm ( x)=
ì
í
î

cos ( λm x )， m ≥ 3
sin ( λm x )， 1 ≤ m < 3

，   λm = ( m - 3 ) π
L

（13）
将位移函数代入整体能量泛函，并考虑结构阻

尼的影响［15］。通过拉格朗日方程的变分运算可得

FGP 梁的非线性动力学方程：

Mq̈+ C d q̇+ ( )K+ KNL q= F cos ( Ωt ) （14）
式中，M、Cd、K和 KNL 分别表示结构的质量矩阵、阻

尼矩阵、线性刚度矩阵和非线性刚度矩阵；q和 F分

别表示广义位移系数向量和外力向量，q= ［qu
1   …   

qu
m   …   qw

1    …   qw
m   …   qφ

1    …   qφ
m   …］T；Ω 为激励

频率。

式（14）自由度数较高，不利于梁的非线性动力

学特性求解与参数化研究，因而需通过模型降阶提

升计算效率。具体而言，通过忽略式（14）中非线性

项、阻尼项和外力项，可得线性自由振动方程：

( - ω 2M+ K ) q= 0 （15）
通过求解式（15）的特征值/特征向量，位移向量

q可由模态矩阵Φ和模态坐标 p以如下形式表示：

q=ΦN p （16）
式中，下标“N”表示模态分量数目；p=［p1   …   pn

…   pN］
T，其中 pn表示第 n 个模态坐标。

将式（16）代入式（14），等式两边同时左乘 ΦT
N，

整理可得：

mp̈+ cṗ+( k+ kNL ) p= f cos ( Ωt ) （17）
其中：

m=ΦT
NMΦN = IE，k=ΦT

NKΦN，

kNL =ΦT
NKNLΦN，f=ΦT

NF，，

c=ΦT
NC dΦN = diag (2ξ1 ω 1，⋯，2ξN ωN ) （18）

式中，IE 为 N 维单位矩阵；ωj（j=1， …， N）表示第 j
阶圆频率，ξj表示第 j 个模态分量对应的阻尼比，结

构阻尼可参考文献［15］。式（17）中包含平方及立方

非线性项，本文采用 IHB 方法求解该简谐激励下非

线性动力学方程。

1. 4　IHB 动力学求解

引入时间变量 τ=Ωt，则式（17）可表述为：

Ω 2mp̈ τ + Ωcṗ τ + (k+ kNL) p τ = f cos τ （19）
假设在某个时刻，方程（19）的近似解为（pτ0，

Ω0），其近似解的邻近状态  （pτ， Ω） 可表示为：

p τ = p τ0 + Δp τ， Ω = Ω 0 + ΔΩ （20）
将上式代入式（19），忽略高阶微量，可得线性化

的增量方程：

Ω 2mΔp̈ τ + ΩcΔṗ τ +
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
k+

∂ ( )kNL p τ0

∂p τ0
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R- (2Ω 0mp̈ τ0 + cṗ τ0) ΔΩ （21）
式中，R为误差向量，当（pτ0，Ω0）为式（19）的精确解

时，R=0，其表达式为：

R= f cos τ - [Ω 2
0 mp̈ τ0 + cṗ τ0 + (k+ kNL) p τ0 ]（22）

以傅里叶谐波函数为基函数，近似表征 pτ0 和

Δpτ，则 pτ0，n和 Δpτ，n可表示为：
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（23）
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式中，an
k、bn

k 分别为余、正弦谐波系数；nc为余弦谐波

数；Cn、An 和 ΔAn 分别表示由谐波项、谐波系数和增

量系数（Δan
k 和 Δbn

k）组成的向量：
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ï

C n = [ ]1 cos τ sin τ ⋯ cos ( kτ ) sin ( kτ ) ⋯
A n = [ ]an

0 an
1 bn

1 ⋯ an
k bn

k ⋯ T

ΔA n = [ ]Δan
0 Δan

1 Δbn
1 ⋯ Δan

k Δbn
k ⋯ T

（24）
于是，pτ0和 Δpτ可以表示为：

p τ0 = SA， Δp τ = SΔA （25）
其中：
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（26）

将式（25）代入增量方程，并利用 Galerkin 过程

可得：
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（27）
将式（27）积分并整理为以∆A和∆Ω 为未知量

的代数方程组：

Kmc ΔA= R̄- RΔ ΔΩ （28）
其中：

Kmc = Ω 2 M̄+ ΩC̄+ K̄+ K̄ ( 1 )
NL，RΔ = ( 2ΩM̄+ C̄ ) A，

R̄= F̄-( Ω 2 M̄+ K̄+ K̄NL ) A （29）
其中：

M̄=∫
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2π

STmS̈dτ， C̄=∫
0

2π

ST cṠdτ，

K̄=∫
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2π

ST kSdτ， K̄NL =∫
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2π

ST kNLSdτ，

K̄ ( 1 )
NL =∫
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2π

ST ∂kNL p τ0

∂p τ0
Sdτ， F̄=∫

0

2π

ST f cos τdτ

（30）
采用 IHB 法求解时，需预先给定初始猜想解，

这里线性振动响应解作为 IHB 法的初始解，然后结

合振幅增量、频率增量或弧长增量等求解即可得到

FGP 梁非线性振动响应。

2　数值结果和讨论

本节通过数值算例验证 FGP 梁模型的有效性，

并探讨孔隙系数、厚度等对梁振动特性的影响。如

无特别说明，本文中 FGP 材料模型参数为 Emax=
200 GPa， ρmax=7850 kg/m3， μ=1/3；梁的几何参数

定义为：L=0.76 m， h=0.01 m， b=0.03 m；对于非

线性响应问题，假设简谐激励载荷作用于 FGP 梁长

度的 1/3 处，激励载荷幅值设为 F=2 N；阻尼比 ξj =
2.5×10−4，nc=5；数值计算中的边界条件（如：固

支‑C、简支‑S、自由‑F 等）可通过设置合理的弹簧刚

度大小（如 0，1014 N/m 等）获得。

2. 1　振动模型验证

由前述动力学建模可知，FGP 梁模型的数值精

度取决于谱几何级数截断数、模态分量等。关于截

断数的选取参见文献［16］。图 3 给出了简支边界下

1 阶线性共振频率附近 FGP 梁幅频响应曲线随模态

分量数 N 的收敛性变化结果，N=2，4，6，8 分别表示

基于前 2、4、6、8 阶模态分量的降阶模型计算结果。

图中结果表明，当 N≥4 时，采用不同模态分量计算

所得的幅频响应结果高度吻合。因此，在后续分析

中模态分量数选取为 4。

表 1 给出了不同边界及长厚比下 FGP 梁无量

纲基频对比，孔隙参数 e0=0.5。表中结果表明，本

文方法的数值解与文献［14］参考解吻合良好，这表

明本文方法在预测 FGP 梁结构线性固有频率的有

表 1 不同边界下 FGP 梁的无量纲频率比较

Tab. 1 Comparison of dimensionless frequencies of FGP 
beams with different boundaries

边界

SS

CC

CS

CF

L/h

10
50
10
50
10
50
10
50

文献[14]
0.2798
0.0571
0.5944
0.1291
0.4242
0.0891
0.1008
0.0204

ANSYS[14]

0.2778
0.0571
0.6101
0.1289
0.4227
0.0891
0.1007
0.0204

本文方法

0.2803
0.0571
0.5994
0.1292
0.4263
0.0891
0.1009
0.0204

图 3 降阶模型幅频响应的收敛性

Fig. 3 Convergence of the amplitude-frequency responses for 
a reduced-order model
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效性。此外，由于 FGP 梁非线性振动问题的文献数

据缺失，表 2 中给出了采用不同边界约束下各向同

性材料梁的文献结果，以其为参考验证本文非线性

模型的正确性。梁的几何尺寸、材料属性及参数 R

的取值参见文献［17‑18］。表中 ωnl 为非线性圆频

率，相关求解方法参考文献［17］。wmax 为梁的横向

最大变形：（1）对于 SS 和 CC 边界，wmax =w（x=

0.5L）；（2）对于 CS 边界，wmax =w（x=0.57L）。表

中结果表明，基于本文模型的非线性频率预测结果

均与文献解吻合良好。

图 4 给出了简谐激励下各向同性梁非线性幅频

响应的比较曲线。其中文献［20］参考解通过微分求

积有限元法结合 IHB 法计算获得。本算例中涉及

的边界条件为简‑固支（SC）边界，模型的材料及几

何参数为：E=206.85 GPa， ρ =1531.8 kg/m3， μ =
0.3， L=0.762 m， h=0.00762 m， b= 0.0254 m。根

据 SGM‑IHBM 建模过程，将求解得到的傅里叶系

数依次代入方程（25）和（12）中，提取谐波项 cost 和
cos（3t）的幅值系数即可得到图 4 的解分支曲线。可

以看出，SC 边界条件下，1 阶线性共振频率附近存

在 3 个幅频响应解分支（即 a ( 1 )
c1，c3， a ( 2 )

c1，c3， a ( 3 )
c1，c3），且由

本文方法计算得到的各解分支曲线与文献解高度

吻合。

图 5 为图 4 中蓝色解分支上激励频率为 1.185ω1

处稳定的单周期时域响应与相图，这里数值方法为

Runge‑Kutta 法。从时域响应与相图比较结果可以

看出，两种方法计算所得结果高度一致。综合图 3~
5 的对比结果，表明了 SGM‑IHB 方法对于求解 FGP
梁非线性振动问题的适用性。

2. 2　参数分析

在验证了模型有效性的基础上，本节将探讨孔

隙参数、厚度、激励幅值等对 FGP 梁非线性振动特

性的影响。图 6 给出了 FGP 梁非线性频率、振动模

态随孔隙参数的变化。从图 6（a）中可以看出，CC
边界下非线性频率随着孔隙参数增加呈现先减小后

增加的变化。事实上，由式（1）和（2）可知，FGP 结

构的杨氏模量和质量密度会随着孔隙参数 e0的增加

表 2 不同边界下各向同性梁非线性频率比 ωnl/ω1

Tab. 2 Nonlinear frequency ratio ωnl/ω1 for isotropic beams with different boundaries

wmax/R

1

2

3

4

5

SS 边界

文献[17]

1.1192

1.4180

1.8092

2.2451

—

文献[18]

1.1180

1.4135

1.8027

2.2361

2.6925

文献[19]

1.1180

1.4141

1.8026

2.2359

2.6923

本文

方法

1.1181

1.4143

1.8029

2.2363

2.6928

CC 边界

文献[17]

1.0303

1.1152

1.2419

1.3983

—

文献[18]

1.0283

1.1105

1.2336

1.3856

1.5574

文献[19]

1.0295

1.1127

1.2377

1.392

1.5659

本文

方法

1.0295

1.1128

1.2378

1.3921

1.5660

CS 边界

文献[17]

1.0592

1.2179

1.4402

1.6958

—

文献[18]

1.0582

1.2150

1.4368

1.6822

1.9180

文献[19]

1.0641

1.2318

1.4603

1.721

1.999

本文

方法

1.0611

1.2227

1.4460

1.7034

1.9802

图 4 各向同性梁非线性幅频特性

Fig. 4 Nonlinear amplitude-frequency characteristics of an 
isotropic beam

图 5 Ω/ω1=1. 185 的时域响应与相图

Fig. 5 Time‑domain responses and phase plane for Ω/ω1=
1.185
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而减小，这致使结构刚度和质量的减小，进而导致

FGP 梁非线性频率的变化。在较低的参数变化范

围（如图中 wmax/R=4 且 e0∈［0， 0.7］），e0的增大对结

构刚度的削减大于对结构质量的影响，致使结构刚

度‑质量比下降，FGP 梁非线性频率将逐渐减小；随

着孔隙参数增大（如 wmax/R=4 且 e0∈［0.7， 1）），其

对结构质量的削减作用更显著，致使结构刚度‑质量

比增加，FGP 梁的非线性频率增大。此外，由图 6
（a）可以发现，随着 wmax/R 的增加，FGP 梁的非线性

频率逐渐增大，其非线性特性逐步加强。从图 6（b）
中可以看出，当 wmax/R 相同，不同孔隙参数下 FGP
梁的振动模态基本一致，这表明孔隙参数变化对其

非线性振动模态无明显影响。

图 7 所示为不同厚度参数下，FGP 梁（e0=0.2）
的幅频响应随激励频率的变化曲线。厚度参数分别

设为 h=0.009、0.010、0.011 和 0.012 m，图中不同颜

色虚线表示对应参数下的线性共振频率。可以看

出，当考虑结构的几何非线性因素时，FGP 结构的

幅频响应呈现出硬特性，图 3、8 和 9 的幅频响应曲线

也反映出了同样的特性；另外，还可以发现，当厚度

h 增加，由于 FGP 梁整体刚度随之增大，致使结构的

固有频率增加，其对应的共振点及非线性共振区域

均向高频移动。

图 8 显示了孔隙参数 e0 对 FGP 梁非线性幅频

响应的影响。与图 6（a）的变化规律相似，简支边

界下孔隙参数通过改变结构的刚度及质量，致使结

构共振频率发生改变，进而导致不同孔隙参数下

FGP 梁的共振位置及非线性共振区域呈现差异性

变化。在图 8（b）显示孔隙参数（e0=0.3、0.6、0.8）
的增加对结构质量的削减作用相较于对结构刚度

的削减作用更为显著，这导致结构刚度‑质量比增

加，致使 FGP 梁的共振频率及非线性共振区域向

高频偏移。

为研究激励幅值对 FGP 梁非线性响应特性的

影响，图 9（a）给出了不同激励载荷幅值下 FGP 梁非

线性幅频响应的变化曲线。可以观察到，随着激励

载荷幅值的增加，其幅频响应的共振区间及振幅都

随之增大，结构的非线性特性也逐渐增强。图 9（b）
给出了激励频率为线性共振频率处测点的相图，图

中黑色圆点代表 Runge‑Kutta 法的计算结果。可以

看出，当激励频率 Ω=ω1时，FGP 梁始终做稳定的等

幅极限环运动，且随着激励幅值的增加，其极限环振

幅逐渐增大。

图 8 FGP 梁的频率特性和非线性幅频响应随 e0的变化

Fig. 8 Variation of frequency and nonlinear amplitude-

frequency responses of FGP beams with e0

图 7 FGP 梁非线性幅频响应随厚度的变化

Fig. 7 Variation of nonlinear amplitude-frequency responses 
of FGP beams with thickness

图 6 FGP 梁非线性频率及模态随孔隙参数 e0的变化

Fig. 6 Variation of nonlinear frequencies and modes of FGP 
beams with porosity parameter e0
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3　结  论

本文基于 Timoshenko 梁理论和 von Karman 理

论，提出适用于 FGP 梁非线性振动分析的谱几

何‑增量谐波平衡解法，并结合数值算例研究了 FGP
梁结构非线性振动特性，得出如下结论：

（1） 基于本文降阶模型求解得到的非线性振动

解与文献数据吻合良好，表明了谱几何‑增量谐波平

衡法的正确性。

（2） 随着 FGP 梁孔隙参数增加，固支边界下梁

结构的非线性频率先减小后增大，但孔隙参数变化

对结构的非线性模态几乎无影响。

（3） 当考虑结构的几何非线性因素时，FGP 梁

的幅频响应呈现硬特性，且由于厚度、孔隙参数的变

化致使结构刚度‑质量特性的改变，导致 FGP 梁的

共振点及非线性共振区域发生偏移。

（4） 随着激励载荷幅值的增加，FGP 梁的幅频

响应共振区间及振幅增大，且激励频率为线性共振

频率时，FGP 梁的极限环振幅随之增大。
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