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摘要: 对含有分数阶微分项和参数激励的 Duffing‑van der Pol振子的动力学行为进行了研究，分析了在黏惯性 ( 1 ≤ p ≤ 2 )和参

数激励共同作用下系统的各项参数对系统幅频曲线的影响。采用平均法分析此系统，用等效线性阻尼和等效质量的概念处理

分数阶微分项，得到系统的近似解析解。将所得近似解析解与数值解进行比较，二者具有较高的吻合度，证明了解析解的正确

性。分析了系统参数对幅频响应曲线的影响，发现共振峰值、共振频率、共振区域、多值解的范围和解的数量都会受到系统参

数的影响。经过分析发现，外激励幅值和分数阶微分项系数在一定程度上会抑制参数激励的效果。
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Dynamic analysis of Duffing⁃van der Pol oscillators 
with fractional⁃order derivative and parametric excitation
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Abstract:  The dynamic behavior of the Duffing-van der Pol oscillator with fractional-order derivative and parametric excitation is 
studied in this paper. The effects of various parameters on the amplitude-frequency curves of the system under the combined action 
of viscous inertia （1≤p≤2） and parametric excitation are analyzed. The system is analyzed by the averaging method， and the frac‑
tional-order derivative is treated by the concepts of equivalent linear damping and equivalent mass. The approximate analytical solu‑
tion of the system is obtained and compared with the numerical solution. The curves of the two solutions agree well with each other 
to a large extent， which proves the correctness of the analytical solution. The influences of system parameters on the amplitude-fre‑
quency curve are analyzed. It is found that the resonance peak value， resonance frequency， resonance region， the range and the 
number of multivalued solutions are all affected by the system parameters. Through analysis， it is found that the external excitation 
amplitude and the coefficient of fractional-order derivative can suppress the effect of parametric excitation to some extent.
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许多学者研究了各类含有参数激励的非线性系

统，分析得到不同非线性系统的振动特性和运动分

岔情况［1‑6］。含有参数激励的 Duffing‑van der Pol 系
统一直以来都是学者们所关注的问题之一，其可以

描述许多含有参数激励的工程结构的振动过程，如：

Euler 动弯曲［7］，受纵向干扰力平薄板的横向振动［8］，

塔架在风力下的振动［9］等问题，都是可以用含有参

数激励的 Duffing‑van der Pol 系统来描述振动的典

型例子。

陈予恕等［10］对 van der Pol‑Duffing‑Mathieu 方程

的主参数共振分岔解进行了研究，得到该系统依赖

于参数变化的振动模式。 AGHAMOHAMMADI
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等［11］对参数激励和外激励联合作用下的 Duffing 振

子进行了动力学分析，采用变幅法（MVA）预测系统

在宽频和系统参数范围内的响应。BELHAQ 等［12］、

PANDEY 等［13］分析了 1︰1 和 2︰1 锁频下 van der Pol‑ 
Duffing‑Mathieu 系 统 的 准 周 期 运 动 响 应 。 FAN
等［14］通过双摄动法对 van der Pol‑Mathieu 系统进行

研究，得到了在有/无外激励两种情况下的周期和拟

周期运动近似解的包络线。李欣业等［15］对含参数激

励的 Duffing‑van der Pol 振子进行了动力学分析以

及反馈控制，研究了其稳定性和分岔。上述研究对

象都是用整数阶导数来描述的。

随着分数阶导数的发展，学者们发现用分数阶

导数来描述具有记忆特性的材料或器件更加准确，

从而开始研究分数阶导数在工程中的应用，如：黏弹

性复合板的动力响应［16］，建筑结构中含有分数阶器

件的振动控制［17］，具有鲁棒性分数阶 PIλDμ控制器［18］

等。随着分数阶导数的定义和计算方法逐渐完善，

学者们逐渐开始研究含有分数阶导数和参数激励

的系统。郭建斌等［19］研究了分数阶拟周期 Mathieu
方程，发现了方程稳定区域大小和过渡曲线位置会

随分数阶微分项参数改变而产生不同程度的变化。

WEN 等［20］研究了分数阶时滞反馈下 Mathieu‑Duffing
振子的动态响应，发现分数阶时滞反馈不仅可以延

迟速度反馈，还可以延迟位移反馈。葛志新等［21］运

用多尺度法研究了含分数阶导数阻尼的 Mathieu 振

动方程，分析了分数阶阶次对解的影响。在现有研

究中，黏弹性用分数阶描述已经比较完善，但是用分

数阶导数描述黏惯性的文献较少。黏惯性是工程中

的重点关注问题，如：板在黏性牛顿流体的运动［22］，

楔形梁在黏性流体中的强迫振动［23］，轴向运动板在

黏性流体中的左右两侧压力差［24］等。DUAN 等［25］

为了更好地区分黏弹性和黏惯性的系统，提到了等

效线性阻尼和等效质量的概念。

目前关于含有分数阶微分项和参数激励的

Duffing‑van der Pol 振子研究较少，尤其是分数阶

次 ( 1 ≤ p ≤ 2 ) 的黏惯性系统。本文针对含有分数

阶 微 分 项 ( 1 ≤ p ≤ 2 ) 和 参 数 激 励 联 合 作 用 下

Duffing‑van der Pol 振子的动力学响应进行研究，主

要分析了黏惯性和参数激励以及其他参数对系统幅

频响应造成的影响。

1　近似解析解

含分数阶微分项和参数激励的 Duffing‑van der 
Pol振子模型为：

mẍ + [ k + 2B cos ( 2ωt )] x + α1 x3 +
α2 ( x2 - 1 ) ẋ + KDp [ x ( t ) ]= F cos ( ωt ) （1）

式中，m 和 k 分别为系统质量和线性刚度；B 为参数

激励系数；α1 为非线性刚度系数；α2 为非线性阻尼系

数；K 为分数阶微分项系数；p 为分数阶微分项阶次

( 1 ≤ p ≤ 2 )；F 为外激励幅值；ω 为外激励频率。

这里使用 Caputo 型分数阶导数定义：

Dp [ x ( t ) ]= 1
Γ ( 2 - p ) ∫0

t ẍ ( u )
( t - u )p - 1 du （2）

式 中 ，u 为 中 间 变 量 ；Γ ( z ) 为 Gamma 函 数 ，满 足

Γ ( z + 1 )= zΓ ( z )。
为方便计算，引入以下参数变换：

k
m

= ω 2
0， B

m
= εβ， α1

m
= εμ1， α2

m
= εμ2，

K
m

= εκ， F
m

= εf。

式（1）可变为：

ẍ + [ω 0
2 + 2εβ cos ( 2ωt )] x + εμ1 x3 +

εμ2 ( x2 - 1 ) ẋ + εκDp [ x ( t ) ]= εf cos ( ωt ) （3）
为研究主共振的情况，即 ω2 = ω 2

0 + 2εσω 0，其中

ε为小参数，σ为调谐因子。式（3）可变为：

ẍ + ω2 x = ε{[ ]2σω 0 - 2β cos ( 2ωt ) x - εμ1 x3 -

}εμ2 ( x2 - 1 ) ẋ - εκDp [ x ( t ) ]+ εf cos ( ωt ) （4）
假设式（4）的解有以下形式：

x = a cos ϕ （5a）
ẋ = -aω sin ϕ （5b）

式中，a 为振幅；ϕ = ωt + θ，其中 θ 为相位。

根据平均法可得：

ȧ = - 1
ω

[ P 1 ( a，θ )+ P 2 ( a，θ ) ] sin θ （6a）

aθ̇ = - 1
ω

[ P 1 ( a，θ )+ P 2 ( a，θ ) ] cos θ （6b）

其中：

P 1 ( a，θ )= ε { [ 2σω 0 - 2β cos 2( ϕ - θ ) ] ( a cos ϕ )-
εμ1 ( a cos ϕ )3 - εμ2 [ ( a cos ϕ )2 - 1 ](-aω sin ϕ )+
εf cos ( ϕ - θ ) } （7a）

P 2 ( a，θ )= - εκDp [ a cos ϕ ] （7b）
对式（6）右端部分进行积分平均。如果被积函

数为周期函数，则 T = 2π；如果为非周期函数，则

T = ∞。所以式（6）中周期部分的积分为：

ȧ1 = - 1
2πω ∫

0

T

P 1 ( a，θ ) sin ϕdϕ =

- εf sin θ
2ω

+ aεβ sin ( 2θ )
2ω

+ 1
2 aεμ2 - 1

8 a3 εμ2

（8a）
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aθ̇1 = - 1
2πω ∫

0

T

P 1 ( a，θ ) cos ϕdϕ =

- εf cos θ
2ω

+ aεβ cos ( 2θ )
2ω

- aεσω 0

ω
+ 3a3 εμ1

8ω
（8b）

为计算非周期部分积分，引入两个基本公式：

B 1 = lim
T → ∞ ∫

0

T sin ( ωt )
t p

dt = ωp - 1 Γ ( 1 - p ) cos ( pπ
2 )

（9a）

B 2 = lim
T → ∞ ∫

0

T cos ( ωt )
t p

dt = ωp - 1 Γ ( 1 - p ) sin ( pπ
2 )

（9b）
可得出分数阶微分项积分，如下式所示：

ȧ2 = - lim
T → ∞

1
Tω ∫

0

T

P 2 ( a，θ ) sin ϕdϕ =

- lim
T → ∞

εκ
Tω

Dp [ a cos ϕ ] sin ϕdϕ =

- εaκωp - 1

2 cos ( p - 1
2 π ) （10a）

aθ̇2 = - lim
T → ∞

1
Tω ∫

0

T

P 2 ( a，θ ) cos ϕdϕ =

- lim
T → ∞

εκ
Tω

Dp [ a cos ϕ ] cos ϕdϕ =

- εaκωp - 1

2 sin ( p - 1
2 π ) （10b）

将式（8）和（10）联合，可得：

ȧ = ȧ1 + ȧ2 = - εf sin θ
2ω

+ aεβ sin ( 2θ )
2ω

+

1
2 aεμ2 - 1

8 a3 εμ2 - εaκωp - 1

2 cos ( p - 1
2 π )

（11a）

aθ̇ = aθ̇1 + aθ̇2 = - εf cos θ
2ω

+ aεβ cos ( 2θ )
2ω

-

aεσω 0

ω
+ 3a3 εμ1

8ω
- εaκωp - 1

2 sin ( p - 1
2 π )

（11b）
将原参数代入式（11）中可得：

ȧ = - F sin θ
2mω

+ aB sin ( 2θ )
2mω

- a3 α2

8m
- aC ( p )

2m
（12a）

aθ̇ = - F cos θ
2mω

+ aB cos ( 2θ )
2mω

+ ak
2mω

+

3a3 α1

8mω
- aω

2m
M ( p ) （12b）

为了更好地区分分数阶微分项的阻尼和惯性特

征，将 C ( p )和 M ( p )定义为系统的等效线性阻尼和

等效质量［25］：

C ( p )= -α2 + Kωp - 1 cos ( p - 1 ) π
2 （13）

M ( p )= m + Kωp - 2 sin ( p - 1 ) π
2 （14）

当分数阶微分项系数 K 增大或减小时，等效线

性阻尼 C ( p )以及等效质量 M ( p )会随之增大或减

小。分数阶微分项所表现的阻尼和惯性特征的强弱

不止与系数 K 有关，分数阶微分项阶次 p 在其中也

起到了决定性作用。与分数阶微分项 ( 0 ≤ p ≤ 1 )
不同，此系统中的分数阶微分项表示黏惯性 ( 1 ≤
p ≤ 2 )。当分数阶微分项阶次 p 减小至 p→1 时，此

时 C ( p )= -α2，分数阶微分项几乎等效为线性阻

尼，不呈现惯性特征；而当分数阶微分项阶次 p 增大

至 p→2 时，此时 M ( p )= m，分数阶微分项几乎等效

为质量，不呈现阻尼特征。此系统中的分数阶微分

项可以分解为惯性力和阻尼力，因此可以通过调节

分数阶阶次使阻尼特征和惯性特征均达到令人满意

的效果。

2　定常解及其稳定性

令式（12）中的 ȧ = 0，θ̇ = 0 得到关于稳态振幅 a͂

和相位 θ͂ 的方程：

4a͂ωC ( p )+ 4F sin θ͂ + a͂3 ωα2 = 4a͂B sin ( 2θ͂ ) （15a）
4a͂ω2 M ( p )+ 4F cos θ͂ - 3a͂2 α1 - 4a͂k = 4a͂B cos ( 2θ͂ )

（15b）
化简可得式（1）的稳态解的幅频曲线方程和相

频曲线方程：

- 2H ( F 2 + H )
a͂BF 2 + 4a͂ [ B + ω2 M ( p ) ]-

4a͂k - 3a͂3 α1 = 0 （16）

θ͂ = arccos (- H
2a͂BF

) （17）

其中：

H = - a͂2 B2 - F 2 + a͂2

16 {[ 4k + 3a͂2 α1 -

}]4ω2 M ( p ) ]2 +[ 4C ( p )+ a͂2 ωα2
2

（18）

为研究定常解的稳定性，令 a = a͂ + Δa，θ =
θ͂ + Δθ，其中，Δa 和 Δθ 为振幅扰动量，代入式（15）
得到：

Δȧ = ( 4F sin θ͂
a͂

- 2a͂2 ωα2 ) Δa +

[ 8a͂ω2 M ( p )+ 4F cos θ͂ - 6a͂3 α1 - 8a͂k ] Δθ

（19a）

Δθ̇ = ( 4F cos θ͂
a͂

+ 6a͂2 α1 ) Δa +

[-8a͂ωC ( p )- 8F cos θ͂ - 2a͂3 ωα2 ] Δθ （19b）
在稳态解处，由式（19）得到雅可比矩阵：
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J= é
ë
êêêê ù

û
úúúúJ11 J12

J21 J22
（20）

其中：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

J11 = 4F sin θ͂
a͂

- 2a͂2 ωα2

J12 = 8a͂ω2 M ( p )+ 4F cos θ͂ - 6a͂3 α1 - 8a͂k

J21 = 4F cos θ͂
a͂

+ 6a͂2 α1

J22 = -8a͂ωC ( p )- 8F cos θ͂ - 2a͂3 ωα2

（21）

根据式（20），得到系统的特征方程：

λ2 - Pλ + Q = 0 （22）
式中，P = tr ( )J ，Q = det ( )J 。

根据 Lyapunov 第一方法，系统定常解的稳定性

条件为 P < 0 且 Q > 0，因此系统定常解稳定需满足

以下条件：

P = -8a͂ωC ( p )- 4 ( a͂ - 1 ) F sin θ͂
a͂

-

2a͂2 ( 1 + a͂ ) ωα2 < 0 （23a）

Q = 4
a͂ {-4F 2 - 8a͂ωF [ ωM ( p ) cos θ͂ +

C ( p ) sin θ͂ ]+ 9a͂6 α1
2 + a͂4 ω2 α2 [ 4C ( p )+ a͂2 α2 ]+

}8a͂kF cos θ͂ + 12a͂4 α1 [ k - ω2 M ( p ) ] > 0 （23b）
为验证所求近似解析解的正确性，取一组参数

m = 1，k = 1，α1 = 0.1，α2 = 0.05，B = 0.2，K = 0.1，
p = 1.1 和 F = 0.1，将式（1）中的分数阶微分项以等

效质量和等效线性阻尼的形式表示，利用四阶龙

格‑库塔法，选取计算时间 500 s，取稳态解的最大值

作为响应幅值，所得数值结果在图 1 中由红色圆圈

表示。由式（16）得到系统的解析解，在图 1 中由蓝

色实线表示，其中虚线表示不稳定解。将解析解与

数值解进行对比，图 2 为图 1 的局部放大图。从图 1
和 2 中可以看出，解析解和数值解具有较高的吻合

度，说明本文所得结果具有较高的精度。

由图 1 可以看出系统最多有 3 个稳定解。为更

直观地解释此系统响应的复杂性，取 ω = 1.2，将不

同取值的 ( a，θ ) 代入式（12）中进行计算，得到 ω =
1.2 时的吸引域图，如图 3 所示，其中 P1、P2、P3 为稳

定解，P4和 P5为不稳定解。从图 3 中可以看出，从任

意区域出发的点，最后都会被吸引到三个稳定解处，

只有各个区域交界处的点才有可能被吸引到不稳定

解处，但稍微一点扰动就又会被吸引到稳定解处。

3　系统参数对幅频曲线的影响

对系统非线性刚度系数 α1 进行研究，分析其对

幅频曲线的影响。选取一组基本参数 m = 1，k = 1，
α2 = 0.05，B = 0.2，K = 0.1，p = 1.1 和 F = 0.1，分

别取 α1 为 0.10、0.15、0.20 和 0.25 时，幅频曲线变化

如图 4 所示。从图 4 中可见，随着 α1 的逐渐增大，系

统振幅的最大值逐渐减小，整体曲线逐渐向右偏移，

图 1 解析解与数值解对比

Fig. 1 Comparison of analytical and numerical solutions

图 2 局部放大图

Fig. 2 Local magnification

图 3 ω =1.2 时系统的吸引域图

Fig. 3 Attractive domain diagram of the system when 
ω =1.2

图 4 非线性刚度系数 α1 对幅频曲线的影响

Fig. 4 Influence of nonlinear stiffness coefficient α1 on 
amplitude-frequency curve
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因此系统共振频率逐渐增大，多解区域逐渐增大。

由此可知非线性刚度系数 α1 的变化会影响系统的

共振幅值和共振频率。

为研究非线性阻尼系数 α2 对幅频曲线的影响，

选取一组基本参数 m = 1，k = 1，α1 = 0.03，B=0.1，
K = 0.01，p = 1.5 和 F = 0.1。 取 α2 分 别 为 0.10、
0.15、0.20 和 0.25 时，幅频曲线变化如图 5 所示。从

图 5 中可以看出，随着非线性阻尼系数 α2 的逐渐增

大，幅频曲线的最大幅值逐渐减小，并且增大到一定

程度后，下方两侧曲线开始向内凹陷，逐渐形成闭合

曲线，内圆部分逐渐减小，曲线特征由内圆结构向外

圆结构转变。

为研究外激励幅值 F 对幅频响应的影响，选取

一 组 基 本 参 数 m = 1，k = 1，α1 = 0.1，α2 = 0.05，
B = 0.2，K = 0.1 和 p = 1.1。F 分别取 0.1、0.2、0.3
和 0.4 时，幅频曲线变化如图 6 所示。从图 6 中可以

发现，随着外激励幅值 F 的逐渐增大，系统振动幅值

逐渐增大，曲线的内圆结构随着 F 的增大逐渐消失，

多值解的范围逐渐减小，解的数量减少。因此在该系

统中，外激励幅值 F对参激振动有一定的抑制作用。

研究系统参激系数 B 对系统幅频曲线的影响。

选 取 一 组 基 本 参 数 m = 1，k = 1，α1 = 0.1，
α2 = 0.05， K = 0.1，p = 1.1 和 F = 0.1，分别取系统

参激系数 B 为 0.15、0.20、0.25 和 0.30 时，所得结果

如图 7 所示。从图 7 中可以看出，随着参激系数 B 的

增大，幅频曲线的幅值也在逐渐增大，整个曲线表现

出整体放大的特点，即不仅外围轮廓增大，内圆也随

之增大。因此参激系数 B 既可以改变系统振幅的大

小，还可以改变系统共振频带的宽窄。

为研究分数阶微分项系数 K 对幅频曲线的影

响，选取一组基本参数 m = 1，k = 1，α1 = 0.1，α2 =
0.05，B = 0.2，K = 0.1，p = 1.1 和 F = 0.1。分数阶

微分项系数 K 分别取 0.10、0.14、0.17 和 0.20 时，系

统幅频曲线的变化如图 8 所示。由图 8 可见，随着分

数阶微分项系数 K 的增大，等效质量增大，幅频曲线

向左偏移，系统共振区域减小，共振频率逐渐减小；

并且等效线性阻尼也增大，系统振动幅值逐渐减小。

由图 8 还可以看出，内圆逐渐减小并最终消失，解的

数量减少，由最多三个稳定解减少到最多两个稳定

解，并且由变化趋势预测最后会减少到一个稳定解；

多值解的范围逐渐减小，单值解的范围逐渐增大，并

且不稳定区域逐渐减小，说明分数阶微分项系数 K
在一定程度上可以抑制参数激励的效果，而且可以

影响系统的多解性以及多解的范围。

为研究分数阶微分项阶次 p 对幅频曲线的影

响，选取一组基本参数 m = 1，k = 1，α1 = 0.1，α2 =

图 5 非线性阻尼系数 α2 对幅频曲线的影响

Fig. 5 Influence of nonlinear damping coefficient α2 on 
amplitude-frequency curve

图 6 外激励幅值 F 对幅频曲线的影响

Fig. 6 Influence of external excitation amplitude F on 
amplitude-frequency curve

图 7 参数激励系数 B 对幅频曲线的影响

Fig. 7 Influence of parametric excitation coefficient B on 
amplitude-frequency curve

图 8 分数阶微分项系数 K 对幅频曲线的影响

Fig. 8 Influence of fractional-order inerter term coefficient 
K on amplitude-frequency curve
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0.05，B = 0.2，K = 0.1 和 F = 0.1。分数阶微分项阶

次 p 分别取 1.1、1.3、1.5 和 1.7 时，系统幅频曲线的变

化如图 9 所示。从图 9 中可以看出，随着分数阶微分

项阶次 p 的增大，系统的等效质量增大，幅频曲线向

左偏移，系统的共振区域变大，并且共振频率逐渐减

小；同时系统的等效线性阻尼减小，系统的振动幅值

逐渐增大。进一步还可以观察到随着阶次 p 的增

大，不稳定区域逐渐增大，多值解区域逐渐增大，系

统的稳定解个数最多有三个，单值解区域逐渐减小，

系统稳定解个数为两个的区域，两条曲线逐渐重叠，

使得解的个数不能明显地观察出来。这说明分数阶

微分项阶次 p 不仅可以抑制此系统的振动幅值，还

可以改变系统的共振频率、共振区域、不稳定区域以

及多值解区域。

4　结  论

本文研究了含分数阶微分项和参数激励的

Duffing‑van der Pol 振子的主共振响应，利用平均法

求得系统的近似解析解，将解析解与数值解进行对

比，两者基本吻合，验证了解析解的正确性，并通过

吸引域图分析了系统解的复杂性。分析了黏惯性

( 1 ≤ p ≤ 2 )和参数激励联合作用下不同参数对幅频

曲线的影响，以及系统其他参数对系统幅频曲线的

影响，发现分数阶微分项系数 K 和阶次 p 可以在一

定程度上对不稳定区域、解的个数、共振区域、共振

频率和共振幅值造成影响，并且分数阶微分项系数

K 可以抑制参数激励的效果。其他参数，如非线性

刚度系数主要对系统共振频率产生影响、非线性阻

尼系数和外激励幅值主要对系统幅值产生影响、参

数激励系数主要对系统共振区域产生影响。这些结

论对此类振子的设计及应用有一定的借鉴意义。
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