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动水中带封板圆柱壳振动的轴对称
有限元⁃边界元耦合计算方法

张德春 1， 陈浩然 1， 李 鹏 1， 刘桂祥 2， 杨翊仁 1

（1.西南交通大学力学与航空航天学院，四川  成都  611756； 2.中国核动力研究设计院，四川  成都  610213）

摘要: 针对水环境中带封板圆柱壳的动力学计算提出了一种轴对称有限元‑边界元耦合计算方法。基于结构的周期性特征，圆

柱壳和封板的运动可通过其母线的运动唯一确定。将母线离散为若干个单元以进行有限元求解。通过能量法获得单元矩阵

并组装成总体矩阵，建立了结构运动的有限元计算格式；考虑流体的轴对称特征，在结构母线上建立轴对称边界元并构建了流

弹压力的边界元计算格式；获得流体压力后将其转换为有限元节点的等效节点力，其表现为流体附加质量、阻尼和刚度；结合

结构运动方程和流弹压力计算格式，构造了求解该类流‑固耦合问题的轴对称有限元‑边界元耦合计算方法。  本文计算结果与

已有理论解和商用分析软件计算结果吻合较好，表明了本文方法的准确性。相比于商用分析软件，本文方法具有更高的计算

效率，可直接获得圆柱壳在流体中的质量和刚度矩阵，有利于受迫振动的快速计算。基于本文方法分析了端部含封板复杂圆

柱壳在动水中的湿频率和稳定性特性，结果表明：封板会改变壳体表面流动特性，更易诱发圆柱壳的流弹失稳。
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Vibration analysis of cylindrical shells with endplates in axial flow： 
an axisymmetric FEM⁃BEM method
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Abstract: An axisymmetric finite element-boundary element coupled computational method is proposed for the dynamics of cylin‑
drical shells with endplates in water . Due to the periodic characteristics of the structure， the movement of the cylindrical shell and 
end plate can be determined by examining their meridional movement， and the meridians are discretized into several elements for 
further analysis. By using the energy method， the elemental matrices are obtained and assembled into the global matrices. Then the 
discrete schemes for structural motion with the finite element is established. Considering the axisymmetric characteristic of the flu‑
id， an axisymmetric boundary element on the meridians is established and the calculation format for fluid-elastic forces on the finite 
elements is given. The fluid forces are then converted into an equivalent nodal force at the nodes and the effects of the fluid are eval‑
uated by the added mass， damping， and stiffness matrices. By combining the structural motion and the schemes of fluid-elastic forc‑
es， an axisymmetric finite element-boundary element coupling method is developed to solve this fluid-structure coupling problem. 
The calculated results presented in this paper demonstrate good agreement with existing theoretical solutions and commercial analy‑
sis software， validating the accuracy of present method. Moreover， this method exhibits higher computational efficiency compared 
to commercial analysis software. It allows for direct determination of the mass and stiffness matrices of cylindrical shells in fluid， fa‑
cilitating fast calculation of forced vibration. Based on this method， the wet frequencies and stability characteristics of complex cy‑
lindrical shells with end plates in axial flow are analyzed. The results show that the end plates will change the flow velocities on the 
cylindrical shell and make it more easily to instability.
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薄壁圆柱壳是工程中广泛应用的重要结构，如

导弹、储液罐、反应堆吊篮以及潜艇的外壳均可经简

化而视为典型的薄壁圆柱壳结构。这些结构往往工

作在流体环境中，其在水中的频率（以下称为湿频

率）与结构的响应密切相关，对工程应用具有重要意

义。针对圆柱壳湿频率计算最早提出的研究模型是

轴向流（流动方向平行于圆柱壳轴线）中无封板的均

质圆柱壳模型。LIN 等［1］采用行波法计算了静水中

圆柱壳的湿频率，该方法也被推广至动水中圆柱壳

的湿频率和稳定性计算［2］。但需要指出的是，行波

法只对长径比较大或两端简支的圆柱壳才有较好的

适用性［3］。PAIDOUSSIS 等［4‑5］采用伽辽金法建立

了轴向流中不同边界的圆柱壳的振动方程，并通过

傅里叶变换计算流体力进而建立了流‑固耦合方程，

求解了其湿频率和临界流速。为考虑更一般的边界

条件，DAI 等［6］通过在圆柱壳边界上布置弹簧模拟

任意的弹性支承，结合假设振型和能量方法，分析了

弹性支承对空气中圆柱壳频率（以下称为干频率）的

影响规律，这本质上是一种半解析的方法［7］。本文

作者也提出了一种基于微分求积法（DQM）的计算

方法［8］，可有效地求解复杂边界圆柱壳湿频率。此

外，有限单元法也是计算圆柱壳湿频率的一种重要

方法［9］。对于工程中常见的变截面（非均匀）圆柱

壳，李海超等［7］、CHEN 等［10］分别采用 Jacobi 多项式

和行波法对圆柱壳的每段位移进行离散，通过力耦

合和布置弹簧的方式考虑每段间的连续性条件，计

算了变截面圆柱壳的干频率。然而据作者所知，暂

无变截面圆柱壳湿频率计算的相关研究报道，因此

有必要对此开展相关研究以解决该重要问题。

流体中的圆柱壳结构如潜航器［11］及其舱段［12］的

端部通常带有封板。封板与圆柱壳的耦合建模是计

算这类封闭结构频率的关键技术。石先杰等［13］采用

半解析法，分别假设圆柱壳和封板的振型，通过在连

接处布置弹簧以模拟连接条件，通过能量方法计算

了结构的干频率，与有限元法吻合很好。为考虑带

封板圆柱壳与流体的耦合作用，CHENG［14］联合使

用半解析法和格林函数法计算了圆柱腔内的声辐

射；CARESTA 等［11］采用行波法计算了含封板和肋

板的圆柱腔声辐射问题；基于结构完整边界的广义

谱 ‑配点边界元法，张艳涛等［15］求解了球 ‑柱 ‑球复合

壳体的声辐射问题；XIE 等［16］结合半解析法和一维

声学边界元法，计算了含肋板、锥壳和球壳封头及舱

段间隔板的组合圆柱壳的响应和声辐射问题，该方

法具有很好的适用性。但声学边界元方法需要通过

特定处理消除矩阵的奇异性，计算较为复杂。陈美

霞等［17］也通过行波法计算了带封板圆柱壳的频响，

但该研究没有考虑端板和水的耦合效应。此外，目

前已有研究还主要是针对静水中的圆柱壳结构，暂

未发现有文献考虑动水环境对含封板圆柱壳结构湿

频率的影响，这不利于潜航器等在水中行进的结构

的流‑固耦合分析。

综上所述，目前仍缺乏针对动水环境中带封板

的非均匀（如变材料、局部加固和变截面等）圆柱壳

的求解方法和技术。值得指出的是，传统半解析法

通常需使用弹簧模拟结构间的连接，当弹簧刚度过

低时难以达到耦合效果，而过高时则会导致刚度矩

阵病态从而影响求解精度，分析弹簧刚度的影响也

会带来额外的计算量。正如庞福振等［18］所指出的，

为兼顾效率，结构壳段数划分不宜过大，因此该方法

在任意非均匀圆柱壳的干频率和湿频率的求解中并

未展示出足够的优势。有限元方法可通过共节点方

式简单地实现不同结构间的耦合，但传统的有限元

方法需要大量的单元以对圆柱壳结构进行离散［9］，

这会导致计算效率偏低。这一缺点是由于在建模中

未关注到圆柱壳的轴对称特性及结构变形的周期性

特征而造成的。事实上，基于这种周期性特征，圆柱

壳上的运动可通过其母线上的运动进行表示［8］，从

而会很大程度上简化结构方程的建模并提高计算效

率。TO 等［19］、SENJANOVIĆ 等［20］分别使用轴对称

有限元计算了截锥壳和旋转圆柱壳的干频率，与理

论解吻合很好，然而这种简便的建模和计算方法尚

未被拓展到更复杂壳体组合结构的流 ‑固耦合计算

中。另外，注意到空气动力学中的边界元方法（面元

法）对轴向流中薄壁类结构气动力求解表现出很好

的适用性［21］，因此本文拟在已有研究方法的基础上，

发展轴对称有限元 ‑边界元耦合计算方法以求解复

杂的非均匀圆柱壳组合结构的流‑固耦合振动问题，

这也是本文主要的工作和创新点。

本文针对带封板非均匀圆柱壳的流 ‑固耦合提

出了轴对称有限元‑边界元耦合计算方法。首先，对

于圆柱壳沿其长度方向上截取的一段壳和在封板上

截取的圆环板，考虑结构轴对称特征，这些结构的运

动可通过母线上的运动表示。因此将母线离散为若

干个有限单元。通过能量法获得不同周向波数下的

单元矩阵，进而组装成结构总体质量和刚度矩阵，建

立结构离散方程；然后，在结构的有限元离散网格

上，扩展周期性条件至流体建模，构建一种轴对称边

界元方法；计算各个边界元上的流体压力并将其转

换为节点等效载荷，获得了流体影响的离散方程（表

现为附加质量、阻尼和刚度矩阵）；最后，耦合结构和

流体的离散方程，提出了动水环境中带封板圆柱壳

的有限元 ‑边界元耦合的计算方法。本文计算结果

与已有理论解和商用分析软件计算结果吻合较好，

且具有更高的计算效率。其基于轴对称有限元 ‑边
界元进行耦合求解，相比于传统的半解析法具有更

强的适用性，可拓展到含环肋和多舱段复杂圆柱壳
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模型，也有望推广到变截面、变曲率等结构的动力学

分析中。

1　结构模型及轴对称有限元方法

如图 1 所示，本文研究的力学模型为一浸没在

无黏无旋不可压缩的理想流体中的两端带封板的圆

柱壳。外部流体密度为 ρ f，沿圆柱壳轴向以流速 U f

流动。圆柱壳的厚度是可变的。圆柱壳及封板的材

料相同，其密度、弹性模量和泊松比分别为 ρ、E 和 ν。
圆柱壳半径为 R。坐标原点选取在圆柱壳轴线的中

心，在原点分别建立直角坐标系和柱坐标系以描述

位置和结构位移。圆柱壳轴向、环向和径向位移分

别为 U s ( x，θ，t )，V s ( x，θ，t ) 和 W s ( x，θ，t )；封板径

向 、环 向 和 法 向 的 位 移 分 别 为 U p ( x，θ，t )，
V p ( x，θ，t ) 和 W p ( x，θ，t )。考虑图 1 中蓝色粗线所

围成的位于坐标轴 x‑y（x‑r）轴形成的上半平面的阴

影部分，该平面绕圆柱壳轴线旋转一周则可生成整

个结构（轴对称结构），因此圆柱壳上与轴向平行的

直线和封板上沿半径的径线在本文被定义为母线。

圆柱壳和封板母线上的位移分别记作 u s、v s、w s 和

up、vp、w p。考虑这种周期性特征，圆柱壳和封板表

面上任一点的位移均可分别表示为［4‑5］：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

U s( )x，θ，t = u s( )x，t cos ( )nθ

V s( )x，θ，t = v s( )x，t sin ( )nθ

W s( )x，θ，t = w s( )x，t cos ( )nθ

（1）

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

U p ( )x，θ，t = up ( )x，t cos ( )nθ

V p ( )x，θ，t = vp ( )x，t sin ( )nθ

W p ( )x，θ，t = w p ( )x，t cos ( )nθ

（2）

式中，n 为周向波数。

上式表明，圆柱壳和封板的位移均可通过母线

位移和周向的周期函数得到。传统的半解析方法常

假设母线位移为三角函数或多项式函数。对于变截

面等非均匀圆柱壳则需要对其每一段都进行假设，

这会导致复杂的计算。事实上，考虑轴对称有限元

方法［19］，可将母线离散为多个单元（本文称之为轴对

称有限元单元），每个单元的位移由单元节点位移进

行插值计算获得，进而可建立结构轴对称有限元离

散格式，这也是本文结构建模的基本思路。下面分

别对圆柱壳和圆板结构进行离散，建立相应的有限

元求解格式。

1. 1　圆柱壳的离散格式

圆柱壳考虑为薄壳。如图 2 所示，沿轴线将其

分割为若干个圆柱壳段。每段的位移可通过母线上

（蓝线）的位移表示，将这段母线定义为一个轴对称

单元［19］，其长度为 l，以两个节点的连线定义局部坐

标 s。值得注意的是，虽然轴对称有限单元定义为一

维的，但其代表一段圆柱壳，可依据方程（1）描述该

圆柱壳段上任意点的位移。根据有限元方法，母线

单元上的任意一点位移可由节点位移经如下插值计

算而获得：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

u s( )ξ = N 1 ( )ξ u s1 + N 5 ( )ξ u s2

v s( )ξ = N 2( )ξ v s1 + N 6 ( )ξ v s2

w s( )ξ = N 3 ( )ξ w s1 + N 4 ( )ξ β s2 +
N 7 ( )ξ w s2 + N 8 ( )ξ β s2

（3）

式中，β s 为 w s 关于 x 的 1 阶导数；ξ = s/l。插值函数

选取为：

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

N 1 = N 2 = 1 - ξ，N 5 = N 6 = ξ

N 3 = 1 - 3ξ 2 + 2ξ 3，N 4 = ( )ξ - 2ξ 2 + ξ 3 l

N 7 = 3ξ 2 - 2ξ 3，N 8 = ( )-ξ 2 + ξ 3 l
   （4）

得到该段母线的位移后，由式（1）计算壳体位

移，进而获得应变和应力。对于薄圆柱壳，根据

Donell壳体理论，圆柱壳轴向、环向正应变和切应变

与位移的关系为［22］：

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

εx = ∂U s

∂x
- z

∂2W s

∂x2

εθ = ∂V s

R∂θ
+ W s

R
- z

R2

∂2W s

∂θ 2

εxθ = ∂U s

R∂θ
+ ∂V s

∂x
- 2z

R
∂2W s

∂x∂θ

（5）

圆柱壳轴向、环向正应力和切应力通过其应变

计算为：

图 1 模型示意图

Fig. 1 Schematic diagram of model

图 2 圆柱壳轴对称单元示意图

Fig. 2 Schematic diagram of an axisymmetric element of 
cylindrical shell
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ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

σx = E
1 - ν2 ( εx + νεθ )

σθ = E
1 - ν2 ( εθ + νεx )

σxθ = Gεxθ = E
2( 1 + ν )

εxθ

（6）

式中，G 为剪切模量。

由此可得该段圆柱壳的动能和势能分别为： 
ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

2T =∫
xi

xi + 1∫
0

2π∫
- h

2

h
2 ( )u̇2

s + v̇2
s + ẇ 2

s dV

2V =∫
xi

xi + 1∫
0

2π∫
- h

2

h
2 ( )εx σx + εθ σθ + εxθ σxθ dV

   （7）

式中，dV = Rdzdθdx；h 为该段壳体的厚度。

将式（1）和（3）代入式（7）即可获得系统能量的

矩阵表达式：

T = 1
2 ġ

TM s ġ， V = 1
2 g

TK s g （8）

式中，g=[ u s1 v s1 w s1 β s1 u s2 v s2 w s2 β s2 ]T 为由单

元节点位移构成的广义位移向量。圆柱壳轴对称单

元的质量矩阵和刚度矩阵分别计算为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

M s = πρ s hR∫
0

l

BT
0sB 0s ds

K s = πRh∫
0

l

BT
1s DB 1s ds + πRh3

12 ∫
0

l

BT
2s DB 2s ds

  （9）

式中，ρ s 为圆柱壳材料密度；( B is )3 × 8 为与圆柱壳轴

对称单元第 i阶导数有关的矩阵（见附录 A）；D为材

料参数矩阵，D= E
1 - ν2

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 ν 0
ν 1 0

0 0 1 - ν
2

。

使用高斯求积法计算式（9）中的积分。需要注

意的是，周向波数 n=0 表示轴对称的情况，此时节

点的周向位移为 0，可通过划去单元矩阵第 2、6 行和

列上的元素而去掉该自由度。由式（7）中的积分可

知，这种情况需将式（9）中的系数 π 变为 2π。

1. 2　封板的离散格式

考虑到封板为圆板，将其离散为若干个圆环，同

样将母线离散为若干轴对称单元，如图 3 所示。单

元内的位移可由节点上的位移插值计算获得：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

up ( )ξ = N 1 ( )ξ up1 + N 5 ( )ξ up2

vp ( )ξ = N 2( )ξ vp1 + N 6 ( )ξ vp2

w p ( )ξ = N 3 ( )ξ w p1 + N 4 ( )ξ βp1 +
N 7 ( )ξ w p2 + N 8 ( )ξ βp2

（10）

式中，βp 为 w p2 关于 r的 1 阶导数。

圆环板径向、环向正应变和切应变与位移的关

系为：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

εr = ∂U p

∂r
- z

∂2W p

∂r 2

εθ = U p

r
+ 1

r
∂V p

∂θ
- z ( )∂W p

r∂r
+ ∂2W p

r 2 ∂θ 2

εrθ = 1
r

∂U p

∂θ
+ ∂V p

∂r
- V p

r
- 2z ( )∂2W p

r∂r∂θ
- ∂W p

r 2 ∂θ

（11）
相应地，该单元的质量矩阵和刚度矩阵分别计

算为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

M p = πρp h∫
0

l

BT
0pB 0p ds

K p = πhr ∫
0

l

BT
1p DB 1p ds + πh3

12 ∫
0

l

BT
2p DB 2p ds

（12）

式中，ρp 为封板材料密度；r 为单元中点处的半径；

B ip 为与单元第 i 阶导数有关的矩阵（见附录 A）。对

于 n=0 的情况，单元矩阵也要采取和圆柱壳单元同

样的操作。

上述推导中，封板和圆柱壳轴对称单元的节点

位移是定义在各自的局部坐标中的，在有限元法中

需要计算总体坐标系下的单元矩阵以组装成总体矩

阵。以图 1 中定义的柱坐标系为总体坐标系，母线

上的点在柱坐标系下的 x、θ 和 r 方向上的位移分别

为 u、v 和 w，如图 4 所示，图中，τ和 n分别表示切向

量和法向量。注意到总体坐标系与封板局部坐标系

的关系，最终得到转换后的封板轴对称单元矩阵为：

图 3 封板轴对称单元示意图

Fig. 3 Schematic diagram of an axisymmetric element of 
endplates

图 4 轴对称有限元和边界元网格示意图

Fig. 4 Schematic diagram of the grids of the axisymmetric 
finite elements and boundary elements
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M p = T TM p0T， K p = T TK p0T （13）
其中：

T=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

（14）

1. 3　总体矩阵的组装

带封板圆柱壳的单元划分和节点编号顺序如图

4 所示，两侧封板均划分为 N p 个单元，圆柱壳划分为

N s 个单元，总单元数为 N m = 2N p + N s，总节点数为

N n = N m + 1。圆柱壳和封板单元的单元矩阵分别

通过式（9）和（13）进行计算（第 i 个单元的单元质量

和刚度矩阵分别记为M i 和K i）。在获得各个单元的

单元矩阵后，系统的总体质量和总体刚度矩阵分别

计算为［23］：

M t = ∑
i = 1

Nm

G T
i M iG i， K t = ∑

i = 1

Nm

G T
i K iG i （15）

式中，G i 为第 i 个单元节点自由度转换矩阵，它是行

数和列数分别为 8 和 4N n 的稀疏矩阵，矩阵中各非

零元素定义为：

G i( j，4 ( i - 1)+ j)= 1； j = 1，2，⋯，8    （16）
式中，G i( )j，4 ( )i - 1 + j 表示 G i 的第 j 行、第 4（i−
1）+j 列元素。即单元节点自由度转换矩阵非零元

素的位置与单元和节点编号是相关的。由各节点自

由度组成的未知位移矢量设为 V。当不存在约束

时，V的维度为 4N n；当某个自由度被约束时，需要

划去总体矩阵中该自由度对应的行和列［23］。

2　流⁃固耦合及轴对称边界元方法

上一节获得了带封板圆柱壳的结构有限元离散

方程，为考虑其与水体的耦合作用，下面建立流体作

用力的离散计算格式。当圆柱壳端部存在封板时，

流体的边界变得较为复杂，传统的一些解析方法很

难适用［4‑5］。注意到空气动力学中广泛使用面元法

求解具有复杂外形结构表面的气动力［24］，但对于三

维结构其需要较多的网格。考虑到流场也存在周期

性，流体速度势和压力可通过其母线上的值获得。

在圆柱壳和圆板母线上构建流体轴对称边界元，如

图 4 所示，边界元的中点为控制点，在每个控制点处

都需要满足无穿透条件［24］：

∂φi

∂n
= U i v′Ni + v̇Ni = w ai （17）

式中，φi 为第 i 个边界元控制点处的流体速度势；n

为边界元的法线；vNi 为第 i 个控制点即轴对称单元

中点的位移，撇号和点号分别表示其对单元切向和

时间的导数；U i 为第 i 个边界元控制点的切向流速；

w ai 为第 i个控制点处的下洗速度。

为求解出满足边界条件的势函数，假设第 j 个
边界元上均匀分布着源 σj，对于任意边界元所代表

的结构表面，源沿周向也是周期分布的。如图 5 所

示，圆柱壳表面上一点 P ( x，y = R cos θ，z = R sin θ )
处的源强度为 σj cos ( nθ )，则点 P 在第 i 个边界元的

控制点 Q ( xi，yi，0 )处产生的流体速度势为［24］：

ϕPQ = σj cos ( nθ )
4πrPQ

（18）

式中，rPQ 为 P 与 Q 两点之间的距离。

因此当边界元 j为圆柱壳上的边界元时，其在 Q
点产生的速度势由以下的面积分得到：

ϕij =∫A
ϕPQ dA = σj

p Iij （19）

式中，p Iij =∫
xj

xj + 1∫
0

2π R cos ( nθ )
4πrPQ

dθdx，为第 j 边界元在

第 i 个控制点处的势函数影响系数，式中积分采用

高斯求积法计算。对于圆柱壳上的边界元，rPQ =

( )yi - R cos θ
2
+ R2 sin2 θ + ( )xi - x

2
，其中，xi 和

yi 为第 i个控制点的坐标。

与上式类似，当边界元 j 为封板上的边界元时，
p Iij 计算为：

p Iij =∫
rj

rj + 1∫
0

2π r cos ( nθ )
4πrPQ

dθdr （20）

此时，rPQ = ( )yi - r cos θ
2
+ r 2 sin2 θ + ( )xi - x

2
。

由此获得各边界元之间的势函数影响系数。采

用数值微分方法计算边界元在控制点处的方向导

数，即可确定各边界元之间法向 n Ii j 和切向诱导速

度的影响系数 t Ii j。通过边界条件（17）确定各边界

元的源强度后即可计算各个控制点的势函数，并由

非定常伯努利方程计算各边界元控制点处流体压

强，写成向量形式为：

P= U° ( IT I-1
N W a)+ IP I-1

N Ẇ a （21）
式中，W a 为各边界元控制点处法向速度组成的向

量；IT、IP 和 IN 分别为控制点的切向诱导速度、诱导

势函数和法向诱导速度矩阵，其第 i 行第 j 列分别等

于 t Iij、p Iij 和 n Iij；上标“∘”表示矩阵 Hadamard 积，对于

二维矩阵 B，有：

图 5 p Iij 计算示意图

Fig. 5 Schematic diagram of the calculation of p Iij
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(U°B)
i，j

= U i × B i，j （22）

式中，U为各控制点处的切向流速向量，其第 i 个元

素表示第 i个控制点的流速。U的计算式为：

U= U f( I- IT0 I-1
N0 n1) （23）

式中，I为元素全为 1 的 N m 维向量；IT0 和 IN0 分别为

周向波数为 0 时的切向和法向诱导速度矩阵；n 1 为

各控制点法线在 x 上的分量组成的向量。首先通过

式（23）计算恒定流速时各个控制点的速度分布，再

通过式（21）得到各控制点处的压强。

在面元法中，边界元上的压强被假设为均匀分

布且其值等于控制点处压强［24］。注意到流体压力只

作用在壳体的法线方向，因此不会在轴向和周向的

自由度上产生节点力。对于任一有限单元 j，其上的

压强为 Pj。若其第 i 个自由度与单元法向位移相

关，其等效节点力计算为：

Fij = -Pj∫
s2

s1∫
0

2π

r ( s ) N i( )s cos2( )nθ dθds （24）

式中，r ( s )为边界元上各点半径的函数；N i( )s 为插

值函数。

最终计算出等效节点广义力矢量为：

F= -T p P （25）
此时下洗速度向量W a 是未知的，为计算等效

节点力矢量 P，需要确定W a 和节点自由度向量V的

关系，由式（17），有：

W a = T dV+ T vV̇ （26）
式中，T p、T d 和 T v 分别为控制点压强转换为等效节

点力、节点位移转换为控制点处转角以及节点速度

转换为控制点速度的转换矩阵（见附录 B）。

利用上述结果，建立系统的结构‑流体耦合振动

方程为：

M tV̈+ K tV= -F （27）
将压强的表达式（21）代入式（27），并移项得到：

(M t +M f)V̈+ C fV̇+ (K t + K f)V= 0 （28）
式中，M f = T p IP I-1

N T v，K f = U°T p IT I-1
N U°T d 和 C f =

T pU°IT I-1
N T v + T p IT I-1

N U°T d 分别为流体附加质量、

附加刚度和附加阻尼矩阵，这表明上述流体作用力

表现为典型的流弹作用力。

式（28）给出了带封板圆柱壳与动水耦合振动问

题的轴对称有限元‑边界元耦合计算格式。此外，当

母线上的节点受到外力激励时，只需要将式（28）中

等号右端的零向量替换为等效节点载荷向量（详见

参考文献［23］的 2.2.5 节）即可得到系统的受迫振动

方程。

3　结果和讨论

作为一种新的计算方法，首先需要评估该方法

的收敛性和准确性。为了便于后续讨论，定义半波

数 m，对于圆柱壳其表示沿轴向的波峰和波谷总数；

对于圆板其表示沿其直径的波峰和波谷总数。

3. 1　收敛性分析

首先通过计算带封板圆柱壳的干频率讨论本文

轴对称有限元方法的收敛性。选择与文献［8］一致

的参数，圆柱壳长度为 4 m，半径为 1 m，均匀圆柱壳

和封板的厚度分别为 0.01 m 和 0.03 m。材料为钢，

ρ = 7850 kg/m3，E = 2 × 1011 Pa 和 ν = 0.3。按照图

4 的方式划分单元进行求解，本文假设图 4 中的各个

轴对称有限单元的长度相同。同时在 ANSYS 中使

用 SHELL181 单元建立相应的有限元计算模型进

行对比验证。

由于结构无约束，其前 6 阶频率都为 0。工程上

更关注非零频率。改变有限单元数目考察非零频率

的变化。通过本文方法计算其前 3 阶非零频率和模

态，并与 ANSYS 进行对比。由于圆柱壳的对称性，

对于同一圆柱壳的振型，ANSYS 会计算出两个相

近的频率，文中取第一个进行对比。ANSYS 中计算

模型的单元数为 N a，计算结果随 N a 的变化如图 6 中

的虚线所示。当 N a = 4876时 ANSYS计算结果几乎

不再随 N a 变化，认为此时结果是收敛的。两种方法

结果对比如图 6所示，随着单元数 N m 的增加，本文方

法结果收敛到特定值；本文方法与 ANSYS 计算的

频率偏差非常小（图中最大的偏差小于 2%）。偏差

是由于不同的壳理论以及数值计算方法导致的［8］。

从图 6 中可以看出，本文方法只需要 48 个单元

便可获得收敛的结果，而 ANSYS 则需 4876 个单元，

本文方法计算需要的单元数远小于 ANSYS。为保

证计算结果的准确性，后文计算中选取 N m = 60。
此时本文方法计算 200 阶频率耗费的时间为 0.24 s
（Intel Xeon Gold 3.0 GHz 处理器），而 ANSYS 则需

要 13.69 s，这也表明了本文方法的高效性。

图 6 频率随单元数的变化

Fig. 6 Variation of frequencies with numbers of elements
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3. 2　空气中工况对比验证

为进一步讨论本文方法对非均匀结构问题的适

用性，将圆柱壳中间 2 m 部分的厚度设为 0.02 m（变

截面情况），计算圆柱壳前 6 阶非零频率，与 ANSYS
对比结果如表 1 所示。本文方法与 ANSYS 最大偏

差不超过 3%，这表明了本文方法的准确性，本文方

法可快速地计算变截面圆柱壳的频率，对该类结构

的优化问题具有良好的应用潜力。此外，通过改变

单元矩阵的计算方法，本文方法也有望拓展到包含

球壳、锥壳等结构的组合壳的频率计算中。

3. 3　水中工况对比验证

结构干频率对比结果验证了本文方法的有限元

部分的准确性，下面通过水中湿频率计算验证本文

方法的边界元和耦合计算的准确性。针对已验证过

的变截面圆柱壳模型，考虑其置于静水中的情况。

在 ANSYS 中使用声学单元 FLUID30 建立足够大

的水体，并通过共节点实现壳和水体的耦合。计算

前 6 阶壳体频率并与本文方法对比，如表 2 所示。结

果表明本文方法与 ANSYS 偏差很小，表明了本文轴

对称边界元方法对流弹力附加质量部分计算的准确

性。值得注意的是，本文方法计算 200阶湿频率所耗

费的时间为 1.21 s，而 ANSYS 则需要 268 s，本文方

法可有效地提高带封板圆柱壳湿频率的计算效率。

3. 4　强迫振动验证

下面对空气和静水中含封板圆柱壳的强迫振动

进行求解，以进一步考察本文方法的适用性。相比

于传统的半解析法及商业软件，本文方法可直接获

得结构的受迫振动方程，即方程（28）（右端项不为 0
时）。对其进行求解即可得到给定周向波数下的各

个节点的稳态响应［25］；对不同周向波数下的响应进

行叠加可得到节点的位移响应。考虑单点激励的情

况，如图 1 所示，单位法向力 F e 加载在点 Pe ( 0，R，0 )
（圆柱壳的中点）处。该点的法向位移的稳态解计

算为：

d ( Pe )= ∑
n = 0

NC

dn ( Pe ) （29）

式中，dn ( Pe )为周向波数为 n 时式（28）中该节点法

向位移的稳态解；N C 为周向波数的截断数。选取表 1
对应的计算模型并设置结构损耗因子为 0.02［10］，

N C = 20［12］。

本文方法的计算结果与 ANSYS 的计算结果对

比如图 7 所示。本文方法的计算结果与 ANSYS 的

计算结果表现出了良好的一致性。值得注意的是，

本文方法计算水中的 100 个激励频率下的响应只需

要 34 s，而 ANSYS 则需要耗费 1806 s，表明本文方

法具有更高的计算效率。

由图 7 可知，空气和静水中圆柱壳响应的峰值

分别与其干频率和湿频率（分别如表 1 和表 2 所示）

密切相关，这也表明了圆柱壳湿频率的计算对水下

结构振动响应分析具有重要意义。

3. 5　动水对湿频率的影响规律

以上算例表明了本文方法对圆柱壳在空气和静

水中自由和受迫振动计算的准确性，同时也验证了

本文中结构质量、刚度以及流体附加质量矩阵计算

的准确性。下面通过讨论动水中结构湿频率对流体

附加阻尼和附加刚度两部分的计算进行验证。由于

尚未有文献考虑带封板及变截面圆柱壳在动水中的

频率计算问题，为了与文献［8］进行对比，使用图 6
对应的均质圆柱壳模型，不考虑封板，对圆柱壳两端

边界施加固支约束。

表 1 干频率对比

Tab. 1 Comparison of dry frequencies

阶数

1 阶

2 阶

3 阶

4 阶

5 阶

6 阶

干频率/Hz
ANSYS

59.49
75.44
86.44

112.47
123.53
126.88

本文方法

60.70
77.41
85.75

114.29
121.90
125.94

振型(m,n)

(1,3)
(1,4)
(1,2)
(1,5)
(2,4)
(2,5)

偏差/%

2.03
2.61

−0.80
1.62

−1.32
0.74

表 2 湿频率对比

Tab. 2 Comparison of wet frequencies

阶数

1 阶

2 阶

3 阶

4 阶

5 阶

6 阶

湿频率/Hz
ANSYS

34.33
44.67
46.07
71.60
71.70
77.20

本文方法

34.71
45.29
47.31
71.79
71.25
76.45

振型(m,n)

(1,3)
(1,2)
(1,4)
(1,5)
(2,4)
(2,5)

偏差/%

3.18
1.38
2.69
0.26

−0.62
0.97

图 7 加载点响应对比

Fig. 7 Comparison of responses of the loading points
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需要注意的是文献［8］考虑了圆柱壳内外流动，

对于本文模型需要将文献［8］中的外部流体区域设

置为无限大，且将内部流体密度设置为 0。两种方

法的计算结果对比如图 8 所示。由图 8 可知，对于不

同模态，当流速较大时，两种方法计算的湿频率具有

较小的偏差。这可能是由于本文计算考虑边界元上

所有点的压强均等于控制点压强，不满足文献［8］中

壳端部压强为零这一假设而导致的。工程中一般要

求圆柱壳工作流速小于临界流速（各频率曲线与横

轴的第一个交点对应的流速［8］），此时两种方法的计

算结果展现了较好的一致性。图 8 表明了本文方法

对动水中圆柱壳频率计算的有效性和对多种边界条

件的适用性。

下面通过本文方法计算和讨论动水对带封板圆

柱壳结构湿频率的影响规律。为便于对比，仍使用

图 6 中的圆柱壳模型。由于封板的作用，圆柱壳每

个边界元控制点处的流速不再相同，此时需要先通

过式（23）计算各个控制点处的切向流速（圆柱壳表

面不同位置处流速 U ( x )与 U f 比值如图 9 中带圆点

实线所示），之后再通过本文方法计算结构频率随流

速的变化，结果如图 9 所示。当不考虑封板对流场

的影响，即假设壳表面液体的流动是均匀的且都等

于 U f，此时的计算结果也展示在图 9 中。和未带封

板的两端固支的圆柱壳一样，流速增加会导致湿频

率的降低；相比于图 8 中的两端固支约束，封板对圆

柱壳的约束更弱，降低了湿频率和临界流速。对于

不同振型，封板对流场的影响都会使湿频率随流速

衰减得更快，这是封板使流体产生了绕角流动而诱

发圆柱壳表面的平均流速增加而导致的。

4　结  论

针对水中带封板圆柱壳的湿频率计算问题，本

文提出了一种基于轴对称有限元 ‑边界元耦合的计

算方法，同时求解了动水环境中带封板圆柱壳的湿

频率和稳定性问题。在结构建模中，采用轴对称有

限元方法对结构进行离散，有效地降低了计算量；在

流弹力建模中，发展了相应的轴对称边界元方法，计

算了有限单元上的流体压力并转换为结构上的等效

节点作用力（其表现为流体附加质量、阻尼和刚度），

从而建立了流 ‑固耦合有限元 ‑边界元耦合离散方

程。通过多种工况验证了本文方法的收敛性和准确

性。本文研究可得出以下结论：

（1） 与传统计算方法相比，本文方法表现出了

良好的收敛性，仅需较少的单元即可保证计算结果

的精度，在对非均匀复杂圆柱壳结构（变截面等）的

分析和计算方面具有显著的优势。

（2） 本文方法适用于流体中圆柱壳湿频率和受

迫振动的响应的计算，具有较好的精度和较高的计

算效率，有利于结构受迫振动响应的快速计算。

（3） 本文方法可用于评估动水环境（流体附加

刚度与阻尼）对圆柱壳湿频率的影响，相较于现有基

于有限元软件的流‑固耦合分析而言（仅能评估流体

附加质量的影响），本文方法在潜航器的隔振和水声

辐射研究方面具有应用潜力。
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附录 A 单元应变矩阵

根据动能和势能计算公式，圆柱壳轴对称单元矩阵计算中的相关矩阵定义如下：

B 0s ( 1~4 )=
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式中，“( 1~4 )”表示矩阵的 1~4列，矩阵的 5~8列定义与这 4列相同，只需要将形函数下标变为对应列号即可。

对于圆板轴对称单元，相关矩阵定义如下：

B 0p = B 0s，

B 1p ( 1~4 )=
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附录 B 转换矩阵

矩阵T v、T d分别用于将有限元节点位移转换为边界元控制点位移和转角。对于第 i个边界元的控制点，其位移

只与相邻两个节点的自由度相关。假定控制点处的法向位移为其对应单元两个节点法向位移的平均值，则有：

T v ( i，4 × i - 1 )= T v ( i，4 × i + 3 )= 0.5，
该行其他元素均为 0。

同理，控制点的转角近似计算为其对应单元两个节点法向位移之差除以该段单元长度，有：

T d ( i，4 × i - 1 )= -T d ( i，4 × i + 3 )= -1/l，
式中，l为单元长度，该行其他元素都为 0。以上推导是针对壳上的边界元，对于板上的边界元可同样按此方

法计算。

T p 用于将边界元上的压力转换为等效节点力。考虑一个边界元上的力只在周围两个节点上产生节点

力，如果第 i个边界元对应的是壳单元，由式（24）可得：

ì
í
î

T p ( 4 × i - 1，i )= T p ( 4 × i + 3，i )= 0.5πRl
T p ( 4 × i，i )= -T p ( 4 × i + 4，i )= 0.0833πRl 2，

同理，当单元为封板单元时，有：

ì
í
î

T p ( 4 × i - 1，i )= T p ( 4 × i + 3，i )= 0.5πrl
T p ( 4 × i，i )= -T p ( 4 × i + 4，i )= 0.0833πrl 2。

如正文所述，当 n=0 时需要将以上公式中的系数 π 变为 2π。
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