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摘要: 采用理论与试验相结合的方式，研究了全复合蜂窝芯层三明治板（all‐composite honeycomb core sandwich panels，ACHC‐
SP）的动态特性。基于高阶剪切变形理论、Gibson 等效理论建立 ACHCSP 结构的理论模型，利用 Rayleigh‐Ritz 法和正交多项

式法求解了该结构的动态特性。搭建相关试验平台，以 ACHCSP 为研究对象进行测试，验证了理论模型的正确性。结果表

明，该理论模型能够准确地预测结构的固有频率。基于所提模型讨论了纤维板厚度、蜂窝单元壁厚以及壁长对结构固有频率

的影响。
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Abstract: The intrinsic characteristics of all-composite honeycomb core sandwich panels （ACHCSP） were investigated using a 
combined approach of theory and experimentation. A theoretical model of the ACHCSP structure was established based on the 
high-order shear deformation theory and Gibson equivalent theory. The dynamic characteristics of this structure were determined 
using the Rayleigh-Ritz method and orthogonal polynomial approach. A relevant experimental platform was constructed to conduct 
tests on ACHCSP as the research subject， thereby confirming the accuracy of the theoretical model. The results indicate that this 
theoretical model can accurately predict the natural frequencies of ACHCSP plates. Based on the established model， the influence 
of fiber layer thickness， honeycomb cell wall thickness， and wall length on the natural frequencies of ACHCSP structures is dis‐
cussed.
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ACHCSP 具有比强度高、减重性能良好、抗振

性能好等优点，特别是蜂窝夹层结构的高比刚度和

比强度，且其抗冲击性能优于其他传统结构，因此被

广泛应用于航空、航天、汽车、体育器械和兵工器械

等领域［1‐6］。目前，工程中存在大量该类型的三明治

结构件，它们通常工作在悬臂条件下，且工作条件越

来越苛刻，其振动问题也变得尤为显著。近年来，由

于振动问题引发的事故不在少数，且由于振动超标

而引起的疲劳失效、分层损伤等问题也越来越受到

人们的关注。

长期以来，人们对于蜂窝夹层板结构进行了大

量的研究，例如 PAIK 等［7］、HAZIZAN 等［8］对铝制蜂

窝层结构进行了研究，并认为铝夹层结构是一种很

有应用前景的结构。DHARMASENA 等［9］研究了

以超奥氏体不锈钢合金材料制成的方形蜂窝结构，

并对其进行了动力学分析。基于 Timoshenko 梁理

论，吴旋［10］针对典型的蜂窝夹层结构，考虑蜂窝胞壁

的弯曲、伸缩和剪切变形，推导出了双壁厚正六边形

蜂窝芯层等效力学表达式。

由于蜂窝结构较为复杂，因此在计算蜂窝夹层

结构时往往将其等效为正交各向异性板来计算。

KELSEY 等［11］开发了一种针对蜂窝芯剪切刚度的

简单理论分析方法，简化了蜂窝夹层芯应变系统和

应力系统的假设，得到了蜂窝夹层芯剪切模量的上、

下限简单表达式。PENZIEN 等［12］研究了蜂窝芯材

料有效剪切模量的理论预测问题。BURTON 等［13］

采用详细的有限元模型对矩形夹芯板的自由振动响

应进行预测，并采用三维实体单元和二维平板单元

对夹芯和面板进行建模，将有限元模型预测的结果

与用高阶夹层理论计算得到的结果进行了比较，但

并未进行试验研究。徐胜今等［14］基于一阶剪切理论

提出了一种正交各向异性蜂窝夹层板的等效分析方

法，得到了工程常数和密度，解决了国际上公认的大

型有限元程序不能直接计算蜂窝夹层板动、静力学

问题的难题。赵金森［15］提出了 Y 模型对蜂窝夹芯板

进行了研究，通过力学分析推导出夹芯的等效力学

参数，用能量法研究正六边形蜂窝夹芯板的面内力

学参数，并对力学参数进行了数值模拟，得出了测量

铝蜂窝夹层板的弯曲刚度和剪切刚度的方法，总结

了静态等效、动态等效、三明治理论等几种铝制蜂窝

板的等效方法。MALEK 等［16］研究了周期六边形蜂

窝在广泛范围的相对密度和细胞几何形状下的弹性

行 为 ，并 确 定 了 其 理 论 的 准 确 性 。 EIPAKCHI
等［17‐18］提出一种具有可调泊松比的蜂窝芯层复合圆

柱壳非线性频率的解析方法，并基于 Gibson 等效方

法改变蜂窝层几何参数在负、零和正的泊松比范围

内获得具有超材料性能的复合材料结构。基于该理

论提出了一种分析蜂窝芯层和泊松比可调组合梁在

轴向载荷作用下线性和非线性振动的分析方法，结

果表明，采用蜂窝状结构后，结构的质量显著降低，

而频率基本保持不变或增大。KARIMIASL 等［19］根

据 Gibson 蜂窝等效理论确定消磁芯的材料性能，确

定了石墨烯血小板增强复合材料（GPLRC）外皮和

嵌入压电层的补体芯在热磁电载荷作用下的非线性

振动行为，并将数值结果与公开文献中可用的结果

进行比较来验证本公式。上述文献均验证了 Gib‐
son 蜂窝等效理论的准确性以及实用性。

由于 ACHCSP 通常具有较大的厚度，因此无法

忽略结构中产生的剪切变形，大多数学者对于中厚

板，常使用剪切变形理论对其进行研究。REDDY
等［20‐21］提出了一种改进的高阶剪切变形理论，确定

了弹性板的固有频率和屈曲载荷，得到了简支板的

精确解，并更精准地预测了固有频率和屈曲载荷。

HANNA 等［22］提出了一种针对厚板的高阶理论，当

板特别厚时为板厚提供了一种额外的自由度，实际

上是消除了过校正，并证明了该理论对中厚板是足

够精确的。MEUNIER 等［23］提出了一种基于 RED‐
DY 精化高阶剪切变形理论的分析方法，利用弹性 ‐
黏弹性原理得出了复合夹层板的固有频率和阻尼损

耗因子。NAYAK 等［24］基于 REDDY 高阶剪切变形

理论，采用连续质量矩阵确定了泡沫芯层三明治板

的固有频率。钟阳等［25］以胡海昌方程为基础，利用

辛几何中的分离变量和本征函数展开的方法求出了

各项同性中厚板自由振动的精确解。MANTARI
等［26］考虑了横向剪切应变在板厚上的分布，提出了

一种夹层复合材料板壳高阶剪切变形理论，并给出

了简支边界条件下圆柱壳和球壳的静力和动力计算

结果。NATARAJAN 等［27］基于高阶剪切变形理论

研究了夹层功能梯度（FGM）板的弯曲振动，讨论了

位移随厚度的变化规律。段铁城等［28］提出了一种具

有统一高阶剪切变形模型的中面位移模式，建立了

变分自洽的高阶厚板理论，理清了不同转角表示时

板理论之间的相关关系。荣万崇［29］基于高阶剪切变

形理论研究了带金属外层的多黏弹性层纤维增强复

合材料板的线性和非线性振动特性，并通过试验验

证了理论结果的准确性。李晖等［30］采用高阶剪切变

形理论研究了带金属外层的多黏弹性层纤维增强层

合板的动力学特性，但其材料主要用于减振方面，相

较于 ACHCSP 材料刚度较低，因此本文与其研究内

容具有较大区别。CHESHMEH 等［31］采用高阶剪
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切变形理论分析了 FG‐CNTRC 矩形板在不同温度

分布和边界条件下的屈曲和振动行为。JIN 等［32］采

用 REDDY 高阶剪切变形理论研究了复合材料层合

板和圆形板在复杂弹性边界约束下的自由振动特

性。王壮壮等［33］基于三阶剪切变形理论分析了 FG‐
GRC 矩形板屈曲和弯曲力学行为过程中的差异。

LI 等［34］基于高阶剪切变形理论对简支边界条件下

功能梯度板自由振动进行了分析。

学术界对于全复合蜂窝夹芯板仍未建立一套行

之有效的动态特性分析方法。并且目前大多数的研

究主要集中在单一材料的复合板中，对于复合材料

蜂窝夹层复合板的研究也以金属结构的研究为主，

使用高阶剪切变形理论研究全复合蜂窝夹芯板动态

特性的很少。由于全复合蜂窝夹芯板的众多优点，

其在工程实际上的应用越来越广泛。针对上述问

题，本文以碳纳米管/短纤维蜂窝为芯层，纤维增强

复合板为面板的三明治板为研究对象，考虑复合材

料面板层的各向异性，以及蜂窝芯层材料参数无法

准确计算的困难，基于 Gibson 等效弹性模量理论对

蜂窝芯层进行处理，利用高阶剪切理论建立理论模

型，并通过能量法和正交多项式法对结构的动态特

性进行求解；同时为了验证所提方法的正确性，以

ACHCSP 为研究对象，制备了试验样件，并搭建试

验平台，通过试验证明本文理论的可行性。本文所

提出的计算方法具有结果准确、计算速度快、适用性

广等优点，对工程实践具有指导和参考性价值。

1　基于高阶剪切变形理论的ACHCSP
动态特性分析

本节以 ACHCSP 为研究对象，基于高阶剪切变

形理论建立了理论模型，建立了该层合板的动力学

方程，采用能量法分层计算不同材料层的动能和应

变能，进而得到该层合板的总应变能和总动能，利用

正交多项式法求解其固有频率和模态。

1. 1　ACHCSP的理论建模

本文在基于高阶剪切变形理论求解全复合蜂窝

芯层三明治板的固有频率和模态时，主要基于以下

假设：

（1）夹芯结构在中间平面上是对称的；

（2）厚度方向的法向应力可以忽略不计；

（3）各层之间完美结合，粘结剂的质量忽略

不计。

基于上述假设，在使用高阶剪切变形理论时可

以认为层合板各层之间不发生相对滑移，从而使纤

维层与蜂窝层之间的位移连续。

所建立的模型如图 1 所示。首先将其中面作为

参考平面建立 xoy坐标系。纤维方向与整体坐标系

x轴方向的夹角为 θ，板长为 b，板宽为 a，板厚为 h，

纤维板厚度为 hf，蜂窝板厚度为 hc。图 1 中的 1 代表

纤维方向，2 代表纤维横向，3 代表垂直于 1‐2 平面的

方向。纤维增强复合板平行和垂直于纤维方向的弹

性模量分别为 E1 和 E2，1‐2 平面内截切弹性模量为

G12，12 方向的泊松比为 ν12，21 方向的泊松比为 ν21。

其中，蜂窝层单元壁长为 lc，壁厚为 tc，蜂窝层单元角

度为 αc。

首先对上、下纤维薄板进行理论建模，由于上、

下纤维板属于薄板仍可使用经典层合板理论对其进

行 建 模 ，因 此 ACHCSP 的 纤 维 层 位 移 场 可 以 表

示为：

图 1 ACHCSP 理论模型的几何结构

Fig. 1 Geometric structure of ACHCSP theoretical model

2352



第  10 期 许　卓，等： 全复合蜂窝夹芯板动态特性分析

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

u f ( x，y，z，t )= u0 ( x，y，t )- z
∂w 0 ( x，y，t )

∂x

v f ( x，y，z，t )= v0 ( x，y，t )- z
∂w 0 ( x，y，t )

∂y
w f ( x，y，z，t )= w 0 ( x，y，t )

（1）

引入 ψx和 ψy，简化上述位移场公式：
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式中，ϕx、ϕy为轴向偏转距离［14］。

简化位移场公式如下：
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ACHCSP 的应力‐应变关系可以表示为［21］：
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式中，ε1、ε2、ε3 和 ε4、ε5、ε6 分别表示 x、y、z方向的线应

变以及剪应变，其中 ε0、ε1、ε2表示如下：
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通过上式可以推断出 ACHCSP 的应力‐应变关

系为：
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式中，σ1和 σ2分别为 x和 y方向上的应力；σ4、σ5、σ6分

别为 yz、xz、xy方向上的应力；εi对应不同方向上的

应变。

对于上、下纤维板，式（6）中的元素可以表示为：

Q 11 = E f1

1 - ν f12 ν f21
，

Q 12 = ν f12E f2

1 - νf12 νf21
= ν f21E f1

1 - ν f12 ν f21
，Q 44 = G 23，

Q 21 = ν f12E f2

1 - ν f12 ν f21
= ν f21E f1

1 - ν f12 ν f21
，Q 66 = G 12，

Q 55 = G 13 （7）
式中，Ef1和 Ef2分别为纤维层沿纤维方向和垂直纤维

方向的弹性模量；Gf12、Gf13和 Gf23分别为平面内各个

方向的剪切弹性模量；ν f12、ν f21 分别为 1、2 方向的泊

松比。

由于纤维材料与板的主轴方向往往存在一定的

夹角，此时使用应力 ‐应变转轴公式可以推导出第 k
层的应力‐应变关系如下：
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式中，Q̄ ij为偏轴刚度系数， 其表达式为：

Q̄ 11 = Q 11 cos4θk + 2Q 12 sin2θk cos2θk +
4Q 66 sin2θk cos2θk + Q 22 sin4θk，

Q̄ 12 = (Q 11 + Q 22 - 4Q 66) sin2θk cos2θk +
Q 12(sin4θk + cos4θk)，

Q̄ 22 = Q 11 sin4θk + 2Q 12 sin2θk cos2θk +
4Q 66 sin2θk cos2θk + Q 22 cos4θk，

Q̄ 16 = (Q 11 - Q 12 - 2Q 66) sin θk cos3θk +
(Q 12 - Q 22 + 2Q 66) sin3θk cos θk，

Q̄ 26 = (Q 11 - Q 12 - 2Q 66) sin3θk cos θk +
(Q 12 - Q 22 + 2Q 66) sin θk cos3θk，

Q̄ 66 = (Q 11 + Q 22 - 2Q 12 - 2Q 66) sin2θk ⋅
cos2θk + Q 66 (sin4θk + cos4θk)，

Q̄ 44 = Q 44 cos2θk + Q 55 sin2θk，
Q̄ 45 = (Q 55 - Q 44) sin θk cos θk，
Q̄ 55 = Q 44 sin2θk + Q 55 cos2θk （9）

式中，θk为第 k层纤维层夹角。
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纤维层的应变能以及动能如下式所示：

UF = 1
2 (∫A∫- h f

2

0

∑
i= 1

6

σFi εFidzdA+

)∫A∫0

h f

2 ∑
i= 1

6

σFi εFidzdA （10a）

TF = 1
2
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∫A∫- h f

2

0

ρF ( )∂w
∂t

2

dzdA+

ù

û

ú
úú
ú∫A∫0

h f

2
ρF ( )∂w

∂t

2

dzdA （10b）

式中，σFi和 εFi分别为纤维层的应力和应变；w为 z方
向位移；t为时间；ρF为纤维层板的密度；A为层合板

的面积。

1. 2　ACHCSP蜂窝层等效

由于蜂窝芯层厚度较大，引入高阶剪切变形理

论建立理论模型，并通过等效方法将其等效为单层

板，继而通过能量法计算复合板的固有频率。

根据图 1 能够看到蜂窝单元的基本结构。

根据高阶剪切变形理论，考虑到厚板的剪切应

变问题，确定蜂窝层的位移场如下：

uv ( x，y，z，t )= u0 ( x，y，t )+ Hϕx ( x，y，t )-
4z3

3h2

∂w ( x，y，t )
∂x ，

vv ( x，y，z，t )= v0 ( x，y，t )+ Hϕy ( x，y，t )-
4z3

3h2

∂w ( x，y，t )
∂x ，

wv ( x，y，z，t )= w 0 ( x，y，t ) （11）
式中，H为高阶项系数，H= z- 4z3/ ( 3h2 )。

蜂窝层中的蜂窝单元为正六边形，通过 Gibson
等效方法将蜂窝层等效为单层板，等效后其相关的

参数也发生改变［35］。

ρ c = tc
lc

⋅ ( 1 + η ) ρ s

( η+ cos θ ) sin θ
（12）

式中，ρc 为等效后材料的密度［13‐14］；ρs 为等效前材料

的密度。

ì
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î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

E c
1 = E s ·

t 3
c

l 3 · cos θ
( )η+ sin θ sin2θ

E c
2 = E s ·

t 3
c

l 3 · ( )η+ sin θ
cos3θ

（13）

式中，tc为六角蜂窝单元细胞壁的厚度；λ暂时取为 1；
η=2l2/l1，其中 l1、l2 为 1、2 方向壁长；E c

1、E c
2 分别为

1、2 方向上的杨氏模量［13‐14］。

G c
12 = E s( tclc )

3

⋅ ( η+ sin θ )
η2 ( 1 + η/4 ) cos θ

（14）

式中，G c
12 为 12 方向上的剪切模量［13‐14］。

νc
12 = cos2θ

( )β+ sin θ sin θ
（15）

式中，νc
12 为等效后 12 方向上的泊松比；β为表征蜂窝

形状的常数。

利用等效后的参数可以通过应力 ‐应变关系求

出等效后蜂窝板的应变能及动能。

根据高阶剪切变形理论，蜂窝层的应变能及动

能分别为：

UV = 1
2 (∫A∫0

hv
2 ∑
i= 1

6

σvi εvidzdA+∫A∫
- hv

2

0

∑
i= 1

6

σvi εvidzdA )
（16a）

TV=
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0
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2
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hv
2
ρV ( )∂w

∂t

2

dzdA

（16b）
式中，ρV 为蜂窝层密度。

蜂窝夹层板的总应变能和动能可以表示为：

{U= UF + UV

T= TF + TV
（17）

1. 3　ACHCSP动态特性求解

上节中计算出了 ACHCSP 整体的动能以及应

变能，通过动能和应变能可以求解 ACHCSP 的固有

频率。

假设层合板中面层的振动位移可以表示为：

w 0 ( x，y，t )= eiωtW ( ξ，η ) （18）
式中，ξ为正交多项式参数。

根据 Rayleigh‐Ritz 法，将中面位移表示为：

u0 = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

amn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

v0 = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

bmn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

w 0 = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

cmn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

ϕx = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

dmn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

ϕy = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

emn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt ) （19）

式中，M、N为 Rayleigh‐Ritz 法求解时的截断系数；

amn、bmn、cmn、dmn、emn为待定参数；ω为板的固有频率；

Pm（ξ）和 Pn（η）为正交特征多项式，具体表达式如下：

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

P 1 ( τ )= ϕ ( τ )
P 1 ( η )= φ ( η )
P 2 ( ζ )= ( )ζ- B 2 P 1 ( ζ )，ζ= τ，η

Pk ( ζ )= ( )ζ- Bk Pk- 1 ( ζ )-
Ck Pk- 2 ( ζ )，k> 2

（20）

2354



第  10 期 许　卓，等： 全复合蜂窝夹芯板动态特性分析

纤维层的应变能以及动能如下式所示：
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式中，σFi和 εFi分别为纤维层的应力和应变；w为 z方
向位移；t为时间；ρF为纤维层板的密度；A为层合板

的面积。

1. 2　ACHCSP蜂窝层等效

由于蜂窝芯层厚度较大，引入高阶剪切变形理

论建立理论模型，并通过等效方法将其等效为单层

板，继而通过能量法计算复合板的固有频率。

根据图 1 能够看到蜂窝单元的基本结构。

根据高阶剪切变形理论，考虑到厚板的剪切应

变问题，确定蜂窝层的位移场如下：

uv ( x，y，z，t )= u0 ( x，y，t )+ Hϕx ( x，y，t )-
4z3

3h2

∂w ( x，y，t )
∂x ，

vv ( x，y，z，t )= v0 ( x，y，t )+ Hϕy ( x，y，t )-
4z3

3h2

∂w ( x，y，t )
∂x ，

wv ( x，y，z，t )= w 0 ( x，y，t ) （11）
式中，H为高阶项系数，H= z- 4z3/ ( 3h2 )。

蜂窝层中的蜂窝单元为正六边形，通过 Gibson
等效方法将蜂窝层等效为单层板，等效后其相关的

参数也发生改变［35］。

ρ c = tc
lc

⋅ ( 1 + η ) ρ s

( η+ cos θ ) sin θ
（12）

式中，ρc 为等效后材料的密度［13‐14］；ρs 为等效前材料

的密度。
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式中，tc为六角蜂窝单元细胞壁的厚度；λ暂时取为 1；
η=2l2/l1，其中 l1、l2 为 1、2 方向壁长；E c

1、E c
2 分别为

1、2 方向上的杨氏模量［13‐14］。

G c
12 = E s( tclc )

3

⋅ ( η+ sin θ )
η2 ( 1 + η/4 ) cos θ

（14）

式中，G c
12 为 12 方向上的剪切模量［13‐14］。

νc
12 = cos2θ

( )β+ sin θ sin θ
（15）

式中，νc
12 为等效后 12 方向上的泊松比；β为表征蜂窝

形状的常数。

利用等效后的参数可以通过应力 ‐应变关系求

出等效后蜂窝板的应变能及动能。

根据高阶剪切变形理论，蜂窝层的应变能及动

能分别为：

UV = 1
2 (∫A∫0
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2 ∑
i= 1
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式中，ρV 为蜂窝层密度。

蜂窝夹层板的总应变能和动能可以表示为：

{U= UF + UV

T= TF + TV
（17）

1. 3　ACHCSP动态特性求解

上节中计算出了 ACHCSP 整体的动能以及应

变能，通过动能和应变能可以求解 ACHCSP 的固有

频率。

假设层合板中面层的振动位移可以表示为：

w 0 ( x，y，t )= eiωtW ( ξ，η ) （18）
式中，ξ为正交多项式参数。

根据 Rayleigh‐Ritz 法，将中面位移表示为：

u0 = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

amn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

v0 = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

bmn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

w 0 = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

cmn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

ϕx = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

dmn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt )，

ϕy = ∑
m= 1

M

∑
n= 1

N

emn Pm ( ξ ) Pn ( η ) sin (ωt ) （19）

式中，M、N为 Rayleigh‐Ritz 法求解时的截断系数；

amn、bmn、cmn、dmn、emn为待定参数；ω为板的固有频率；

Pm（ξ）和 Pn（η）为正交特征多项式，具体表达式如下：
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P 1 ( τ )= ϕ ( τ )
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P 2 ( ζ )= ( )ζ- B 2 P 1 ( ζ )，ζ= τ，η

Pk ( ζ )= ( )ζ- Bk Pk- 1 ( ζ )-
Ck Pk- 2 ( ζ )，k> 2

（20）

式中，Bk和 Pk为系数参数；ϕ ( τ )和 φ ( η )为正交的特

征多项式，其表达式如下：

Bk =
∫

0

1

W ( ζ ) [ ]Pk- 1 ( ζ )
2
ζdζ

∫
0

1

W ( ζ ) [ ]Pk- 1 ( ζ )
2
dζ

；

Ck =
∫

0

1

W ( ζ ) Pk- 1 ( ζ ) Pk- 2 ( ζ ) ζdζ

∫
0

1

W ( ζ ) [ ]Pk- 2 ( ζ )
2
dζ

；

ϕ ( τ )= τ f ( 1 - τ )g，φ ( η )= ηr ( 1 - η )s；
ζ= τ，η；τ= x/a；η= y/b （21）

式中，W（ξ）为权函数系数，在正交化的过程中通常

取为 1；f、g、r、s与纤维增强板的边界条件有关，本文

纤维增强板边界条件为悬臂，则 f=2，g=r=s=0。
将式（21）代入式（17）中，令 sin（ωt）=1和 cos（ωt）=

1，即可得到含有待定 Rayleigh‐Ritz 参数的最大势能

Umax和最大动能 Tmax：

{Umax = U max
F + U max

V

Tmax = T max
F + T max

V
（22）

定义能量函数：

L= Tmax - Umax （23）
将纤维增强板能量函数对待定系数求导可得：

∂L
∂amn

= ∂L
∂bmn

= ∂L
∂cmn

= ∂L
∂dmn

= ∂L
∂emn

= 0；

m= 1，2，⋯，M； n= 1，2，⋯，N （24）
求解能量方程的最小待定参数，得到广义特征

值问题，可得到：

(K- ω2M ) q= F （25）
式中，K为刚度矩阵；ω为固有频数；M为质量矩阵；

q为广义向量；F为力矩阵。随后使 q的系数矩阵的

行列式值为 0，即能够求得复合蜂窝夹层板的固有

频率。

2　试验验证 ACHCSP的动态特性

本节主要通过试验来验证本文计算方法的可行

性，主要内容包括试验样件的制备、试验测试平台的

搭建与测试，结果对比与验证 3 个部分。验证了所

提基于高阶剪切变形理论的正确性。

2. 1　ACHCSP样件制备

制备包括上、下面板以及蜂窝芯层，图 2 给出了

ACHCSP 的具体制作流程。结构中的上、下纤维板

由正交纤维层铺设并以树脂为基体制备得到，纤维

铺层方式为［0°/90°］21。蜂窝芯层由 CR17 玻璃纤

维/碳纳米管增强树脂基溶液充分混合后通过六角

蜂窝模具浇注而成，具体步骤如下：

首先，取适当 IN2 导流树脂以及质量分数为

10% 的 TX‐10 乳化剂加入烧杯中并混合均匀，将烧

杯置于 40 ℃水浴加热锅中并以 500 r/min 的速度搅

拌 30 min，直至将树脂中气泡全部排出。

然后，使用电子天平分别量取树脂溶液质量分

数 0.5% 的碳纳米管和 CR17 玻璃纤维，将两种增强

体加入正在搅拌的溶液中继续以 500 r/min 的速度

搅拌 30 min，直至增强体与树脂基体混合均匀。

接着，使用天平量取质量分数为 30% 的 AT 30
慢速固化剂加入混合均匀的玻璃纤维/碳纳米管增

强树脂基溶液中，继续在 40 ℃ 水浴加热下搅拌

5 min，使固化剂与树脂基溶液充分混合。

最后，将充分混合的玻璃纤维/碳纳米管增强树

脂基溶液置于事先预热好的真空干燥箱中做真空排

泡处理，干燥箱温度为 80 ℃，真空度为 10-4 Pa。
经上步骤后，将排泡处理后的混合溶液缓慢浇

入六角蜂窝硅胶模具中进行铸模，静置 15~24 h 后

脱模。其中，蜂窝层厚度为 20 mm，蜂窝单元壁长为

15 mm，蜂窝单元壁厚为 5 mm。

将制备完成的蜂窝芯通过胶膜与上、下层纤维

板粘结，粘结前保证表面无冷凝水并按照蜂窝层大

小进行裁剪并进行粘结。粘结后，放置热箱中在

150 ℃下固化 30 min 后即可得到 ACHCSP。该种结

合方式能够满足高阶剪切变形理论所需要的假设

条件。

通过相应的方式辨识所得制备的全复合蜂窝夹

芯板几何参数及材料参数如表 1 所示，试验所辨识

的材料参数以及结构的几何参数与后续理论计算所

使用的几何参数和材料参数保持一致。

2. 2　测试系统及测试过程

图 3 给出了所搭建的 ACHCSP 动态特性测试

系统，被测 ACHCSP 的约束方式为悬臂，测试系统

主要由便携式 LMS SCADAS 数据采集仪、PCB 

图 2 ACHCSP 具体制作流程图

Fig. 2 Specific production flow chart ACHCSP
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353B15 加速度传感器、PCB 086C01 模态力锤以及

LMS Test.Lab 移动工作站组成。测试前首先确定

夹持部分长度为 40 mm，然后将被测 ACHCSP 分别

沿着长度和宽度方向进行 10 等分和 5 等分，并对每

个测点进行标号。接着，分别将 PCB 加速度传感器

粘贴于试验件的 17 号与 50 号测点上，其中 17 号与

50 号测点的布置位置见图 3。

测试结构固有频率时，采用多点激励多点响应

的方法，使用模态力锤分别对 ACHCSP 上的各点进

行激励。（1） 设置测试带宽为 0~3000 Hz； （2）分辨

率为 0.5 Hz ；（3）添加窗函数为 Hanning 窗。

为保证数据的准确性，各点在测试过程中需要

进行 3 次有效激励。图 4 给出了 3 个不同测点敲击

所得的频响函数。

2. 3　试验结果对比验证

为验证所提模型的正确性，将获得的 ACHCSP
固有频率以及模态与计算结果进行对比，表 2 给出

了其理论固有频率、试验固有频率以及两者的误差

与模态形式。

从表 2 中可以看出，试验所获得的前 5 阶固有频

率与理论计算固有频率误差在 1.03%~8.73% 之

间，均处于误差允许范围之内。出现前 2 阶误差较

小，高阶误差增大可能是多种原因共同作用的结果。

复合材料存在材料非线性和几何非线性的现象，但

由于本文试验是利用力锤作为激励两点采集，多点

激励的测试方式而非振动台或激振器作为振源的连

续激励方式，因此此处无法判断是否为材料非线性

或者几何非线性产生的影响。但产生这种现象的原

因可能是多种的，比如：随着模态阶次的升高，振动

响应的幅值变小，环境中的轻微变化也可能引起较

大的计算误差。另外在试验过程中，测试结果可能

会受到温度、空气阻尼、传感器校准误差等多方面因

素的影响。但在本文数学模型的计算过程中忽略了

纤维层间的摩擦的影响，未考虑复合材料离散效应

的影响，也未考虑残余应力的影响，因此也会导致误

差的产生。综合上述种种因素，本文理论与试验的

误差在允许的范围内，并且误差的跳动也处于合理

范围内，因此能够验证本文所提理论模型的正确性。

图 4 ACHCSP 3 次敲击测试频响图

Fig. 4 The frequency‐response diagram of ACHCSP 
triple-impact test

图 3 ACHCSP 试验测试场地图

Fig. 3 The experimental testing site diagram for ACHCSP

表 2 试验与理论固有频率与模态形式

Tab. 2 Experimental and theoretical natural frequencies 
and modal forms

模态

阶次

1 阶

2 阶

3 阶

4 阶

5 阶

理论

固有

频率/
Hz

186.7

486.2

910.8

1675.5

2712.6

试验

固有

频率/
Hz

181.3

481.2

831.3

1821.8

2505.4

误差

2.89%

1.03%

8.73%

8.03%

7.63%

理论振型 试验振型

表 1 ACHCSP几何参数及材料参数

Tab. 1 Geometric parameters and material parameters of ACHCSP

板层类型

TC300 碳纤维/树脂基纤维板

CR17 短玻璃纤维/碳纳米管

增强树脂基六角蜂窝芯层

长度/mm
200

200

宽度/mm
120

120

厚度/mm
3

20

E1/GPa
15

12

E2/GPa
5

1.2

G12/GPa
1.6

1

ν12

0.4

0.1

密度 ρ/(kg‧m−3)
1600

1500
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3　不同参数对 ACHCSP 动态特性的

影响

由于不同结构参数以及材料参数对 ACHCSP
的动态特性均存在影响，本节分别讨论了不同纤维

板厚度、不同蜂窝单元壁厚以及不同蜂窝单元壁长

对 ACHCSP 板动态特性的影响。在讨论不同参数

对 ACHCSP 动态特性的影响时，蜂窝层厚度均为

20 mm。整体长度和宽度均为 200 mm 和 120 mm，

并且保持不变。

3. 1　纤维板厚度对动态特性的影响

在讨论 ACHCSP 不同纤维板厚度对其固有频

率的影响时，由于纤维板由多层各向异性的纤维层

正交铺设而成，为不改变纤维层的结构，本节分别取

21 层、31 层、41 层纤维层铺设的纤维板，以改变纤维

板厚度来讨论其对 ACHCSP 固有频率的影响。另

外，蜂窝单元壁长均为 15 mm，蜂窝单元壁厚均为

5 mm。不同纤维板厚度下 ACHCSP 的固有频率如

表 3 所示。

由表 3 可知，在纤维铺层角度为［0°/90°］s 的情

况下，随着 ACHCSP 中纤维板厚度的不断增大，其

前 5 阶固有频率不断增大，当每层纤维厚度不变而

只改变纤维层数时，其总厚度发生的变化如图 5 所

示，导致结构的刚度显著增大，而又因为纤维增强结

构密度小的特点，质量增大不明显，因此导致了上述

现象的出现。这也从侧面说明了纤维板厚度增大对

ACHCSP 结构中刚度变化起主导作用。

3. 2　蜂窝单元壁厚对动态特性的影响

不同蜂窝壁厚对 ACHCSP 的固有频率也有一

定程度的影响，因此本节分别选取蜂窝壁厚为 2、3、

5 mm 进行讨论。其中纤维层铺层均为 21 层，厚度

均为 2.94 mm，蜂窝层壁长均为 15 mm。ACHCSP
的固有频率变化如表 4 所示。

由表 4可知，随着蜂窝单元壁厚的增大，ACHCSP
的固有频率明显降低，这主要是由于在蜂窝层中，结

构的壁厚增大对刚度的影响很小，相应的质量却明

显增大。如图 6 所示，随着蜂窝壁厚的增大，其蜂窝

层的质量显著增大，此时质量的增大对固有频率变

化起主导作用，因此其固有频率会随之降低。

3. 3　蜂窝单元壁长对动态特性的影响

相同尺寸下，不同蜂窝单元壁长会影响六角蜂

图 6 蜂窝单元壁厚增大对蜂窝层的影响

Fig. 6 Influence of increasing wall thickness of honeycomb 
cell on honeycomb layer

图 5 纤维层数增加引起的纤维板厚度变化

Fig. 5 Variation of thickness of fiber panel caused by 
increasing number of fiber layers

表 3 不同纤维板厚度下 ACHCSP的固有频率

Tab. 3 Natural frequencies of ACHCSP under different 
thicknesses of fiber panel

模态阶次

1 阶

2 阶

3 阶

4 阶

5 阶

固有频率/Hz
2.94 mm

186.7
486.2
910.8

1675.5
2712.6

4.34 mm
224.1
562.3

1086.9
1744.8
2967.6

5.74 mm
255.7
609.2

1199.1
1986.8
2991.1

表 4 不同蜂窝单元壁厚下 ACHCSP的固有频率

Tab. 4 Natural frequencies of ACHCSP under different 
wall thicknesses of honeycomb cell

模态阶次

1 阶

2 阶

3 阶

4 阶

5 阶

固有频率/Hz
2 mm
243.4
607.5

1203.4
2056.2
3261.7

3 mm
216.9
550.1

1067.2
1878.9
3020.1

5 mm
186.7
486.2
910.8

1675.5
2712.6
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窝芯中蜂窝单元的个数，这同样会对结构的固有频

率 产 生 影 响 ，本 节 讨 论 了 不 同 蜂 窝 单 元 壁 长 对

ACHCSP 固有频率的影响。其中纤维层铺层均为

21 层，蜂窝厚度均为 2.94 mm，蜂窝单元壁厚均为

5 mm。结果如表 5 所示。

表 5 中的数据表明，随着蜂窝单元壁长的增大，

ACHCSP 的固有频率随之增大，这主要是由于随着

蜂窝单元壁长的增大，在 ACHCSP 总体几何尺寸不

变的情况下，中间蜂窝层的质量会显著降低，如图 7
所 示 。 此 时 质 量 相 较 于 刚 度 起 主 导 作 用 ，因 此

ACHCSP 板的固有频率会增大。

3. 4　纤维层弹性模量对动态特性的影响

前文讨论了几何参数对 ACHCSP 固有频率的

影响，但材料参数对其固有频率也存在影响。本节

讨论了不同纤维层弹性模量对 ACHCSP 固有特性

的影响。其中纤维铺层为 21 层，蜂窝厚度均为

2.94 mm，蜂窝单元壁厚均为 5 mm，蜂窝单元壁长

均为 15 mm。固有频率变化如表 6 所示。

表 6 中的数据表明，ACHCSP 固有频率随着纤

维层弹性模量的增大而增大，这可能是由于纤维层

弹性模量的增大导致其刚度矩阵增大，因此 ACHC‐
SP 表现出固有频率增大的特性。

4　结　论

本文基于高阶剪切变形理论建立了 ACHCSP
理论模型，使用正交多项式法对 ACHCSP 固有频率

进行了求解。制备试验样件通过试验对比验证了本

文所提理论模型的准确性，其试验与理论计算所得

的固有频率误差在 1.03%~8.73% 之间，且计算的

模态形式与试验结果基本一致，证明了本文所提理

论模型可以用于预测 ACHCSP 结构的固有频率以

及模态。

（1） 随着上、下纤维板厚度的增大，ACHCSP
固有频率呈现出不同程度的降低，但对其模态影响

较小，由此可知纤维板厚度的增大会导致其刚度显

著增大，从而使其固有频率升高。

（2） 随着蜂窝单元壁厚的增大，ACHCSP 固有

频率逐渐降低，以 1 阶固有频率为例，当蜂窝单元壁

厚从 2 mm 增大到 5 mm 时，其固有频率从 243.4 Hz
降低至 186.7 Hz，这是因为随蜂窝壁厚的增大其质

量增大，此时质量矩阵起主导作用，因此 ACHCSP
固有频率降低。

（3） 随着蜂窝单元壁长的增大，ACHCSP 固有

频率呈现出增大的趋势，这是由于蜂窝单元壁长增

大，在不改变整体尺寸的情况下蜂窝层质量显著降

低，导致质量矩阵作用降低，固有频率升高。

（4） 随着纤维层弹性模量的增大，ACHCSP 固

有频率升高，这主要是因为纤维层弹性模量增大导

致纤维层刚度矩阵增大，因此固有频率升高。
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