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共旋框架下二维柔性多体动力学分析策略

季 奕 1，2， 伍 洋 3，4， 张慧敏 5， 孙光辉 1

（1.哈尔滨工业大学自主智能无人系统工信部重点实验室， 黑龙江  哈尔滨  150001； 
2.北京理工大学飞行器动力学与控制教育部重点实验室， 北京  100081； 3.中物院高性能数值模拟软件中心， 
北京  100088； 4.北京应用物理与计算数学研究所， 北京  100088； 5.北京宇航系统工程研究所， 北京  100005）

摘要: 针对具有强非线性和大范围运动的柔性多体系统，建立了一种精确且高效的动力学分析策略。在共旋坐标系下对柔性

体进行动力学建模，再利用一种优化复合方法对建立的数学模型进行求解。由于动力学模型建立在共旋坐标系下，因此现有

的先进线性空间单元可以被直接使用，从而大幅降低计算成本。此外，为了准确地计算动力学响应，本文使用了一种优化复合

方法，并以最小化局部截断误差为目标对算法参数进行优化设计。优化后的复合方法具有二阶精度、无条件稳定性和可控数

值耗散。最后，本文对一些经典的柔性多体系统进行计算。结果表明：在相同的精度下，与目前流行的基于绝对节点坐标公式

和 Generalized‑α 方法的动力学分析策略相比，本文策略具有显著的效率优势。
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Abstract: This paper proposes an accurate and efficient solution strategy for analyzing dynamic responses of flexible multibody sys‑
tems. In the proposed strategy， flexible structures are modeled in the corotational frame， then the discrete mathematical model is 
solved by an optimized composite method. Due to the introduction of the corotational frame， some advanced linear elements can be 
directly employed， dramatically decreasing computational costs. For accurately calculating dynamic responses， an optimized three-

sub-step composite method is developed wherein algorithmic parameters are optimized for minimizing local truncation errors. The 
optimized composite method achieves second-order accuracy， unconditional stability， and controllable stability. Some classical flex‑
ible dynamic systems are solved in this paper， and numerical results show that compared to the currently popular solution strategy 
based on the absolute nodal coordinate formulation and the Generalized- α method， under the same computational accuracy， our 
strategy has great superiorities in efficiency.

Keywords: multibody dynamic；flexible multibody systems；corotational frame；parameters optimization；composite method

具有强非线性、大变形、大转动和大量自由度的

柔性多体系统在航空航天、机械制造等领域广泛存

在［1‑2］。由于此类动力学系统的复杂性，通常无法找

到对应的解析解，目前基于有限单元法和时间积分

方法的数值求解策略占主导地位。

一般来说，多体系统中的柔性部件可以在浮动

坐标系、惯性坐标系和共旋坐标系下进行建模。浮

动坐标系源于刚体动力学，随后扩展到小变形问
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题［3］，目前在对柔性多体的建模上仍具有较大的局

限性。对于柔性多体建模，惯性坐标系具有广泛的

应用，可以通过几何精确公式（geometric exact for‑
mulation， GEF）或绝对节点坐标公式（absolute nod‑
al coordinate formulation， ANCF）来实现。几何精

确公式最初是由 SIMO［4］提出的，在过去几十年间，

一些基于几何精确公式的先进梁［5］、板/壳［6］单元被

陆续提出。但是，由于在截面大转动上描述的冗余

性限制了几何精确法在柔性多体系统建模领域的发

展。为了解决这些限制，绝对节点坐标法被提出。

绝对节点坐标公式最早出现在 SHABANA［7］的工作

中，与几何精确法不同的是，绝对节点坐标法不再将

有限旋转作为节点坐标，而是使用绝对位移和全局

斜率作为单元坐标。利用单元形状函数和节点坐标

在全局坐标系中定义了有限元上各质点的位置和变

形。总之，几何精确法和绝对节点坐标法都能够准

确地分析柔性结构的大范围运动。但是，当问题局

限于小应变和有限转动时，惯性坐标系不如共旋坐

标系简便。

共旋坐标系［8‑11］来源于连续介质力学把刚体运

动 从 整 体 运 动 中 分 离 出 来 ，该 概 念 首 先 因

WEMPNER［8］、BELYTSCHKO 等［9］提出。共旋坐

标系的关键思想是利用一个局部坐标系从总运动中

提取纯变形，该坐标系随每个单元平移和旋转，但不

随单元变形。由于共旋坐标系中单元的纯变形较

小，因此可以使用几何线性有限元公式计算共旋坐

标系中的单元刚度矩阵和内力矢量，进一步通过将

单元刚度矩阵和内力矢量从共旋坐标系到全局坐标

系的一致变换来考虑几何非线性效应。由于共旋坐

标系不依赖于几何线性单元类型，因此可以使用大

量现有的具有鲁棒性和高精度的几何线性单元，并

将其扩展到共旋坐标系的几何非线性分析中。

对于空间离散后系统的动力学响应分析，时间

积分方法是一种非常有用的数值工具［12‑13］，其中一

些方法，比如 Newmark 方法和后向差分公式，已经

在许多商业软件得到广泛使用。时间积分方法最

初是用来求解由常微分方程（ordinary differential 
equation， ODE）控制的结构动力学系统。为了追

求更高的精度和效率，在经典时间积分方法的基础

上发展了一些更先进的时间积分方法，包括参数

法［14‑15］、保能量法［16‑17］、配点法［18‑19］等。由于参数法

具有二阶精度、耗散可控等优点，且易于实现，因此

很自然地被推广到多体系统领域。目前，General‑
ized‑α 方法［14， 20］作为参数方法的一种，已经被广泛

地用于求解多体系统。此外，为了精确地计算转动

变量，学者们还构造了 Lie‑Generalized‑α 方法［21］。

由于参数方法的动力学平衡方程仅满足于广义的

时间点，而不是时间离散点，因此他们的加速度精

度只有一阶。

为了解决这一问题，学者们提出了复合方法。

这类方法首次出现在 BANK 等［22］的工作中，然后由

BATHE 等［23］进行概念化。复合方法的思想是将不

同的时间积分方法有效地组合在一个时间步长中，

同时提高了精度、效率和稳定性。更重要地是，复合

方法在离散的时间点上严格满足动力学平衡方程。

目前已经发展出一些性能较好的复合方法，包括

WEN 方法［24］、KIM 方法［25］、TTBIF［26］等。在这些复

合方法中，文献［27‑28］提出的 TTBIF 在精度上具

有显著的优势。

在此背景下，本文为柔性多体系统开发了一种

基于共旋坐标系和 TTBIF 的动力学响应求解策略。

数值试验表明，相比当前流行的基于绝对节点坐标

系和 Generalized‑α 方法建立的求解策略，本文策略

在精度和效率上均具有明显优势。

1　共旋框架下柔性多体动力学方程

柔性多体动力学建模主要研究梁、板、壳的柔性

多体模型，而梁作为最简单、最常见的一种柔性多体

模型在工程领域广泛存在。在此背景下，本文主要

研究共旋框架下基于二维梁单元的柔性多体动力学

方程。

无论采取哪种坐标系对柔性多体进行建模，对

应的动力学行为都可以利用如下微分代数方程进行

描述：

ì
í
î

ïï

ïïïï

F I( )q，q̇，q̈ + Φ T
q ( )q λ + FE ( )q = Q ( )t

Φ ( )q，t = 0
（1）

式中，q 为广义坐标向量，包括平动和转动变量；FI

为惯性力；FE 为弹性力；Φ（q，t）为包含运动和几何

约束的向量；Φ T
q（q，t）为向量 Φ（q，t）关于 q 求导的

矩阵；λ 为拉格朗日乘子；Q（t）为外部激励项。采用

不同坐标系，式（1）中 FI和 FE的构造方式是不同的，

下面介绍共旋框架下基于一般二维梁单元柔性多体

系统动力学方程的建立。

共旋坐标系的核心是利用一个局部坐标系从总

运动中提取纯变形。如图 1 所示，为了描述一个梁

模型在平面的运动，首先对每个单元建立一个随单

元进行平动和转动的局部坐标系 xLOLyL，并规定：坐

标原点 OL 位于梁单元左节点 1；xL 沿着梁单元两节

点连线，由节点 1 指向节点 2。β 和 β0为当前构型和

初始构型下 xL轴与 xG轴的夹角；α=β-β0。
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几何线性的梁单元在全局坐标系 xGOGyG 下的

广义坐标向量为：

q = [ u1 w 1 θ1 u2 w 2 θ2 ]
T

（2）
式中，ui、wi和 θi（i=1，2）分别为节点 i沿 xG方向的变

形量、沿 yG 方向的变形量和截面转角。对应其在局

部坐标系 xLOLyL下的广义坐标向量为：

qL = [ ū θ̄1 θ̄2 ] T
（3）

式中，ū=lc−l0，θ̄1=θ1−β，θ̄2=θ2−β，其中 lc和 l0分别

表示当前和初始时刻的梁长。

共旋坐标法建模的核心就是建立式（2）和（3）中

的投影关系。对式（3）进行变分可得：

δqL = Bδq （4）
式中，B 为二者之间的投影矩阵，对应的元素为：

B =
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úb1

b2

b3

=
é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-c - s 0 c s 0
- s lc c lc 1 s lc -c lc 0
- s lc c lc 0 s lc -c lc 1

  （5）

其中：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

c = cos β = ( )x2 + u2 - ( )x 1 + u1

lc

s = sin β = ( )y2 + w 2 - ( )y1 + w 1

lc

（6）

式中，xi（i=1，2）分别为节点 i 在完成刚体转动后在

全局坐标系下的坐标。

梁单元的弹性势能为：

V = δqT FE = δqT
L FE，L = δqT BT FE，L （7）

式中，FE 和 FE，L 分别为全局和局部坐标系下的弹

性力。

因为式（7）对任意 δq 均成立，因此可以得到 FE

和 FE，L之间的关系为：

FE = BT FE，L （8）
其中：

FE，L = [N M 1 M 2 ]
T

（9）
式中，N、M1和 M2分别表示轴力、节点 1 和 2 的弯矩。

梁单元的动能为：

K = 1
2
é
ë
êêêê ù

û
úú∫ l0

A ρ( )u̇2
G + ẇ 2

G dl +∫ l0

Iρ θ̇ 2
G dl （10）

式中，A ρ 和 Iρ 分别表示单位长度质量和转动惯量；

l为梁长。

进一步地将 u̇G、ẇG 和 θ̇G 关于 x 的表达式代入

式（10），积分后可得矩阵形式的动能表达式，即

K = 1
2 q̇TT T M LTq̇ （11）

其中，旋转矩阵 T 的表达式如下：

T =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

úc s 0 0 0 0
- s c 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 c s 0
0 0 0 - s c 0
0 0 0 0 0 1

（12）

局部坐标系下质量矩阵 M L 的表达式如下：

M L = M L，1 + M L，2 （13）
其中：

M L，1 = Iρ

30l0

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú0 0 0 0 0 0
0 36 3l0 0 -36 3l0

0 3l0 4l 2
0 0 -3l0 - l 2

0

0 0 0 0 0 0
0 -36 -3l0 0 36 -3l0

0 3l0 - l 2
0 0 -3l0 4l 2

0

（14）
M L，2 =

A ρ l0

420

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê
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û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
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ú

ú

ú

ú

ú140 m 1 0 70 -m 1 0
m 1 156 22l0 m 2 54 -13l0

0 22l0 4l 2
0 0 13l0 -3l 2

0

70 m 2 0 140 -m 2 0
-m 1 54 13l0 m 2 156 -22l0

0 -13l0 -3l 2
0 0 22l0 4l 2

0

（15）
m 1 = 21θ̄1 - 14θ̄2，m 2 = 14θ̄1 - 21θ̄2 （16）

由此可得梁单元的惯性力为：

F I = d
dt

∂K
∂q̇

- ∂K
∂q

（17）

本文利用 Newton 迭代方法求解非线性微分代

数方程（1）。与常微分方程的求解类似，式（1）中第

一行表达式里惯性力 FI 和弹性力 FE 关于状态变量

q、q̇ 和 q̈ 的求导可定义为切线质量矩阵、切线阻尼矩

阵和切线刚度矩阵，即

M = ∂F I

∂q̈
（18）

C = ∂F I

∂q̇
（19）

K = ∂FE

∂q
+ ∂F I

∂q
（20）

图 1 共旋坐标系下的梁单元

Fig. 1 Beam element in the corotational coordinate system
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此外，式（1）中约束方程 Φ（q， t）关于状态变量

q、q̇ 和 q̈ 的求导可见后文。

2　基于复合方法的时域求解公式

针对由常微分方程控制的结构动力学系统，

与现有的时间积分方法相比，TTBIF 在位移、速

度和加速度的计算方面均展现出优势。在这种情

况下，本工作计划将 TTBIF 拓展到动力学行为更

加复杂的由微分代数方程控制的柔性多体系统。

本节对 TTBIF 的时间步进格式和算法参数进行

描述。

在 TTBIF 中，一个时间步［t，t+γΔt］被划分成

3 个部分，分别为［t，t+ γΔt］、［t+ γΔt，t+2γΔt］和

［t+2γΔt，t+Δt］，如图 2 所示。

前 2 个分步为了最大程度保留重要的低频信

息，均采用梯形法则（trapezoidal rule， TR），对应的

位移、速度和加速度之间的假设关系如下：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

q t + γΔt = q t + 1
2 γΔt ( )q̇ t + q̇ t + γΔt

q̇ t + γΔt = q̇ t + 1
2 γΔt ( )q̈ t + q̈ t + γΔt

（21）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

q t + 2γΔt = q t + γΔt + 1
2 γΔt ( )q̇ t + γΔt + q̇ t + 2γΔt

q̇ t + 2γΔt = q̇ t + γΔt + 1
2 γΔt ( )q̈ t + γΔt + q̈ t + 2γΔt

（22）

为了能够过滤掉由于空间离散等引入的虚假高

频信息，最后一个分步使用四点欧拉后向插值格式，

对应的时间步进方程为：

ì
í
î

ïï

ïïïï

q t+ Δt = q t + Δt ( )θ0 q̇ t + θ1 q̇ t+ γΔt + θ2 q̇ t+ 2γΔt + θ3 q̇ t+ Δt

q̇ t+ Δt = q̇ t + Δt ( )θ0 q̈ t + θ1 q̈ t+ γΔt + θ2 q̈ t+ 2γΔt + θ3 q̈ t+ Δt

（23）
从式（21）~（23）中可以看出，TTBIF 的数值性

能完全由 5 个算法参数控制，分别为：γ、θ0、θ1、θ2

和 θ3。

首先利用一些基本数值性能建立部分算法参数

之间的关系，包括：

①二阶精度，即局部截断误差［12］σ=A（ωΔt）- 
Aexact（ωΔt）=O（Δt2），其中 A（ωΔt）表示 TTBIF 的数

值 传 递 矩 阵 ，解 析 传 递 矩 阵 的 表 达 式 为 ：

Aexact（ωΔt）=exp（-ωΔt）；

②可控高频耗散：即谱半径 ρ（ωΔt→ ∞）= ρ∞，

ρ∞为人为引入的算法参数，取值区间为［0， 1］，其中

谱半径 ρ［12］的定义为 TTBIF 特征根模的最大值，即

ρ=max|λi|≤1（i=1，2，3）；

③ 无条件稳定性：即谱半径 0≤ ρ（0≤ ωΔt≤
∞）≤1。

利用上述三个条件，可以得到如下参数关系，即

θ3 = 4γθ0 - 3γ + 1
ρ∞ γ - 3γ + 2 （24）

θ2 = 2γ ( )θ0 + θ3 - 1 - 2θ3 + 1
2γ

（25）

θ1 = 4γ ( )1 - θ0 - θ3 + 2θ3 - 1
2γ

（26）

θ0 =
4c2 + c1 2 ( )ρ∞ + 1 c3

4c3
（27）

其中：

c1 = -2 + 5γ - 3γ2 - ρ∞ γ + ρ∞ γ2 （28）
c2 = (2 + 2γ - 11γ2 + 3γ3)+
          2ρ∞ (1 - 3γ + 3γ2 + γ3)+ γ2 ρ2

∞ (1 - γ)（29）
c3 = 8 (2 - 4γ + γ2 + ρ∞ γ2) （30）

进一步，以最小化局部截断误差为优化目标确

定最后一个算法参数 γ。根据二阶精度的要求，TT‑
BIF 的 局 部 截 断 误 差 表 达 式 变 为 σ =s0（γ，ρ∞）。

O（Δt3）+s1（γ，ρ∞）O（Δt4）+ ⋯ +sm（γ，ρ∞）·

O（Δtm+3），其中 si（i=0，1，2，3，⋯）为关于 γ 和 ρ∞的

函数。为了最大化计算精度，这里利用∂s0（γ，ρ∞）/
∂γ=0 找到 s0的最小值，从而建立 γ 和 ρ∞的关系，即

γ = - 32
41297 ρ5

∞ + 19
5493 ρ4

∞ - 155
19434 ρ3

∞ +

         502
32711 ρ2

∞ - 1022
27201 ρ∞ + 577

1599 （31）

下面介绍共旋框架下基于 TTBIF 在一个时间

步 t→t+γΔt→t+2γΔt→t+Δt内求解式（1）的流程。

步骤 1：假设 xt+γΔt=  xt，进一步利用式（21）预测

τ=t+γΔt时刻的速度和加速度。

步骤 2：计算 τ=t+ γΔt 时刻动力学方程（1）的

残余向量，即

G = [G 1 G 2 ]
T

（32）
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

G 1 = F I( )q τ，q̇ τ，q̈ τ + Φ T
q ( )q τ λ + FE ( )q τ - Q ( )τ

G 2 = 4
γ2 Δt 2 Φ ( )q τ，τ

（33）
第二个等式中，4/（γ2Δt2）为额外引入的系数。系数

4/（γ2Δt2）的引入既不破坏原有动力学方程的平衡条

图 2 TTBIF 的动力学响应求解思想

Fig. 2 Diagram of TTBIF for solving dynamic response
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件，同时可以抵消掉雅可比矩阵求解中由于∂q/∂q̈=
（γ2Δt2）/4 引入的系数，从而保证雅可比矩阵的所有

元素均为时间步长 Δt的零次幂。

步骤 3：计算 τ=t+γΔt时刻修正量，即

Jx = G，x = [Δq̈ Δλ ] T
（34）

其中：

J =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

ú∂G 1

∂q̈
∂G 1

∂λ

∂G 2

∂q̈
∂G 2

∂λ

（35）

∂G 1

∂q̈
=

|

|

|
||
|
|
|é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú

M + γ2 Δt 2

4 ( )K + ∂Φ T
q

∂q
λ + γΔt

2 C
τ

，

∂G 1

∂λ
= Φ T

q | τ，
∂G 2

∂q̈
= Φ q| τ，

∂G 2

∂λ
= 0 （36）

步骤 4：对 xt+γΔt进行修正，即

x t + γΔt = x t + γΔt + Δx （37）
将式（37）代入步骤 2，若残量不满足精度要求，则对

步骤 2~4 进行循环，否则进入下一个分步。

步骤 5：假设 xt+2γΔt=  x t+γΔt，进一步利用式（22）
预测 τ=t+2γΔt时刻的速度和加速度。

步骤 6：计算 τ=t+2γΔt 时刻动力学方程（1）的

残余向量，对应的表达式同式（32）和（33）。

步骤 7：计算 τ=t+2γΔt 时刻修正量，对应的表

达式同式（34）~（36）。

步骤 8：对 xt+2γΔt进行修正，即

x t + 2γΔt = x t + 2γΔt + Δx （38）
将式（38）代入步骤 6，若残量不满足精度要求，则对

步骤 6~8 进行循环，否则进入下一个分步。

步骤 9：假设 xt+Δt=xt+2γΔt，进一步利用式（23）预

测 τ=t+Δt时刻的速度和加速度。

步骤 10：计算 τ=t+ Δt 时刻动力学方程（1）的

残余向量，其中 G2的表达式变为：

G 2 = 1
θ 2

3 Δt 2 Φ (q τ，τ ) （39）

步骤 11：计算 τ=t+ Δt 时刻修正量，其中 ∂G 1/
∂q̈ 的表达式变为：

∂G 1

∂q̈
=

|

|

|
||
|
|
|é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú

M + θ 2
3 Δt 2( )K + ∂Φ T

q

∂q
λ + θ3 ΔtC

τ

（40）

步骤 12：对 xt+Δt进行修正，即

x t + Δt = x t + Δt + Δx （41）
将式（41）代入步骤 10，若残量不满足精度要求，则

对步骤 10~12 进行循环，否则进入下一个时间步。

从式（33）和（39）中可以看到，系数 4/（γ2 ∆ t2）和

1/（θ 2
3 ∆ t2）的引入可以确保雅可比矩阵的所有元素都

是 O（Δt0），从而避免了由于时间步长取值过小导致的

雅可比矩阵奇异性问题。此外，为了方便读者执行本

文提出的策略，图 3提供了 Co‑TTBIF的计算流程。

3　数值算例

本 节 利 用 2 个 算 例 来 验 证 本 文 策 略（记 为

Co‑TTBIF）在柔性多体系统动力学仿真中的优势。

作为对比，基于绝对节点坐标单元和共旋坐标单元

与 Generalized‑α 方法的组合求解策略也被考虑在本

节，分别记为 ANCF‑Gα 和 Co‑Gα。考虑到 TTBIF
在一个时间步长内包含 3 个分步，而 Generalized‑α
方法是单分步的。因此，在所有算例中，本文策略的

时间步长取为 ANCF‑Gα 和 Co‑Gα 的 3 倍。此外，

为了过滤柔性体空间离散引入的虚假振荡，所有策

略采用 ρ∞=0。

3. 1　自由下落单摆模型

首先考虑受重力作用下自由下落的柔性单摆模

图 3 Co‑TTBIF 的计算流程

Fig. 3 Step‑by‑step procedure of Co‑TTBIF
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型［29］，如图 4所示。物理参数假设为：摆长 L=1.2 m、

横 截 面 积 A=a×b=0.015×0.01=0.00015 m2、杨

氏 模 量 E=10 MPa、泊 松 比 ν =0.3、密 度 ρo=
5540 kg/m3。在本算例中，考虑 3 种求解策略，分别

是：（1）4 个考虑剪切变形的二维 ANCF 梁单元（12
个自由度）与 Generalized‑α 方法；（2）4 个考虑剪切

变形的二维共旋梁单元（6 个自由度）与 General‑
ized‑α 方法；（3）4 个考虑剪切变形的二维共旋梁单

元 与 TTBIF。 假 设 ∆ t（ANCF‑Gα）=10−4 s、∆ t

（Co‑Gα）=10−4 s和∆t（Co‑TTBIF）=3×10−4 s。参

考解由取更小∆t的 ANCF‑Gα 提供。

对于该保守系统，在当前初始条件下，系统的总

能量理论上恒为 0。图 5~7 提供了该模型的能量和

位移结果。从图 5 中可以看到，ANCF‑Gα、Co‑Gα

和 Co‑TTBIF 都较好地保守系统的能量。进一步，

从图 6 和 7 中可以看到：对于具有大转动的柔性多体

系统，ANCF‑Gα、Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 对动力学响

应都给出了准确的预测。

为了展示 Co‑TTBIF 在柔性多体系统动力学仿

真中的优势，图 8对 ANCF‑Gα、Co‑Gα 和 Co‑TTBIF
的 Newton 迭代次数和 CPU 时间进行了比较。从中

发现：（1）相同单元数下，共旋单元用更少的自由度

数实现了与 ANCF 单元相同的精度；（2）因为 TT‑
BIF 的动力学平衡方程严格满足时间离散点，而

Generalized‑α 方法的动力学平衡方程只在广义的时

图 8 ANCF‑Gα、Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 的迭代次数和 CPU
时间

Fig. 8 Number of iterations and CPU time of ANCF‑Gα， 
Co‑Gα and Co‑TTBIF

图 5 ANCF‑Gα、Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 的能量‑时间曲线

Fig. 5 Energy‑time curves of ANCF‑Gα， Co‑Gα and 
Co‑TTBIF

图 4 共旋坐标系下自由下落的柔性梁模型

Fig. 4 Free falling flexible beam model in the corotational 
coordinate system

图 6 ANCF‑Gα、Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 的位移‑时间曲线

Fig. 6 Displacement‑time curves of ANCF‑Gα， Co‑Gα and 
Co‑TTBIF

图 7 ANCF‑Gα、Co‑Gα和 Co‑TTBIF 的垂直位移‑水平位移

曲线

Fig. 7 Vertical displacement‑horizontal displacement of 
ANCF‑Gα， Co‑Gα and Co‑TTBIF
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间点满足，因此 TTBIF 更容易收敛，Newton 迭代次

数更少，计算量更小；（3）相同精度下，Co‑TTBIF 具

有显著的效率优势，相比当前流行的 ANCF‑Gα，大
约可以节约 95% 的计算量。

3. 2　受迫激励下的柔性悬臂梁模型

第二个算例考虑一个集中力作用下的柔性悬臂梁

模型［30］，如图 9所示，物理参数为：梁长 L0=10 m、横截

面积 A=a×b=0.25×0.5=0.125 m2、杨氏模量 E=
210 GPa、密度 ρ=7850 kg/m3。在悬臂梁的自由端受

到 正 弦 激 励 P=P0sin（ωt），其 中 P0=10 MN、ω =
50 rad/s。该悬臂梁模型利用 20个共旋梁单元进行空

间离散。Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 的时间步长分别取为

10−4 s和3×10−4 s，参考解由取更小∆t的Co‑Gα提供。

图 10 绘制了 Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 在自由端的

位移随时间的演化规律，Ref 表示参考解。图中给

出了两种求解策略的平均绝对误差（average abso‑
lute errors， AAE）。可以发现：这两种求解策略都

能较好地预测动力学响应，但 Co‑TTBIF 的精度更

高一些。图 11 比较了 Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 在自由

端的速度随时间的演化规律，可以发现由于柔性体

的空间离散导致速度中存在数值振荡，特别是在转

角的计算中。随着计算时间增加，相比 Co‑TTBIF，

Co‑Gα 的数值振荡更加剧烈。

进一步，为了讨论人工阻尼量对柔性多体系统

计算结果的影响，图 12 对比了 Co‑TTBIF 和 Co‑Gα
在不同 ρ∞取值下自由端速度的结果。数值结果显

示：随着耗散程度的逐渐降低，Co‑TTBIF 和 Co‑Gα
的数值震荡越来越剧烈。因此，在柔性连续体的动

力学仿真中，一定程度的数值耗散量是必备的，其可

以有效地过滤掉不需要的虚假信息。

为了进一步比较 Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 的效率，

图 13 给出了两种求解策略的 Newton 迭代次数和

CPU 时间。结果表明：在 Co‑TTBIF 比 Co‑Gα 略有

精 度 优 势 时 ，其 计 算 量 仅 为 Co‑Gα 的 1/8。
Co‑TTBIF 比 Co‑Gα 针对柔性多体采用了完全相同

的建模方式，但由于 TTBIF 的动力学平衡方程严格

满足时间离散点，导致其 Newton 迭代次数更少，计

算量显著低于 Generalized‑α 方法。

图 9 共旋坐标系集中力作用下的悬臂梁模型

Fig. 9 Cantilever beam model subjected to the concentration 
force in the corotational coordinate system

图 10 Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 的位移随时间的变化曲线

Fig. 10 Variation of displacement of Co‑Gα and Co‑TTBIF 
versus time

图 11 Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 的速度随时间的变化曲线

Fig. 11 Variation of velocity of Co‑Gα and Co‑TTBIF 
versus time

图 12 不同程度人工阻尼下 Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 的自由端

速度对比

Fig. 12 Comparison of free‑end speed of Co‑Gα and 
Co‑TTBIF for different amount of artificial damping

图 13 Co‑Gα 和 Co‑TTBIF 的迭代次数和 CPU 时间

Fig. 13 Number of iterations and CPU time of Co‑Gα and 
Co‑TTBIF
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综上所述，本节通过对两个具有大旋转和大变

形的柔性多体系统的动力学分析发现：与当前柔性

多体系统动力学分析领域广泛使用的求解策略

ANCF‑Gα 相比，本文提出的 Co‑TTBIF 在求解同

类动力学系统时具有可观的精度和效率优势。

4　结  论

本文针对柔性多体系统提出了一种共旋框架下

基于 TTBIF 的动力学分析策略，记为 Co‑TTBIF。

在本文策略中，柔性体的动力学模型被建立在共旋

坐标系下，因此任意先进的几何线性单元均可以被

使用，进而降低动力学方程的非线性程度。随后，利

用优化的复合方法 TTBIF 对建立的动力学模型进

行时域分析，在有效地过滤由于柔性体空间离散引

入的数值振荡的同时可以高精度地计算重要的低频

响应。与已有工作相比，本文的创新之处在于利用

共旋理论在保证动力学模型精度的前提下显著降低

模型自由度，同时利用复合型方法求解动力学模型，

在保证计算精度和人工可控阻尼的前提下有效降低

迭代次数，从而实现柔性多体系统动力学响应的精

确和快速仿真。

利用两个经典的柔性多体动力学模型分析了本

文策略 Co‑TTBIF 在处理这类具有强非线性和大范

围运动的动力学系统的表现。计算结果显示：与当

前流行的绝对坐标框架下基于 Generalized‑α 方法的

动力学求解策略（ANCF‑Gα）相比，在精度相近的前

提下，本文策略具有显著的效率优势。
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