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摘要：本文提出一种飞机吊架集中质量-弯曲梁模型，作为一种有效的模态降阶方法，用于吊架连续结构的振动特性分析。根

据吊架结构的周期性结构和实际工况下的受力特征，利用集中质量法将吊架结构简化为一个由 12个质量单元和 11段梁单元

串联而成的集中质量-弯曲梁模型，两个简支边界条件反映吊架-机翼前后吊点的真实约束。基于传递矩阵法建立了该模型的

传递方程及特征方程，运用参数灵敏度法对抗弯刚度不确定参数进行有效修正优化后，与有限元模型低阶固有频率对比，验

证了所建立的吊架集中质量-弯曲梁模型的有效性。在此基础上将发动机通过安装节与吊架 -发动机前后吊点连接作为基础

激励，建立了发动机-吊架集中质量-弯曲梁耦合模型，应用传递矩阵法研究了该耦合模型的固有频率与吊架结构在发动机起

飞、巡航和空慢工况下的振动响应，获得不同工况、不同时刻下吊架结构质量单元振动包络线和代表性质量单元的振动响

应，并通过与有限元对比进一步验证了本文模型的有效性，研究结果为吊架结构的减振设计提供了理论支撑。
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Abstract： In  this  paper， a  new  concentrated  mass-bent  beam  model  of  aircraft  pylon  is  proposed，which  is  an  effective  mode  reduction

method for the analysis of vibration characteristics of continuous structures of pylon. Firstly，according to the periodic structure and the stress

characteristics  of  pylon  structure  under  actual  working  conditions，pylon  structure  is  simplified  into  a  concentrated  mass-bent  beam  model

which consists of 12 mass elements and 11 beam elements in series by using the concentrated mass method. The two simply supported boundary

conditions reflect the true constraints of pylon-wing front and rear lifting points. The transfer equation and characteristic equation of the model

are  established  based  on  the  transfer  matrix  method.  After  using  the  parameter  sensitivity  method  to  correct  and  optimize  the  uncertain

parameters of bending stiffness，the effectiveness of pylon concentrated mass-bent beam model is verified by comparing with the lower order

natural frequencies of the finite element model. On this basis an engine is connected to the front and rear lifting points of pylon-engine through

the installation section as the basic excitation，and engine-pylon concentrated mass-bent beam coupled model is established. Transfer matrix

method is applied to study the natural frequency of the coupled model and the vibration response of pylon structure under the take-off，cruise

and flight idle conditions of the engine. The vibration envelope lines of pylon structure mass elements under different conditions and different

times  and the  vibration response  of  the  representative  mass  element  are  obtained.  In  addition， the  effectiveness  of  the  new model  is  further

verified by comparing with the finite element method. The research results provide theoretical support for the vibration reduction design of the

pylon structure.
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吊架结构作为发动机与机翼连接的主结构，主

要用于支承发动机，传递发动机的载荷。发动机的

振动经吊架结构传递至机身，强烈的振动不仅严重

影响飞机的工作状态和使用性能，还会降低了飞机

的平稳性与安全性，振动产生的噪声会影响乘客的

乘机舒适性 [1]。因此，研究飞机吊架结构振动特性具
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有重要的意义。

建立合理有效的吊架结构动力学模型是研究飞

机吊架结构设计的重要基础。BAKLANOV等 [2-4] 提

出了发动机-吊架-机身多耦合模型，估算发动机振动

引起的舱内噪声。许飞等 [5] 建立了发动机安装节-吊
架-机翼模型，用于分析发动机硬安装和软安装时安

装节结构的隔振效果。闫鹏嗣等 [6] 建立了变阻尼、

变刚度的发动机-吊架-机翼动力学系统，分析了变阻

尼、变刚度对系统振动传递率的影响。上述研究均

简单地将吊架结构整体作为一个集中质量考虑，利

用解析法分析发动机-吊架 -机身耦合系统的振动特

性，忽略了吊架结构不同部位的振动变化及关联

性。也有学者应用有限元分析方法将吊架结构的连

续系统离散化，来分析吊架结构动力学。GILIOLI等[7]

建立了一个非线性的发动机吊架结构有限元模型，

分析该模型的静态和动态动力学行为。陈熠等 [8] 建

立了吊架-机翼-机身全机动力学有限元模型，分析了

发动机振动载荷经吊架结构至机身的传递特性。宋

波涛等 [9] 建立了吊架结构等效模型，分析了吊架结

构在起飞、巡航、空慢工况下的减振效果。利用有

限元分析方法可以有效地解决吊架连续结构的动力

学问题，但必须建立其整体动力学模型，网格划分越

细涉及的吊架结构自由度数目越多，计算量越大。

传递矩阵法将连续周期性结构分解成若干易于

用矩阵形式表达力学特征的子结构，建立子结构状

态矢量传递模型，实现整个结构的求解 ,具有无需建

立系统整体动力学方程、建模灵活、计算量小等特

点，已被广泛应用于实际工程计算中[10-11]。文献 [12-16]
应用传递矩阵法解决弹性支承梁、框架结构、板、薄

壁结构和拱桥的静力学和动力学问题。HORNER等[17]

利用 Riccati传递矩阵法解决了边值问题，提高了传

递矩阵法的数值稳定性。

由于吊架结构具有显著的周期性结构特征，本

文利用集中质量法建立了吊架集中质量-弯曲梁模

型，基于传递矩阵法建立了该模型的传递方程。基

于吊架结构有限元模型分析，运用参数灵敏度方法

对吊架集中质量-弯曲梁模型的参数进行修正优

化。在此基础上，建立了发动机-吊架集中质量-弯曲

梁耦合模型，应用传递矩阵法研究耦合模型的固有

特性及吊架结构在起飞、巡航、空慢三种工况下的

振动响应，为吊架结构减振设计提供理论支撑。 

1    吊架集中质量-弯曲梁模型
 

1.1    吊架结构

吊架结构一般是由铝、钛或钢结构组成的盒式

梁构成，按连接方式可以分为：阻力支柱式结构、盒

式梁式结构及超静定式结构 [18]。

本文以某型号飞机吊架实际结构为原型，通过

查阅目标飞机结构设计手册 [19]，在吊架实际结构尺

寸和形状基础上，考虑吊架在工作状态下的受力特

征，对吊架实际结构进行测量，并建立了等比例吊架

结构三维模型。

选取的飞机吊架结构采用盒式梁式结构，吊架

结构由依次从左到右排列的 10块肋板、前上部梁、

后上部梁、下部梁和 1号肋板前侧的锥体组成。位

于 1号肋板前侧的锥体前端和 3号肋板的下侧突出

结构分别为吊架-发动机前后吊点。位于 4号肋板

与 10号肋板上侧的突出结构分别为吊架 -机翼前后

吊点，并且通过螺栓连接方向的不同对吊架结构进

行固定。吊架具体结构如图 1所示。 
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图 1　吊架结构

Fig. 1　Pylon structure
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1.2    模型建立

根据吊架的周期性结构形式和实际工况下受力

特征，并结合文献 [4-5]中将吊架结构三维模型简化

为二维模型的经验，采用集中质量法按照一定简化

规则将其连续分布质量集中并简化到吊架结构的某

些位置上，其简化规则与编号方式如下所述：

(1)基于吊架结构肋板的刚性和惯性较大的事

实，将吊架结构的 10块肋板近似抽象为 10个质量单

元，并将 10个质量单元依次从左到右编号为 3至 12。
(2)由于吊架结构的前上部梁、后上部梁和下部

梁具有弹性大、刚性小的特点，故将它们的质量集

中到吊架结构的 10块肋板上，并将其近似看作 9段

无质量的弯曲梁单元，用于第 3到第 12个质量单元

之间的连接。

(3)考虑到吊架 -机翼前后吊点、吊架 -发动机后

吊点质量较小，故将吊架-机翼前后吊点的质量分别

集中到吊架结构的 4号与 10号肋板上，吊架-发动机

后吊点的质量集中到吊架结构的 3号肋板上。

(4)由于 1号肋板前侧锥体是由 4个 T形梁组成

的弹性大、惯性大的结构，且其长度近似为两个肋

板之间距离的 2倍，故将 1号肋板前侧锥体结构简

化为两个质量单元与两段弯曲梁单元。考虑到锥体

最前端的吊架-发动机前吊点的连接结构质量较大

且与发动机相连传递振动，故将其中一个质量单元

集中到吊架-发动机前吊点连接结构的最大尺寸处，

将其编号为 1。另一个质量单元集中到吊架-发动机

前吊点与 1号肋板的中间处，将其编号为 2；第一段

弯曲梁单元用于连接第 1个质量单元与第 2个质量

单元，第二段弯曲梁单元用于连接第 2个质量单元

与第 3个质量单元。

(5)吊架结构不同部位对应简化后的各质量单元

分布于同一水平位置上，即吊架三维结构的中心线

上。由于 1号肋板前侧锥体结构相对于整个吊架结

构略向下倾斜，为了便于计算和简化模型，设 1号肋

板前侧锥体结构简化后的两个质量单元与肋板处简

化后的质量单元处于同一水平位置。

(6)简化后吊架结构的边界约束条件应与吊架结

构真实约束保持一致，受力情况应与吊架结构在实

际工况下所受载荷相同，由于吊架-机翼前后吊点的

功能是用于固定吊架结构 [19]，故将其简化为两个固

定简支点。

简化后的吊架结构由 12个质量单元和 11段梁

单元串联构建了集中质量-弯曲梁模型如图 2所示。

该模型有三个边界点，将第 1个质量单元的下端（吊架-

发动机前吊点）作为模型第一边界输入点，第 6个质

量单元的上端（吊架 -机翼前吊点）作为模型的第二

边界输入点，第 12个质量单元的上端（吊架 -机翼后

吊点）作为模型的边界输出点，且模型的边界输入点、

边界输出点均编号为 0，从左到右为模型传递方向。

mi(i = 1,2,3, · · · ,
11,12)

li

I

EI

假 设 每 个 质 量 单 元 的 质 量 为

，只产生垂向运动，并忽略其转动惯量。由于

实际工程应用中，吊架结构变形较小，故假设每段弯

曲梁单元为欧拉梁模型，只产生弯曲变形且不考虑

其质量和剪切变形，依据等比例吊架结构三维模型

测得相邻各质量单元之间的距离为梁单元长度 ，通

过计算吊架结构三维模型中 T形梁、上部梁及下部

梁的截面惯性矩 ，进而求出相邻质量单元之间的弯

曲梁单元的抗弯刚度 。
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图 2　吊架集中质量-弯曲梁模型

Fig. 2　Concentrated mass-bent beam model of pylon
 

由材料力学可知，1号肋板前侧锥体的 T形梁截

面形状如图 3(a)所示，其截面惯性矩为：

IT =
1
3

(Be3
1−bh3+ae3

2) （1）

肋板之间的矩形截面如图 3(b)所示，其截面惯

性矩为：

IR =
1

12
b2h3

2 （2）

经过对吊架结构三维模型的测量及计算，得到

的吊架集中质量-弯曲梁模型的初始参数值如表 1所

M = 244 kg L = 3.25 m

E = 103 GPa

示，其中吊架结构总质量 ，总长度 ，

弹性模量为 。 

1.3    吊架集中质量-弯曲梁模型传递方程

ZL
i ZR

i Z0
1

Z0
6 Z0

12

定义各质量单元连接处状态矢量 、 、 、

和 的形式均为：

Z =
[
Y Θ M Q

]T
（3）

Θ

ZL
i ZR

i

式中，Y、 、M、Q分别为该处状态矢量的最大位

移、角位移、内力矩和剪切内力； 、 分别为质量
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mi

Z0
1 m1

Z0
1 = ZL

1 Z0
6 m6

Z0
12 m12

Z0
12 = ZR

12

单元 的左端与右端状态矢量，上标 L、R分别表示

质量单元的左端和右端； 为质量单元 与第一边

界输入点的状态矢量且 ； 为质量单元 与

第二边界输入点的状态矢量； 为质量单元 与

边界输出点的状态矢量且 。

i mi i−1 li−1

i mi

i−1 li−1

将第 个质量单元 与第 段弯曲梁单元 从

模型中分离出来，求解第 个质量单元 左右两端状

态矢量的传递关系与第 段弯曲梁单元 左右端

状态矢量的传递关系，推导如下：

i mi i−1

li−1

第 个质量单元 的左右两端及第 段弯曲梁

单元 左右两端受力与运动情况如图 4所示。

mi由质量单元 左右两端的最大位移、角位移和

内力矩相等得：

YR
i = YL

i ，Θ
R
i = Θ

L
i，MR

i = ML
i （4）

mi由牛顿第二定律得质量单元 左右两端的受力

平衡条件为：

miÿi = QL
i −QR

i （5）

mi设质量单元 做简谐振动，其位移表达式为：

yi = Yisin(ωt) （6）

i mi联立式 (4)、 (5)和 (6)得，第 个质量单元 左右

两端状态矢量的传递关系为：
YR

i = YL
i

ΘR
i = Θ

L
i

MR
i = ML

i

QR
i = QL

i +miω
2Yi

（7）

写成矩阵形式为：
YR

i

ΘR
i

MR
i

QL
i

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

miω
2 0 0 1




YL
i

ΘL
i

ML
i

QL
i

 （8）

i−1 li−1根据材料力学可知，第 段弯曲梁单元 左

右两端的挠度和转角为：
Yi = Yi−1+Θi−1li−1+

MR
i−1l2

i−1

2EIi−1
+

QR
i−1l3

i−1

6EIi−1

Θi = Θi−1+
MR

i−1li−1

EIi−1
+

QR
i−1l2

i−1

2EIi−1

（9）

i−1 li−1由第 段弯曲梁单元 左右两端的力矩和受

力平衡条件得： ML
i = MR

i−1+QR
i−1li−1

QL
i = QR

i−1

（10）

i−1 li−1联立式 (9)和 (10)得 ， 第 段弯曲梁单元

左右两端状态矢量的传递关系为：


YL

i

ΘL
i

ML
i

QL
i

 =


1 li−1
l2
i−1

2EIi−1

l3
i−1

6EIi−1

0 1
li−1

EIi−1

l2
i−1

2EIi−1

0 0 1 li−1

0 0 0 1




YR

i−1

ΘR
i−1

MR
i−1

QR
i−1

 （11）
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(a) T形梁截面

(b) 矩形梁截面

(a) T-beam cross section

(b) Rectangular beam cross section
 

图 3　梁截面形状

Fig. 3　Beam cross-sectional shape
 
 
 

表 1　吊架集中质量-弯曲梁模型初始参数

Tab. 1　Initial  parameters  of  concentrated  mass-bent  beam

model of pylon
 

i 质量百分比/% li梁段长度 /m EIi/(N ·m)抗弯刚度

1 1.94 0.425 3.5×104

2 4.02 0.425 4.5×104

3 7.79 0.28 4.8×104

4 7.93 0.27 6.3×104

5 18.02 0.38 4.5×104

6 19.71 0.21 3.3×104

7 8.11 0.34 1.8×104

8 7.69 0.21 2.5×104

9 6.38 0.23 3.0×104

10 6.37 0.22 2.8×104

11 6.57 0.26 1.5×104

12 5.47 — —

mi

M
×100%注：质量百分比= 。

 

i

mi i−1 mi−1

由位移和内力的连续条件 [14]，建立第 个质量单

元 右端与第 个质量单元 右端状态矢量的

传递方程。

mi(i , 1,6)质量单元 的传递方程为：
ZR

2 = U2 ZR
1

· · ·
ZR

i = Ui ZR
i−1

· · ·
ZR

12 = U12 ZR
11

（12）

Ui(i , 1,6) i mi i−1

mi−1

式中， 为第 个质量单元 右端与第 个

质量单元 右端状态矢量的传递矩阵。

i mi

i−1 mi−1

Ui(i , 1,6)

由式 (8)和 (11)得，第 个质量单元 右端与第

个 质 量 单 元 右 端 状 态 矢 量 的 传 递 矩 阵

为：
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Ui =



1 li−1
l2
i−1

2EIi−1

l3
i−1

6EIi−1

0 1
li−1

EIi−1

l2
i−1

2EIi−1

0 0 1 li−1

ui
4,1 ui

4,2 ui
4,3 ui

4,4


（13）

ui
4,1 = miω

2 ui
4,2 = miω

2li−1 ui
4,3 =

miω
2l2

i−1

2EIi−1
ui

4,4 =

1+
miω

2l3
i−1

6EIi−1

式 中， ； ； ；

。

m1质量单元 左右两端的状态矢量传递方程为：

ZR
1 = U1 Z0

1 （14）

U1 m1式中， 为质量单元 左右两端的状态矢量传递矩

阵，其表达式如下：

U1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

m1ω
2 0 0 1

 （15）

m6

ZL
6 Z0

6

质量单元 为两端输入一端输出元件，两个输

入点的状态矢量为 和 ，定义输入点状态矢量为：

ZI,6 =
[
Y Θ ML

6 QL
6 M0

6 Q0
6

]T
=

E1 ZL
6 +E2 Z0

6 （16）

E1 =

[
I4

O2×4

]
E2 =

[
O4×2 O4×2

O2×2 I2

]
ZL

6 = Ul5 ZR
5

O I Ul5

l5

式中， ； ； ，

其中 表示元素为 0的矩阵， 表示单位矩阵， 为

弯曲梁单元 左右两端状态矢量的传递矩阵，其表达

形式如下：

Ul5 =



1 l5
l2
5

2EI5

l3
5

6EI5

0 1
l5

EI5

l2
5

2EI5

0 0 1 l5

0 0 0 1


（17）

m6所以，质量单元 输入与输出端的状态矢量传

递方程为：

ZR
6 = U6 ZI,6 = U6(E1Ul5 ZR

5 +E2 Z0
6) （18）

U6 m6式中， 为质量单元 输入与输出端的状态矢量传

递矩阵，其表达形式如下：

U6 =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0

m6ω
2 0 0 1 0 1

 （19）

联立式 (12)、(14)和 (18)得，吊架集中质量-弯曲

梁模型的传递方程为：

ZR
12 = U6−12

(
E1Ul5 ZR

5 +E2 Z0
6

)
即

U6−12 E1Ul5U1−5 Z0
1+U6−12 E2 Z0

6− ZR
12 = 0 （20）

U6−12 = U12U11U10U9U8U7U6 U1−5 = U5U4U3U2U1式中， ; 。

 

mi

Mi

θili−1
i−1

i−1

yi−1

yi

y

o x

θi−1
EIi−1

QLi ML

i

QR

MR QRi

ML

i
QLi R

 

图 4　受力与运动分析

Fig. 4　The force and movement analysis 

2    基于有限元分析的吊架集中质量 -
弯曲梁模型参数修正

 

2.1    吊架结构有限元分析

基于吊架结构在各种工况下所承受的载荷变

化、飞机重量及制造成本等多方面考虑，吊架结构

一般选用包括钛合金、特殊钢、因康镍合金等材料，

具体见飞机相关设计手册 [19]。本文选用钛合金为吊

架结构有限元模型的材料，密度 ρ = 4650 kg/m3，弹性

模量 E = 103 GPa，泊松比 μ = 0.33[20]。吊架结构有限

元模型如图 5所示，其中网格节点数为 52993，网格

单元数为 26210。
  

x
y

z

o
 

图 5　吊架结构有限元模型

Fig. 5　Finite element model of pylon structure
 

吊架通过吊架-机翼前后吊点处螺栓连接方向的

不同实现固定，其中吊架-机翼前吊点限制了吊架在

x、z方向的位移，后吊点限制了吊架在 y、z方向的位

移，将上述约束施加在吊架结构有限元模型对应接

触面上。应用 ANSYS Workbench的模态分析模块计

算吊架结构有限元模型的固有频率及振型。由于吊

架结构为具有无穷自由度的连续系统，影响系统振

动的是低阶固有频率，故提取吊架结构有限元模型

前 4阶固有频率，结果如表 2所示。
  

表 2　吊架结构有限元模型前 4 阶固有频率

Tab. 2　The  first  4-order  natural  frequencies  of  finite  element

model of pylon structure
 

阶数 有限元频率/Hz 振型描述

1 3.4855 弯曲振型

2 18.061 弯曲振型

3 32.382 弯曲振型

4 54.841 弯曲振型
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吊架结构有限元模型前 4阶固有频率对应的弯

曲振型如图 6所示。

  

(a) First order vibration mode (b) Second order vibration mode

(c) Third order vibration mode (d) Fourth order vibration mode

(a) 第1阶振型 (b) 第2阶振型

(c) 第3阶振型 (d) 第4阶振型
 

图 6　吊架结构有限元模型前 4 阶弯曲振型

Fig. 6　The  first  4-order  flexural  vibration  modes  of  finite

element model of pylon structure
  

2.2    吊架集中质量-弯曲梁模型固有特性

m6 ZL
6

Z0
6

基于质量单元 两个输入点的状态矢量 与

中表示位移的 2个元素相等的事实得：

E3 ZL
6 = E3 Z0

6 （21）

E3 =
[

I2 O2×2

]
式中， ，进一步有：

E3Ul5 U1−5 Z0
1−E3 Z0

6 = 0 （22）

联立式 (18)和 (20)得：

Uall Zall = 0 （23）

Uall =

[
U6−12 E1Ul5 U1−5 U6−12 E2 −I4

E3Ul5 U1−5 −E3 O2×4

]
6×12

Zall =


Z0

1

Z0
6

ZR
12


12×1

式 中， ，

。

吊架集中质量-弯曲梁模型边界条件为：
Z0

1 =
[
Y Θ 0 0

]T
Z0

6 =
[
0 Θ 0 Q

]T
ZR

12 =
[
0 Θ 0 Q

]T
Zall

Zall

Uall

将边界条件代入式 (21)可知 ， 中的第 3、 4、

5、7、9、11个元素为 0，从 去掉这些 0元素，并在

中去掉与这些 0元素对应的列得：

Ūall Z̄all = 0 （24）

则吊架集中质量-弯曲梁模型的特征方程为：

∆ =
∣∣∣Ūall

∣∣∣ = 0 （25）

将表 1吊架集中质量-弯曲梁模型初始参数代入

式 (25)，运用 MATLAB进行求解得到吊架集中质量-
弯曲梁模型的前 4阶频率如表 3所示。

从表 3可以看出，吊架集中质量 -弯曲梁模型的

第 3阶频率与有限元模型的相对误差为 15.509%，吊

架集中质量-弯曲梁模型的第 1阶、第 4阶的频率与

有限元模型对应的频率相对误差均大于 5%。

造成相对误差较大的原因在于吊架结构的前上

部梁、后上部梁、下部梁、1号肋板前侧锥体结构及

肋板的横截面积不同、截面惯性矩不同，对吊架结

构进行简化时，用弯曲梁单元的抗弯刚度代替吊架

结构的前上部梁、后上部梁、下部梁、1号肋板前侧

锥体结构及肋板的刚度，致使吊架集中质量-弯曲梁

模型中弯曲梁单元的抗弯刚度不能被精确估算，因

此需要对吊架结构集中质量-弯曲梁模型中弯曲梁

单元的抗弯刚度进行修正。 

2.3    吊架集中质量-弯曲梁模型参数修正

本文基于吊架结构有限元分析，选用灵敏度分

析方法对吊架集中质量-弯曲梁模型进行参数修正。

在参数修正过程中，弯曲梁单元的抗弯刚度是

影响该模型模态频率的主要参数，通过灵敏度分析

筛选待修正参数 [21]。吊架集中质量 -弯曲梁模型各

阶频率对参数的灵敏度系数为：

S =
∆ f j/ f j

∆EI i/EI i
（26）

f j

∆ f j ∆EI i

式中， 为吊架集中质量 -弯曲梁模型第 j阶频率 ；

为集中质量-弯曲梁模型第 j阶频率变化量；

为弯曲梁单元的抗弯刚度变化量。

给定参数微小变化 (2%)，通过式 (26)计算得到

吊架集中质量-弯曲梁模型各阶频率对参数的灵敏

度如图 7所示，纵坐标表示灵敏度系数的绝对值，其

值越大表明模型各阶频率对参数变化越敏感。

EI5

EI6 EI7

EI5 EI8 EI9

EI2 EI3 EI4 EI6

EI5 EI7 EI10

观察图 7可知 ， 弯曲梁单元的抗弯刚度 、

、 对吊架集中质量-弯曲梁模型的第 1阶频率

影响较大；弯曲梁单元的抗弯刚度 、 、 对

吊架集中质量-弯曲梁模型的第 2阶频率影响较大；

弯曲梁单元的抗弯刚度 、 、 、 对吊架集

中质量-弯曲梁模型的第 3阶频率较敏感；弯曲梁单

元的抗弯刚度 、 、 对吊架集中质量 -弯曲

 

表 3　吊架集中质量 -弯曲梁模型与有限元模型前四阶固有

频率对比

Tab. 3　Comparison  of  the  first  4-order  natural  frequencies  of

concentrated mass-bent beam model and finite element

model of pylon
 

阶数
f j

吊架集中质量-弯曲

梁模型频率 /Hz f fem
j

有限元模型

频率 /Hz
相对误差

百分比/%
1 3.701 3.4855 6.182
2 17.683 18.061 2.093
3 27.360 32.382 15.509
4 60.199 54.841 9.770∣∣∣ f j− f fem

j

∣∣∣
f fem

j

×100%注：相对误差百分比= 。
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EI2 EI3 EI4 EI5 EI6 EI7 EI8

EI9 EI10

梁模型的第 4阶频率影响最大。故选取弯曲梁单元

的 抗 弯 刚 度 、 、 、 、 、 、 、

和 为主要待修正参数。经过多次参数修正及

试算，得到修正后吊架集中质量-弯曲梁模型参数如

表 4所示。

将修正后吊架集中质量-弯曲梁模型参数代入

式（25）进行求解，得到修正后吊架集中质量-弯曲梁

模型的前 4阶固有频率如表 5所示，并与吊架结构

有限元模型的前 4阶固有频率进行对比，相对误差均

小于 5%，基本满足吊架结构动力学分析的工程要求。 

3    发动机 -吊架集中质量 -弯曲梁耦合

模型振动特性分析
 

3.1    发动机-吊架集中质量-弯曲梁耦合模型

本文在吊架集中质量-弯曲梁模型的基础上，把

发动机看作刚体结构，通过安装节与吊架-发动机前

后吊点连接，建立了发动机-吊架集中质量-弯曲梁耦

合模型，如图 8所示。

m0 y0

mi yi

k1 k2 m0 = 2000 kg k1 = k2 = 1×
106 N/m y0

设发动机质量为 ，发动机垂向振动位移为 ，

质量单元 垂向振动位移为 ，发动机前后安装节的

刚度分别为 、 ， 其中 ， , 
[6]，发动机垂向振动位移 由发动机垂向振

动载荷转换得到。

P0sin(Ωt)设发动机振动产生的垂向载荷为 ，由牛

顿第二定律可知：

P0sin(Ωt) = m0ÿ0 （27）

则发动机垂向振动位移为：

 

表 4　修正后吊架结构集中质量-弯曲梁模型参数

Tab. 4　Corrected parameters  of  concentrated mass-bent  beam

model of pylon
 

i 质量百分比/% li梁段长度 /m EIi/(N ·m)抗弯刚度

1 1.94 0.425 3.5×104

2 4.02 0.425 7.8×104

3 7.79 0.28 9.7×104

4 7.93 0.27 7.3×104

5 18.02 0.38 6.2×104

6 19.71 0.21 4.0×104

7 8.11 0.34 1.4×104

8 7.69 0.21 1.7×104

9 6.38 0.23 2.6×104

10 6.37 0.22 1.6×104

11 6.57 0.26 1.5×104

12 5.47 — —

mi

M
×100%注：质量百分比= 。

 

表 5　修正后吊架集中质量 -弯曲梁模型与有限元模型前

4 阶固有频率对比

Tab. 5　Comparison  of  the  first  4-order  natural  frequencies  of

corrected  concentrated  mass-bent  beam  model  and

finite element model of pylon
 

阶数
f j

修正后模型

频率 /Hz f fem
j

有限元模型

频率 /Hz
相对误差

百分比/%
1 3.552 3.4855 1.908
2 17.492 18.061 3.150
3 31.256 32.382 3.478
4 57.47 54.841 4.794
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图 7　吊架集中质量 -弯曲梁模型各阶固有频率对参数的

灵敏度

Fig. 7　The  sensitivity  of  each  order  natural  frequency  of

concentrated  mass-bent  beam  model  of  pylon  to  the

parameters
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图 8　发动机-吊架集中质量-弯曲梁耦合模型

Fig. 8　Coupled model of engine and concentrated mass-bent beam of pylon
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y0 = −
P0

m0Ω2
sin(Ωt) （28）

P0

基于文献 [9]实测发动机振动载荷谱数据，得到

发动机在起飞、巡航和空慢三种工况下产生的振动

载荷 如图 9所示：在起飞与巡航工况下，发动机依

靠低压转子 N1产生最大推力，振动载荷主要集中于

发动机低压转子 N1的转频及其倍频处，故取 N1转

频 57.120和 56.599 Hz为起飞与巡航工况下的特征

频率，对应的振动载荷分别为 9000和 7000 N；在空

慢工况下，发动机不产生推力，振动载荷主要集中于

高压转子 N2的转频处，故取 N2转频 256.805 Hz为

该工况下的特征频率，对应的振动载荷为 10000 N。
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图 9　不同工况下发动机振动载荷

Fig. 9　Engine vibration load under different working conditions
  

3.2    耦合模型固有频率

当发动机-吊架集中质量 -弯曲梁耦合模型受到

微扰动做自由振动时，即发动机垂向振动位移为零，

应用传递矩阵法建立的发动机-吊架集中质量 -弯曲

梁耦合模型自由振动时的传递方程、特征方程与吊

架集中质量-弯曲梁模型的传递方程式 (20)、特征方

程式 (25)表达形式一致，即发动机-吊架集中质量-弯
曲梁耦合模型自由振动时的传递方程为：

U6−12 E1Ul5 U1−5 Z0
1+U6−12 E2 Z0

6− ZR
12 = 0 （29）

发动机-吊架集中质量 -弯曲梁耦合模型自由振

动时的特征方程为：

∆ =
∣∣∣Ūall

∣∣∣ = 0 （30）

mi(i = 1,5)

但在发动机-吊架集中质量 -弯曲梁耦合模型做

自由振动时，质量单元 左右两端的最大位

移、角位移、力矩和受力满足如下新的关系：
YR

i = YL
i

ΘR
i = Θ

L
i

MR
i = ML

i

QR
i = QL

i −mÿi− k1yi

（31）

mi(i = 1,5)结合式 (31)，得质量单元 左右两端的

U1 U5传递矩阵 、 分别为：

U1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

u1
41 0 0 1

 （32）

u1
41 = m1ω

2− k1式中， 。

U5 =


1 l4

l2
4

2EI4

l3
4

6EI4

0 1
l4

EI4

l2
4

2EI4
0 0 1 l4

u5
41 u5

42 u5
43 u5

44


（33）

u5
41 = m5ω

2− k2 u5
42 = (m5ω

2− k2)l4 u5
43 =

(m5ω
2− k2)l2

4

2EI4
u5

44 = 1+
(m5ω

2− k2)l3
4

6EI4

式 中， ； ；  

； 。

将式 (32)、 (33)代入式 (30)，应用 MATLAB求解

发动机-吊架集中质量 -弯曲梁耦合模型前 4阶频率，

计算结果如表 6所示。
 
 

表 6　发动机-吊架集中质量-弯曲梁耦合模型固有频率

Tab. 6　Natural  frequencies  of  coupled  model  of  engine  and

concentrated mass-bent beam of pylon
 

阶数 ωk/Hz系统固有频率

1 16.074
2 23.815
3 51.862
4 62.827

 

由表 6可知，发动机-吊架集中质量-弯曲梁耦合

模型的前 4阶固有频率与目标发动机在起飞、巡航

及空慢状态下的特征频率不同，可以有效地避免共

振的产生。 

3.3    耦合模型的振动特性

Ω

当发动机垂向振动位移不为零时，发动机 -吊架

集中质量-弯曲梁耦合模型的质量单元将以发动机

的振动位移频率 进行振动，应用传递矩阵法求解

耦合模型的振动响应。

ẐL
i ẐR

i Ẑ0
1 Ẑ0

6 Ẑ0
12定义扩展状态矢量 、 、 、 和 的形式为：

Ẑ =
[

Y θ M Q 1
]

（34）

ẐI6以及扩展状态矢量 为：

ẐI6 = E4 ẐL
6 +E5 Ẑ0

6 （35）

E4 =

[
I4 O4×1

O3×4 O3×1

]
E5 =

[
O4×2 O4×3

O3×2 I3

]
式中， ;  。

mi(i = 1,5)

当发动机-吊架集中质量 -弯曲梁耦合模型做强

迫振动时，由牛顿第二定律可知，质量单元

左右两端的受力平衡条件为：

QR
i = QL

i −mÿi− k1yi+ k1y0 （36）

mi

结合式 (32)、 (33)和 (34)，建立耦合模型各质量

单元 的扩展传递方程为：
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

ẐR
1 = Û1 Ẑ0

1

ẐR
5 = Û5 ẐR

4

ẐR
6 = Û6 ẐI6

ẐL
6 = Ûl5 ẐR

5

ẐR
i = Ûi ẐR

i−1; i , 1,5,6

（37）

Û1 m1

Û6 m6

Ûl5 l5 Ûi

mi mi−1

式中， 为质量单元 左右两端扩展状态矢量的扩

展传递矩阵； 为质量单元 两端输入一端输出的

扩展传递矩阵； 为梁 的扩展传递矩阵； 为质

量单元 与 彼此右端扩展状态矢量的扩展传递

矩阵。

Û1 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

û1
4,1 0 0 1 F1

0 0 0 0 1

 （38）

û1
4,1 = m1Ω

2− k1 F1 = −
k1P0

m0Ω2式中， ; 。

Û5 =



1 l4
l2
4

2EI4

l3
4

6EI4
0

0 1
l4

EI4

l2
4

2EI4
0

0 0 1 l4 0

û5
4,1 û5

4,2 û5
4,3 û5

4,4 F2

0 0 0 0 1


（39）

û5
4,1 = m5Ω

2− k2 û5
4,2 = (m5Ω

2− k2)l4 û5
4,4 =

(m5Ω
2− k2)l2

4

2EI4
û5

4,4 = 1+
(m5Ω

2− k2)l3
4

6EI4
F2 = −

k2P0

m0Ω2

式 中， ； ；

； ； 。

Ûl5 =



1 l5
l2
5

2EI5

l3
5

6EI5
0

0 1
l5

EI5

l2
5

2EI5
0

0 0 1 l5 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


（40）

Û6 =


1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0

m6Ω
2 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

 （41）

Ûi =



1 li−1
l2
i−1

2EI i−1

l3
i−1

6EI i−1
0

0 1
li−1

EI i−1

l2
i−1

2EI i−1
0

0 0 1 l j 0
ûi

4,1 ûi
4,2 ûi

4,3 ûi
4,4 0

0 0 0 0 1


（42）

ûi
4,1 = miΩ

2 ûi
4,2 = miΩ

2li−1 ûi
4,3 =

miΩ
2l2

i−1

2EI i−1

ûi
4,4 = 1+

miΩ
2l3

i−1

6EI i−1

式 中， ； ； ；

。

由式 (37)得发动机 -吊架集中质量 -弯曲梁耦合

模型做强迫振动的扩展传递方程为：

Û6−12 E4Ûl5 Û1−5 Ẑ0
1+ Û6−12 E5 Ẑ0

6− ẐR
12 = 0 （43）

Û6−12 = Û12Û11Û10Û9Û8Û7Û6 Û1−5 = Û5Û4Û3Û2U1式中， ； 。

ẐL
6 Ẑ0

6 m6

ẐL
6 Ẑ0

6

由于 与 都是质量单元 的扩展状态矢量，

与 中表示位移的 2个元素相等即：

E6 ẐL
6 = E6 Ẑ0

6 （44）

E6 =
[

I2 O2×3

]
式中， 。

联立式 (43)与 (44)得：

Ûall Ẑall = 0 （45）

Ûall =

[
Û6−12 E4Ûl5 Û1−5 Û6−12 E5 −I5

E6Ûl5 Û1−5 −E6 O2×5

]
7×15

Ẑall =


Ẑ0

1

Ẑ0
6

ẐR
12


15×1

式 中， ；

。

由于耦合模型的边界条件为：
Ẑ0

1 =
[
Y Θ 0 0 1

]T
Ẑ0

6 =
[
0 Θ 0 Q 1

]T
ẐR

12 =
[
0 Θ 0 Q 1

]T
Ẑall

Ẑall

Ûall

可知 中的第 3、 4、 6、 8、 11、 13个元素为 0，

第 5、 10、 15个元素为 1，从 去掉这些已知元素 ，

并在 去掉 0元素对应的列，把元素为 1对应的列

移到等式 (45)右边，去掉式 (45)中的第 5行得：
¯̂Uall

¯̂Zall = − f （46）

f =



u1,5+u1,10+u1,15

u2,5+u2,10+u2,15

u3,5+u3,10+u3,15

u4,5+u4,10+u4,15

u6,5+u6,10+u6,15

u7,5+u7,10+u7,15


um,n Ûall

m n

式 中， ， 表 示 中 的 第

行、第 列元素。

Ẑall

ẐR
i (i = 1,2, · · · ,11,12)

求解式 (46)可得 中的边界状态矢量，由各质

量单元扩展传递方程式 (37)可得其余扩展状态矢量

，所以 ，发动机 -吊架集中质量 -

弯曲梁耦合模型中吊架结构质量单元的振动位

移为：

yi = Yisin(Ωt); i = 1,2, · · · ,11,12 （47）

Ω

通过 MATLAB编程计算式 (47)，得到吊架结构

质量单元在起飞、巡航与空慢工况下，即在特征频

率 为 57.120、56.599、256.805 Hz时，吊架结构质量

单元的振动包络线如图 10所示。

由图 10(a)、 (b)可知：吊架结构在起飞与巡航工

况下，在任意时刻观察，以第 6个质量单元为分界

点，其左右两侧质量单元均呈现出同步但反向的振

动包络线特性。由图 10(c)可知：在空慢工况下，吊

架结构的第 2个与第 8个质量单元的振动位移几乎

接近于 0，且与起飞及巡航工况下的振动位移差别较

大。由图 10(d)可知：在 t=2.5 s时，起飞工况下吊架

结构的振动位移要远大于巡航与空慢工况，且空慢
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状态下吊架结构的振动位移最小。观察图 10(a)、

(b)、 (c)、 (d)可以发现：在起飞、巡航及空慢工况下，

吊架结构第 6个与第 12个质量单元的振动位移为

0，满足吊架结构的边界条件；在 t=0.5 s与 t=1 s、t=1.5 s
与 t=2 s、 t=2.5 s与 t=3 s时刻下，吊架结构质量单元

振动包络线呈现近似上下对称的特点。

图 11(a)、(b)、(c)为起飞工况下，吊架结构第 2个

与第 8个质量单元的位移响应、速度响应及相图，由

图可知，吊架结构的每个质量单元的振动响应呈现

周期性特点， 第 2个质量单元的振动响应大于第

8个质量单元的振动响应，且任意时刻下第 2个质量

单元与第 8个质量单元的振动方向相反。
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图 11　第 2 个质量单元与第 8 个质量单元的响应与相图

Fig. 11　Response and phase portrait of the second and eighth mass elements
 

图 12(a)、 (b)、 (c)分别为发动机 -吊架集中质量 -

弯曲梁耦合模型与有限元模型中第 2个质量单元的

位移响应、速度响应及相图比较，由图可知，发动机-

吊架集中质量-弯曲梁耦合模型与有限元模型的计

算结果基本吻合，进一步验证了吊架集中质量-弯曲

梁模型的有效性。
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图 10　不同工况不同时刻下吊架结构质量单元振动包络线

Fig. 10　Vibration envelope lines of pylon structure mass elements under different conditions and different times
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图 12　两种模型中第 2 个质量单元的响应与相图的比较

Fig. 12　Comparison of the response and phase portrait of the second mass element in two models
 
 

4    结　论

为了研究飞机吊架结构的振动传递特性，本文

基于集中质量法建立了一种飞机吊架集中质量-弯
曲梁模型，应用传递矩阵法建立该模型的传递方程

及特征方程，利用参数灵敏度方法进行参数优化后

的吊架集中质量-弯曲梁模型与有限元模型的前 4阶

固有频率最大误差对比分析均小于 5%，对具有连续

无穷自由度的飞机吊架结构进行了有效的模态降

阶。进一步，本文将飞机发动机看作刚体结构，作为

基础激励振源，通过安装节与吊架-发动机前后吊点

连接，建立了发动机 -吊架集中质量 -弯曲梁耦合模

型，基于传递矩阵法求解该耦合模型的固有频率及

吊架结构质量单元在起飞、巡航及空慢工况下的振

动响应。

研究结果表明：发动机-吊架集中质量-弯曲梁耦

合模型的前 4阶固有频率与发动机在起飞、巡航及

空慢工况下的特征频率不同，避免了共振的产生。

在起飞工况下，吊架结构质量单元振动响应要远大

于巡航及空慢工况下的振动响应，吊架结构质量单

元振动包络线的两个峰值分别位于第 2个质量单元

与第 8个质量单元。发动机 -吊架集中质量 -弯曲梁

耦合模型与有限元模型中第 2个质量单元的响应计

算结果基本吻合，进一步验证了吊架集中质量-弯曲

梁模型的有效性。

后续可进行的研究工作如下：一是建立发动机 -
吊架-机翼耦合系统模型，并研究其振动特性；二是

开展吊架结构等效 3D打印模型的振动实验测试，进

一步验证理论模型的有效性；三是开展吊架结构动

力吸振器的优化设计研究。
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