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一种考虑时滞的结构显式最优控制方法
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摘要: 时滞严重影响控制系统的性能和受控结构的稳定性，一定程度上限制了主动控制技术的工程应用。时滞经典最优控制

方法虽然能够考虑时滞问题带来的影响，但该方法在控制律设计中将时滞问题转化为无时滞问题，需要引入考虑时滞段内控

制力的扩维状态向量，因此需要求解扩阶 Riccati方程，增加了控制律设计的计算量。本文致力于发展一种考虑时滞的结构显

式最优控制方法。建立时滞系统动力响应的时域显式表达式，进而建立关于时滞最优控制力的无约束线性二次型优化问题，

推导得到时滞显式最优控制律。由于在显式表达式中可以方便地考虑时滞控制力对结构动力响应的影响，所以时滞显式最优

控制律的推导过程无需进行状态向量的扩维处理，且无需求解 Riccati方程。以地震激励下设置主动控制装置的三层剪切型结

构为数值算例，研究了时滞对主动控制效果的影响，并验证了所提方法的有效性。
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Time‑delay explicit optimal control method for structures
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Abstract: Time‑delay has significant influence on the performance of control systems and the stability of controlled structures， 
which， to a certain degree， limits the application of active control techniques in practical engineering. Although the time-delay clas‑
sical optimal control method can consider the influence of time‑delay， the time-delay problem needs to be transformed into a delay-

free problem through introducing an augmented state vector associated with the control forces within the time-delay interval. There‑
fore， the augmented Riccati equation needs to be solved， leading to a large amount of computational cost for the design of control 
law. This paper is devoted to developing a time-delay explicit optimal control method of structures. The explicit time-domain ex‑
pressions of dynamic responses are first established for the system with time-delay control. On this basis， the time-delay explicit op‑
timal control law can be analytically derived from an unconstrained linear quadratic optimization problem. As the effect of time-de‑
lay control force on structural dynamic responses can be readily considered with the aid of the explicit time-domain formulation， the 
time-delay explicit optimal control law can be derived without augmented treatment of the state vector and solving of the Riccati 
equation. A numerical example involving a three-storey shear-type structure with an active controller subjected to seismic excitation 
is presented to investigate the effect of time‑delay and validate the feasibility of the proposed method.

Keywords: time‑delay； active control； classical optimal control； explicit optimal control

自 1972 年 YAO［1］提出结构控制概念以来，理论

和试验研究表明，主动控制是提升结构抗震和抗风

等性能的理想方法［2］。然而，由于荷载或响应测量、

控制力计算和作动器执行等客观因素的存在，主动

控制系统不可避免地存在控制力时滞问题［3］。时滞

将导致控制系统无法及时有效地为结构提供最优控

制力，从而无法达到预定的控制效果，甚至严重降低

或破坏结构控制的稳定性［4‑5］。

结构主动控制的时滞问题已引起诸多学者的关

注。目前已提出的时滞补偿方法包括泰勒级数展开
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方法［6］、移相方法［7］、Padé 近似方法［8］、递推响应方

法［9］等。然而，以上方法是在无时滞控制律的基

础上通过某种技术进行时滞补偿，随着时滞的增

加，控制系统的性能和受控结构的稳定性将难以

保证，因此这些补偿方法通常仅适用于短时滞的

情况［10］。

为了处理长时滞的情况，不少学者在控制律的

设计阶段就考虑了时滞问题。基本思路是，首先将

时滞系统转化为等效无时滞系统，然后按无时滞系

统进行控制律的设计，最后推导得到时滞控制律。

在该思路下，一类是基于状态变换技术［11‑12］所发展

起来的方法。蔡国平等［13］利用这种变换技术发展了

适用于时滞线性系统的经典最优控制方法。在此基

础上，安方等［14］提出了时滞加速度反馈控制器设计

方法。然而，这类方法所建立的控制律含有积分项，

较难得到实际应用［15］。另一类是基于扩维格式所发

展起来的方法。李卫等［16］以及 CAI 等［17］引入考虑

时滞段内控制力的扩维状态向量，将时滞系统的状态

方程转化为无时滞系统的状态方程形式，进而基于扩

维状态向量建立经典线性二次型性能指标，最终通过

求解扩阶 Riccati方程获得时滞最优控制力。基于扩

维格式的时滞控制方法还可以参考文献［18‑20］。然

而，这类方法虽然能够有效处理长时滞的控制问题，

但是扩维后状态方程的维数将大于原状态方程的维

数，特别是对于控制装置较多且时滞较长的情况，这

将大大增加时滞控制律设计的计算量［21］。

最近提出的一类结构显式最优控制方法［22‑23］通

过引入结构动力响应的时域显式表达式，将传统的

以运动微分方程为约束条件的线性二次型优化问题

转化为无约束优化问题，从而直接获得显式最优控

制律，并且能够实现大规模结构的降维控制。在此

基础上，本文进一步提出考虑时滞的结构显式最优

控制方法，在时滞显式最优控制律设计中无需引入

扩维状态向量，且无需求解 Riccati 方程。以地震激

励下设置主动控制装置的三层剪切型结构为例，研

究时滞对主动控制效果的影响，并验证所提方法的

有效性。

1　时 滞 系 统 动 力 响 应 的 时 域 显 式 表

达式

含主动控制装置结构的运动方程可以表示为：

MẌ ( t )+ CẊ ( t )+ KX ( t )= LFF ( t )+
         LUU ( t )，0 ≤ t≤ T （1）

式中，M、C和 K分别为结构的质量矩阵、阻尼矩阵

和刚度矩阵；X ( t )、Ẋ ( t )和 Ẍ ( t )分别为结构的位移

向量、速度向量和加速度向量；F ( t )为外部激励向

量；U ( t ) 为时滞控制力向量，由于时滞 tD = λΔt的
影响，该控制力向量需要提前在时刻 t- tD 确定，其

中 Δt为时间步长，λ≥ 1 为给定的时滞步数；LF和 LU
分别为 F ( t ) 和 U ( t ) 的定位矩阵；T为外部激励的

持时。值得注意的是，本文假设所有主动控制装置

的时滞相同，且为时间步长的整数倍。

定义结构状态向量 V ( t )=[ X T ( t )  Ẋ T ( t ) ]T，

式（1）可以改写为如下状态方程形式：

V̇ ( t )= HV ( t )+W FF ( t )+WUU ( t )，
0 ≤ t≤ T （2）

其中，H、W F和WU可以表示为：

H= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0 I

-M-1K -M-1C
，

W F = é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0

M-1 LF
，  WU = é

ë
êêêê

ù
û
úúúú0

M-1 LU
（3）

式中，0和 I分别为零矩阵和单位矩阵。

根据式（2），可以推导得到结构状态向量的递推

表达式为：

V i = TV i- 1 + Q 1W FF i- 1 + Q 2W FF i +
       Q 1WUU i- 1 + Q 2WUU i，1 ≤ i≤ n （4）

式中 ，n= T/Δt 为 时 间 步 数 ；V i=V ( ti )，V i- 1 =
V ( ti- 1 )，F i= F ( ti )，F i- 1 = F ( ti- 1 )，U i=U ( ti )，
U i- 1 =U ( ti- 1 )，其中 ti= iΔt，ti- 1 =( i- 1 ) Δt；T、Q 1

和Q 2根据 Newmark‑β积分格式确定，可以表示为［24］：

T= -( H- R 1 )-1 ( R 1 + R 2H )，
Q 1 = -( H- R 1 )-1R 2，  Q 2 = -( H- R 1 )-1，

R 1 = é
ë
êêêê ù

û
úúúúa3 I 0

a0 I 0
，  R 2 = é

ë
êêêê ù

û
úúúúa4 I a5 I

a1 I a2 I
，

a0 = 1
βΔt 2 ， a1 = 1

βΔt， a2 = 1
2β - 1，

a3 = γ
βΔt， a4 = γ

β
- 1， a5 = Δt

2 ( γ
β

- 2 ) （5）

式中，γ= 0.5，β= 0.25，此时数值积分具有无条件

稳定性［25］。

不失一般性，假定V 0 = 0，F 0 = 0，U 0 = 0，基于

式（4）能够推导得到结构状态向量的时域显式表达

式为：

V i = ∑
j= 1

i

AF
i，jF j + ∑

j= 1

i

AU
i，jU j，1 ≤ i≤ n （6）

式中，AF
i，j和 AU

i，j ( 1 ≤ j≤ i≤ n )分别为 F j和 U j的系

数矩阵，仅取决于式（1）中的M、C、K、LF和 LU，采用

如下闭合公式进行计算［22‑23］：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

AF
1，1 = Q 2W F，  AF

2，1 = (TQ 2 + Q 1 )W F

AF
i，1 = TAF

i- 1，1，3 ≤ i≤ n
AF

i，j = AF
i- 1，j- 1，2 ≤ j≤ i≤ n

（7）
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ì

í

î

ïïïï

ïïïï

AU
1，1 = Q 2WU，  AU

2，1 = (TQ 2 + Q 1 )WU

AU
i，1 = TAU

i- 1，1，3 ≤ i≤ n
AU

i，j = AU
i- 1，j- 1，2 ≤ j≤ i≤ n

（8）

由式（7）和（8）可见，仅系数矩阵 AF
i，1 和 AU

i，1( 1 ≤
i≤ n )需要计算和储存，其余系数矩阵均可由AF

i，1 和

AU
i，1 ( 1 ≤ i≤ n )直接确定。

应当指出，由于存在时滞 tD = λΔt，时刻 t1 至 tλ
内主动控制装置的控制力仍未作用至结构上，因此

式（6）中存在U 1 = U 2 = ⋯ = U λ = 0，此时式（6）可

以理解为时滞系统动力响应的时域显式表达式。

2　时滞显式最优控制律的设计

本节将基于式（6）所示的动力响应显式表达式，

开展时滞最优控制律的设计。由于存在时滞 tD =
λΔt，时刻 tk ( 1 ≤ k≤ λ ) 的最优控制力无法考虑，仅

需考虑时刻 tk ( λ+ 1 ≤ k≤ n ) 的最优控制力。此

外，通常没有必要针对整个结构状态向量V ( t )实施

控制，仅需要针对部分关键响应向量 v ( t ) 实施控

制。因此，针对时刻 tk ( λ+ 1 ≤ k≤ n )，定义如下考

虑时滞的时变线性二次型性能指标：

Jk (U k )= 1
2 ∑

i= k

k+ q

vT
i Qv iΔt+

1
2 U

T
k RU k，λ+ 1 ≤ k≤ n

（9）
式中，U k为时刻 tk的时滞控制力向量；Jk (U k )为时刻

tk 的性能指标；Q和 R分别为给定的对称半正定和

对称正定的权矩阵；q为响应最大控制步数，表示时

滞控制力向量U k的优化仅考虑时刻 tk及后续 q步响

应的控制效果；v i = v ( ti ) ( k≤ i≤ k+ q ) 为时刻 tk
及后续 q步的控制响应。

为了考虑时滞的影响，时刻 tk的时滞控制力向

量 U k需要提前在时刻 tk- λ优化确定，此时仅能获得

外部激励向量 F j ( 1 ≤ j≤ k- λ ) 的测量结果。此

外，如前所述，由于时滞的影响，U j = 0 ( 1 ≤ j≤ λ )，
仅需考虑U j ( λ+ 1 ≤ j≤ k )的影响。因此，式（9）中

的控制响应可根据式（6）显式地表示为：

v i = ϕV i = ∑
j= 1

k- λ

aFi，jF j + ∑
j= λ+ 1

k

aUi，jU j；

                   λ+ 1 ≤ k≤ n，k≤ i≤ k+ q （10）
其中，系数矩阵 aFi，j和 aUi，j可采用下式进行计算：

ì
í
î

aFi，j = ϕAF
i，j；k≤ i≤ k+ q，1 ≤ j≤ k- λ

aUi，j = ϕAU
i，j；k≤ i≤ k+ q，λ+ 1 ≤ j≤ k

   （11）

式中，ϕ为反映关键响应向量 v ( t )和状态向量V ( t )
之间关系的转换矩阵。

将式（10）代入式（9），可以得到考虑时滞的线性

二次型最优控制问题的无约束优化模型如下：

find U k = U ( tk )，
min Jk (U k )=

       12 ∑
i= k

k+ q

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úæ

è

ç

ç
ççç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷÷

÷

÷

÷∑
j= 1

k- λ

aFi，jF j +

∑
j= λ+ 1

k

aUi，jU j

T

Q

æ

è

ç

ç
ççç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷÷

÷

÷

÷∑
j= 1

k- λ

aFi，jF j +

∑
j= λ+ 1

k

aUi，jU j

Δt+

        12 U
T
k RU k，λ+ 1 ≤ k≤ n （12）

令 ∂Jk ∂U k = 0 ( λ+ 1 ≤ k≤ n )，可以推导得到

时滞最优控制力向量为（推导过程见附录）：

U k =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

G F
λ+ 1，1F 1，k= λ+ 1

∑
j= 1

k- λ

G F
k，jF j + ∑

j= λ+ 1

k- 1

G U
k，jU j，λ+ 2 ≤ k≤ n

  （13）

式中，G F
k，j和 G U

k，j为时滞最优控制律的增益矩阵，可

以表示为：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

G F
k，j = -( )φ k，k + R

-1
ψ k，j，1 ≤ j≤ k- λ≤ n- λ

G U
k，j = -( )φ k，k + R

-1
φ k，j，λ+ 1 ≤ j< k≤ n

ψ k，j = ∑
i= k

k+ q

( )aUi，k
T
Q ( )aFi，j Δt，1 ≤ j≤ k- λ≤ n- λ

φ k，j = ∑
i= k

k+ q

( )aUi，k
T
Q ( )aUi，j Δt，λ+ 1 ≤ j≤ k≤ n

（14）
为了便于分析以及实际应用，最大控制步数 q

通常取为定值［22］。进一步，利用式（7）和（8）所示系

数矩阵 AF
i，j和 AU

i，j的递推关系，以及式（11）所示关于

aFi，j 和 aUi，j 的变换关系，式（14）中的增益矩阵 G F
k，j 和

G U
k，j也可以用递推公式表示为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

G F
k，1 = -( )φ λ+ 1，λ+ 1 + R

-1
ψ k，1，λ+ 1 ≤ k≤ n

G F
k，j = G F

k- 1，j- 1，2 ≤ j≤ k- λ≤ n- λ

G U
k，λ+ 1 = -( )φ λ+ 1，λ+ 1 + R

-1
φ k，λ+ 1，λ+ 2 ≤ k≤ n

G U
k，j = G U

k- 1，j- 1，λ+ 2 ≤ j< k≤ n

ψ k，1 = ∑
i= k

k+ q

( )aUi，k
T
Q ( )aFi，1 Δt，λ+ 1 ≤ k≤ n

φ k，λ+ 1 = ∑
i= k

k+ q

( )aUi，k
T
Q ( )aUi，λ+ 1 Δt，λ+ 1 ≤ k≤ n

（15）
式（13）代表了一种时滞显式最优控制律。显

然，当 λ= 0 即不存在控制力时滞问题时，式（13）所

反映的控制律与文献［22］所得到的无时滞显式最优

控制律是完全一致的。此外，由于式（15）中的增益

矩阵 G F
k，1 和 G U

k，λ+ 1 与外部激励无关，因此它们可以提

前离线计算和储存。

3　受控结构的响应分析

从式（13）中可以看出，时刻 tk ( λ+ 1 ≤ k≤ n )
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的时滞最优控制力向量U k取决于时刻 t1 到 tk- λ的已

测量外部激励向量 F j ( 1 ≤ j≤ k- λ )，以及时刻 tλ+ 1

到 tk- 1 的时滞最优控制力向量 U j ( λ+ 1 ≤ j≤ k-
1 )。为了方便应用，由式（13）可以进一步推导得到

仅用外部激励向量表达的时滞最优控制力向量为：

U k = G k，1F 1 + G k，2F 2 + ⋯ + G k，k- λF k- λ =
           G kF [ k- λ ]，λ+ 1 ≤ k≤ n （16）

式中，F [ k- λ ] =[ F T
1   F T

2  ⋯ F T
k- λ ]T；G k=[ G k，1 G k，2 …

 G k，k- λ ]，其中G k，j ( 1 ≤ j≤ k- λ )为对应于U k的系数

矩阵，可以表示为：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

G λ+ 1，1 = G F
λ+ 1，1

G k，1 = G F
k，1 + ∑

j= λ+ 1

k- 1

G U
k，jG j，1，λ+ 2 ≤ k≤ n

G k，j = G k- 1，j- 1，2 ≤ j≤ k- λ≤ n- λ

  （17）

将式（16）代入式（6），可以得到仅用外部激励向

量表达的结构状态向量为：

V k = A k，1F 1 + A k，2F 2 + ⋯ + A k，kF k =
           A kF [ k ]，1 ≤ k≤ n （18）

式中，F [ k ] =[ F T
1   F T

2  ⋯ F T
k ]T；A k=[ A k，1A k，2⋯A k，k ]，

其中 A k，j ( 1 ≤ j≤ k )为对应于 V k 的系数矩阵，可以

表示为：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

A k，1 = AF
k，1，1 ≤ k≤ λ

A k，1 = AF
k，1 + ∑

j= λ+ 1

k

AU
k，jG j，1，λ+ 1 ≤ k≤ n

A k，j = A k- 1，j- 1，2 ≤ j≤ k≤ n

  （19）

类似于式（7）和（8），由式（17）和（19）可见，仅系数

矩阵G k，1 ( λ+ 1 ≤ k≤ n )和A k，1 ( 1 ≤ k≤ n )需要计算

和储存，其余系数矩阵均可由 G k，1 ( λ+ 1 ≤ k≤ n )和
A k，1 ( 1 ≤ k≤ n )直接确定。

如前所述，由于式（15）中的增益矩阵与外部激

励无关，因此式（19）所示的系数矩阵也与外部激励

无关，即式（18）既适用于确定性激励也适用于随机

激励下时滞系统的动力响应分析。当外部激励向量

F ( t )为零均值非平稳随机过程向量时，利用统计矩

运算规则由式（18）可以直接得到结构状态向量 V k

的协方差矩阵为［26］：

Cov (V k，V k )= A kCov ( F [ k ]，F [ k ] ) AT
k，1 ≤ k≤ n  （20）

式中，Cov ( F [ k ]，F [ k ] ) 为 F [ k ] 的协方差矩阵，它可以

表示为：

Cov ( F [ k ]，F [ k ] )= E ( F [ k ]F T
[ k ] )=

é

ë

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úRF ( t1，t1 ) RF ( t1，t2 ) ⋯ RF ( t1，tk )
RF ( t2，t1 ) RF ( t2，t2 ) ⋯ RF ( t2，tk )

⋮ ⋮ ⋮
RF ( tk，t1 ) RF ( tk，t2 ) ⋯ RF ( tk，tk )

，

1 ≤ k≤ n （21）

式中，E（⋅）为数学期望；RF ( t，τ )为非平稳随机激励

向量 F ( t )的互相关函数矩阵。

4　数值算例

4. 1　确定性分析

以图 1所示含主动控制装置的三层剪切型结构为

数值算例，验证本文所提出的时滞显式最优控制方法

的有效性，其中 ag（t）表示地震激励。结构各层的质量

和 刚 度 分 别 取 为 mi = 4.0 × 105 kg 和 ki=2.5 ×
108 N/m ( i= 1，2，3 )，结构的基本周期为 0.4 s。采用

瑞利阻尼模型，取结构第 1和 3阶振型的阻尼比为 ζ=
2%。考虑结构分别受到 El‑Centro 波、Northridge 波

和天津波三条地震波的作用，峰值加速度均调幅为

2 m/s2，持时均取T= 10 s，分别如图 2~4所示。

采用本文提出的时滞显式最优控制（time‑delay 
explicit optimal control， TD‑EOC）方法进行结构最

优控制律设计。在式（9）所示性能指标中，控制响应

向量 v ( t )考虑为结构状态向量V ( t )，最大控制步数

取为 q= 20，权矩阵取为：

Q= 100 é
ë
êêêê

ù
û
úúúúK 0

0 M
，  R= 10-θ （22）

图 1 含主动控制装置的三层剪切型结构

Fig. 1 A three‑storey shear‑type structure with active 
controller

图 2 El‑Centro 地震波

Fig. 2 El‑Centro earthquake wave
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式中，θ为控制律权参数，用于调节控制力水平，本

文考虑 θ= 7.0 和 θ= 7.5 两种情况，分别对应低控

制力水平和高控制力水平。

为了进行对比，同时考虑无时滞补偿的显式最

优 控 制（non‑compensatory explicit optimal control， 
NC‑EOC）方法，即按无时滞显式最优控制方法［22］确

定最优控制力后，将其延后 tD 时间并作用至结构上，

而未做任何补偿。 NC‑EOC 所取的控制参数同

TD‑EOC 的控制参数。

取时间步长 Δt= 0.02 s。分别考虑控制力时滞

tD 为 0.02、0.04、⋯、2.00 s，相应的时滞步数分别为

λ= 1，2，⋯，100。对于图 2 所示 El‑Centro 波，采用

TD‑EOC 和 NC‑EOC 两种控制方法所得到的结构

顶层位移峰值随时滞 tD 变化的曲线如图 5 所示。为

方便比较，在图 5 中还给出了无控情况下顶层位移

峰值的计算结果。对于图 3 和 4 所示 Northridge 波

和天津波，相应的计算结果分别如图 6 和 7 所示。

从图 5~7 中可以看出，NC‑EOC 所得顶层位移

峰值随着时滞的增大而呈振荡变化，在大部分时滞

范围内 NC‑EOC 所得顶层位移峰值大幅超过了无

控情况下的顶层位移峰值，这表明在结构主动控制

中考虑控制力时滞影响是非常有必要的。事实上，

NC‑EOC 是将无时滞条件下得到的最优控制力延

后 tD 时间并直接作用至结构上，这意味着作用至结

构上各时刻的控制力均不是最优的，因此 NC‑EOC
方法的控制效果是无法得到保证的，甚至劣于无控

情况下的效果。相比而言，TD‑EOC 所得顶层位移

峰值仅随着时滞的增大而缓慢增大。以图 5 所示

El‑Centro 波作用下的顶层位移峰值为例，在 tD ≤
0.48 s ( λ= 24 )时，TD‑EOC 的控制效果仍然可以达

到无时滞控制效果的 30% 以上，这充分说明了本文

提出的 TD‑EOC 方法的有效性。

此外，从图 5~7中还可以看出，NC‑EOC 会出现

高控制力水平（θ= 7.5）的顶层位移峰值超过低控制

力水平（θ= 7.0）的现象，而 TD‑EOC 在高控制力水

平下所得顶层位移峰值始终小于在低控制力水平下

所得顶层位移峰值，验证了本文提出的 TD‑EOC 方

法在不同控制力水平下的合理性。

图 3 Northridge 地震波

Fig. 3 Northridge earthquake wave

图 4 天津地震波

Fig. 4 Tianjin earthquake wave 图 5 顶层位移峰值随时滞 tD 变化的曲线（El‑Centro地震波）

Fig. 5 Maximum top‑storey displacement varying with time-

delay tD （El‑Centro earthquake wave）

图 6 顶层位移峰值随时滞 tD 变化的曲线（Northridge地震波）

Fig. 6 Maximum top‑storey displacement varying with time-

delay tD （Northridge earthquake wave）

图 7 顶层位移峰值随时滞 tD 变化的曲线（天津地震波）

Fig. 7 Maximum top‑storey displacement varying with time-

delay tD （Tianjin earthquake wave）
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4. 2　随机分析

由于 TD‑EOC 方法也适用于随机激励情况，因

此进一步考虑图 1 所示结构受到随机地震激励的作

用，并假定地震激励为零均值均匀调制非平稳随机

过程，它可以表示为：

ag ( t )= g ( t ) a0
g ( t ) （23）

式中，g ( t )= e-0.2t - e-0.4t 为均匀调制函数；a0
g ( t )为

零 均 值 平 稳 随 机 过 程 ，其 功 率 谱 密 度 函 数 取 为

Kanai‑Tajimi谱［27］，即

Sa0
g
(ω )= ω 4

g + 4ζ 2
g ω 2

gω2

(ω 2
g - ω2 )2 + 4ζ 2

g ω 2
gω2 S0 （24）

式中，ω g = 15.708 rad/s，ζg = 0.6，S0 = 0.1 m2 /s3。

a0
g ( t )的相关函数可以表示为［28］：

Ra0
g
( τ )= πS0

2 e-ζgωg || τ [ μ1 cos (ω dτ )+ μ2 sin (ω d| τ | ) ]

  （25）
其中：

ω d = ω g 1 - ζ 2
g ，μ1 = ω g ( 1 + 4ζ 2

g )
ζg

，

μ2 = ω g ( 1 - 4ζ 2
g )

1 - ζ 2
g

（26）

相应地，ag ( t )的相关函数可以表示为：

Rag ( t，τ )= g ( t ) g ( t+ τ )Ra0
g
( τ ) （27）

采用 TD‑EOC 和 NC‑EOC 两种控制方法对结

构进行控制，控制参数如前所述，其中权参数取为

θ= 7.5。在时滞步数 λ= 4 和 λ= 8 两种情况下，结

构顶层位移标准差时程分别如图 8 和 9 所示。为了

方便比较，在上述两图中，还同时给出无时滞情况

（tD = 0）下显式最优控制（explicit optimal control， 
EOC）方法得到的顶层位移标准差时程，以及无控

情况下的顶层位移标准差时程。

从图 8 和 9 中可以看出，无论 λ= 4 还是 λ= 8，
TD‑EOC 的控制效果均仅次于无时滞理想情况下

EOC 的控制效果，验证了 TD‑EOC 在随机激励情况

下的有效性。相比之下，NC‑EOC的控制效果则远不

如无时滞情况下 EOC 的控制效果，尤其是 λ= 8 时，

NC‑EOC 得到的顶层位移标准差甚至比无控情况下

的结果还大，这说明 NC‑EOC在较长时滞下已完全失

去控制效果。这与 4.1节得到的结论相一致。

在上述控制过程中，控制响应向量 v ( t )考虑为

结构状态向量 V ( t )，为 6 维控制向量。为了考察

TD‑EOC 的降维控制能力，控制响应仅取为结构顶

层位移。在保证控制力水平相一致的情况下，分别

考察各层位移的控制效果。以 λ= 8 为例，TD‑EOC
全维控制和降维控制得到的各层位移标准差时程如

图 10 所示。从图 10 中可见，降维控制也能得到良好

的控制效果，其中顶层位移和二层位移控制效果更

好。这说明对于剪切型结构，无需对整个结构状态

向量V ( t )进行控制，仅针对顶层位移进行降维控制

即能获得理想的控制效果。

5　结  论

本文在时滞系统动力响应时域显式表达式的基

图 8 顶层位移标准差时程  （λ= 4）
Fig. 8 Time‑history of standard deviation of top‑storey 

displacement （λ= 4）

图 9 顶层位移标准差时程  （λ= 8）
Fig. 9 Time‑history of standard deviation of top‑storey 

displacement （λ= 8）

图 10 全维控制和降维控制下各层位移标准差时程（TD-

EOC， λ= 8）
Fig. 10 Time-history of standard deviations of different 

storeys with full‑dimension and dimension‑reduced 
control （TD‑EOC， λ= 8）
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础上，建立了关于时滞最优控制力向量的无约束线

性二次型优化问题，从而解析地推导了时滞显式最

优控制律，提出了一种考虑时滞的结构显式最优控

制方法。由于在显式表达式中可以方便地考虑时滞

控制力对任意受控响应的影响，因此时滞显式最优

控制律的推导过程无需引入扩维状态向量，且无需

求解 Riccati 方程，还可以实现针对任意受控响应的

降维控制。数值算例结果表明，采用不考虑时滞的

显式最优控制方法时，在大部分时滞范围内，结构响

应均大幅增加，甚至超过无控时的结构响应，表明时

滞对于主动控制效果具有显著的影响；而采用考虑

时滞的显式最优控制方法时，结构响应随着时滞的

增加而缓慢增大，在较大的时滞范围内仍然可以获

得理想的控制效果，验证了本文所提时滞显式最优

控制方法的有效性。
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附 录：

式（13）的推导过程：

令 ∂Jk ∂U k = 0 ( λ+ 1 ≤ k≤ n )，并利用权矩阵Q和 R的对称性，由式（12）可以推导得到：

∑
i= k

k+ q é

ë

ê
êê
ê
ê
ê(aUi，k) T

Q (∑j= 1

k- λ

aFi，jF j)+ (aUi，k) T
Q ( ∑

j= λ+ 1

k- 1

aUi，jU j) ùûúúúúΔt+ é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

i= k

k+ q

( )aUi，k
T
Q ( )aUi，k Δt+ R U k = 0，λ+ 1 ≤ k≤ n  （A1）

调整式（A1）中的求和顺序并求逆，可以推导得到时滞最优控制力向量为：

U k = ∑
j= 1

k- λ

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
-( )∑

i= k

k+ q

( )aUi，k
T
Q ( )aUi，k Δt+ R

-1

∑
i= k

k+ q

( )aUi，k
T
Q ( )aFi，j Δt

F j + ∑
j= λ+ 1

k- 1

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
-( )∑

i= k

k+ q

( )aUi，k
T
Q ( )aUi，k Δt+ R

-1

∑
i= k

k+ q

( )aUi，k
T
Q ( )aUi，j Δt

U j ，λ+ 1 ≤ k≤ n （A2）

进一步，式（A2）可以简写为：

U k = ∑
j= 1

k- λ

G F
k，jF j + ∑

j= λ+ 1

k- 1

G U
k，jU j，λ+ 1 ≤ k≤ n （A3）

其中，增益矩阵 G F
k，j和 G U

k，j如式（14）所示。当 k= λ+ 1 时，式（A3）等号右边仅有第一项。因此，最终所得时

滞最优控制力向量如式（13）所示。
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