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低频激励下压电俘能器的簇发振荡
和俘能效率分析

钱有华， 任美蓉

（浙江师范大学数学科学学院，浙江  金华  321004）

摘要: 环境振动能量是一种储量丰富、分布广泛的可再生清洁能源。通过能量采集技术，可将环境中的机械能转化为电能，为

低功耗电子器件和无线传感网络自供电，是打破传统供电方式限制的有效解决途径之一。本文研究了低频激励下一种机械式

非线性多稳态压电悬臂梁装置的簇发振荡和俘能效率。根据快慢动力学分析方法，将外激励项视为慢变量，作为调节快子系

统动力学行为的控制参数，利用双参数分岔图，分析参数对系统的影响，得到系统发生簇发振荡的时间历程图、相图和转换相

图，对系统的运动规律和分岔机理作了解释；采用数值仿真法分析了低频激励下系统的运动状态及俘能性能。结果表明，在低

频激励下，系统存在簇发振荡现象，且系统为双稳态时具有较好的俘能特性。此外，引入时滞反馈抑制可以抑制簇发现象，保

证系统稳定运行。
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Bursting oscillation and energy capture efficiency analysis of piezoelectric
energy harvester under low frequency excitation

QIAN Youhua， REN Meirong
（School of Mathematical Sciences，Zhejiang Normal University，Jinhua 321004，China）

Abstract: Environmental vibration energy is a kind of renewable and clean energy with abundant reserves and wide distribution. 
Through energy harvesting technology， the mechanical energy in the environment is converted into electrical energy to power low-

power electronic devices and wireless sensor networks， which is an effective solution to break the limitations of traditional power 
supply methods. In this paper， the bursting oscillation and energy capture efficiency of a mechanical nonlinear multistable piezoelec‑
tric cantilever beam device are studied under low frequency excitation. By analyzing the potential energy of the system， it can be 
seen that the system has multi-stable characteristics with the change of system parameters. According to the fast and slow dynamic 
analysis method， the external excitation term is regarded as a slow variable and control parameter to adjust the dynamic behavior of 
the fast subsystem， and the time history diagram， phase diagram and transition phase diagram of the system are obtained. The mo‑
tion state and energy capture performance of the system under low frequency excitation are analyzed by numerical method. The re‑
sults show that the system exists bursting oscillation under low frequency excitation， and the system has good energy capture char‑
acteristics when the system is bistable. In addition， the time-delay feedback control can control the clustering phenomenon and en‑
sure the stable operation of the system.

Keywords: low frequency excitation；bursting oscillation；fast slow dynamics；energy harvesting；time‑delay feedback control

能量收集是当今工程科学中的一个热门领域，

从低频振动中捕获能量是俘能器应用的关键挑战之

一［1‑2］。由于人类生活环境的频率通常低于 100 Hz，
而现有的能量收集装置大多具有较高的谐振频率

（>100 Hz）［3］，因而这些能量收集装置不能很好地

适应低频环境振动。

近年来，低功耗电子设备如无线传感器、通信节

点、微型机器人、无人机以及可穿戴（可植入式）等的

飞速发展与广泛应用，使其供能技术受到严峻挑战。

传统电池供能虽然便捷，但是使用寿命短，无法长时

间稳定地供能，而且会给环境造成污染。环境振动

能量是一种储量丰富、分布广泛的可再生清洁能源，
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可以通过能量采集技术，将环境中的机械能转化为

电能并储存起来，供微电子设备使用。因此，自从

WILLIAMS 等［4］在 1996 年提出这个想法以来，环境

中的振动能成为了能量收集领域中的重点研究对

象［5‑7］。张伟等［8］利用可移动铰支座和非线性磁力设

计了一种具有双稳态特性的宽频压电俘能器，通过

拓宽压电俘能器的工作频带，匹配环境中较宽的振

动频率。ZHANG 等［9］提出了一种利用压力流体的

二次激励清除周围环境中的低频振动能量的低频压

电能量收割机，证明了该结构在低频高强度振动中

的良好性能和可行性。YU 等［10］提出了一种具有旋

转‑自由度（DOF）的压电能量收割机，以有效实现在

低频环境下的多模态振动能量收集。CAO 等［11］提

出了一种适用于超低频率旋转场景下的双悬臂梁旋

转逆复合压电能量采集器。LIU 等［12］提出了一种混

合磁耦合和冲击增强的宽带压电振动能量采集器

（piezoelectric vibration energy harvester， PVEH），通

过与环境振动频率的匹配实现能量收集效率的

提升。

对于低频激励下的机械系统，可能会出现一种

以小振幅振荡和大振幅振荡交替为特征的现象，即

簇发振荡［13］。簇发振荡产生机制的解释可以追溯到

RINZEL ［14］提出的冻结子系统的方法。JIANG 等［15］

证明了簇发振荡可以用来提升采收功率。钱有华

等［16］和 LIN 等［17‑18］研究了不同激励下不同压电俘能

器的簇发振荡及俘能效率。HUANG 等［19‑20］考虑了

原点处具有三重 Hopf 分岔的向量场在三阶正则形

式下的簇发振荡；KPOMAHOU 等［21］研究了由参数

周期阻尼和外部激励驱动的具有非对称双阱势的混

合 Rayleigh‑Liénard 振荡器中簇发、混合模式振荡和

马蹄形混沌的存在性。CHEN 等［22］以快‑慢激励下

的压电屈曲梁系统为研究对象，对簇发状态下的能

量收集问题进行了分析和数值研究。

大多数实际振动系统都存在时滞效应，一些研

究人员已经考虑过非线性振荡器的时滞控制［23‑25］。

GUO 等［26］研究了一类具有双稳态且同时存在两个

稳定极限环的时滞周期振荡器在确定性情况下的随

机分岔问题。YU 等［27‑28］研究了振幅调制在具有时

滞反馈的经典机械振荡器中控制（抑制或增强）簇发

振荡的有效性。结果表明，延迟的存在可以改变或

完全抑制奇异周期振荡的振幅。张绍华等［29］探究了

PMSM 系统中的簇发，并设计控制器对簇发行为进

行抑制。

深入地开展低频振动能量特征研究不仅可以了

解结构中的振动传递机理，也可为结构中振动能量

的调节和控制提供指导。本文采用快慢分析方法，

研究了低频激励下多稳态压电俘能器的簇发振荡现

象和俘能特性，并通过时滞反馈控制提升俘能效率，

抑制簇发振荡的产生，保证系统稳定运行，以期为多

稳态压电俘能器的可靠性设计和控制提供参考。

1　数学模型和分岔分析

多稳态俘能器的物理结构如图 1（a）所示。两

根线性弹簧对称分布在悬臂梁未发生形变时平衡位

置的两侧。当无外部激励时，悬臂梁静止，两弹簧处

于压缩状态。在悬臂梁上、下两侧各有一层宽度和

长度均与悬臂梁相同的压电片。当基座在外部激励

下发生振动时，悬臂梁产生形变，导致压电片发生形

变，压电片的压电效应可实现振动能向电能的转化。

图１（b）为简化后的典型的弹簧阻尼系统。系统的

等效质量、等效刚度和等效阻尼分别为 M、K 和 C，

两线性弹簧的刚度系数为 K 1，负载电阻为 R，悬臂

梁的输出电压为Ｖ，悬臂梁末端距右端基座的垂直

距离为 h，两线性弹簧在基座上的距离为 2a，悬臂梁

的振动位移为 X（τ），外部激励为 Y（τ）。

系统的无量纲方程为［30］：
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ẍ + 2ξẋ + ( )2μ + 1 x - μ ( )x + α
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2 + β 2

-

       μ ( )x - α

( )x - α
2 + β 2

- γv = - m̈

v̇ + ηv + ẋ = 0

（1）

式 中 ，系 统 的 刚 度 比 μ = K 1

K
；弹 簧 的 位 置 参 数

图 1 机械式多稳态俘能器的物理结构及计算模型［30］

Fig. 1 Physical structure and calculation model of mechanical 
multistable energy harvester［30］
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α = a
L
，β = h

L
，其中 L 为弹簧原长；ξ = C

2Mω 0
，其中

ω 0 为固有频率；γ = θ 2

KC p
，其中 C p 为等效电容，θ 为

机电耦合系数；η = 1
C p Rω 0

；m = Y ( τ )
L

；无量纲化后

的位移 x = X ( τ )
L

；无量纲化后的电压 v = V
e
，其中

e = θL
C p

；无量纲化后的时间 t = ω 0 τ；ẋ 为 x 对时间 t

的一阶微分；ẍ 为 x 对时间 t 的二阶微分；v̇ 为 v 对时

间 t的一阶微分。

令 ẋ = y， v = z，系统的状态方程（1）变为：
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+ γz - m̈

ż = -ηz - y

（2）

式中，-m̈ = f cos ( )ωt ，f为激励振幅，频率比 ω = ω 1

ω 0
，

ω 1 为激励频率。

令 W = f cos ( )ωt ，将方程（2）转化为生成广义

自治系统：
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（3）

当激励频率 ω 1 远小于固有频率时，系统可能会

出现两个尺度的效应，产生复杂的动力学行为［31］。

由于 ω ≪ 1，对于任意一个快变周期，激励项 W =
f cos ( )ωt 变化很小，因此可以将其作为方程（3）的一

个慢变参数。这样就可以应用传统的快慢分析法来

揭示周期激励中不同簇发的产生机制［32］。

令 ( ẋ，ẏ，ż )= ( 0，0，0 )，快 子 系 统 的 平 衡 点

E ( x 0，0，0 )满足下式：

-(2μ + 1) x 0 + μ ( )x 0 + α

( )x 0 + α
2 + β 2

+

μ ( )x 0 - α

( )x 0 - α
2 + β 2

+ W = 0 （4）

平衡点 E ( x 0，0，0 )的特征方程为：

λ3 +( η + 2ξ ) λ2 +( 2ξη + γ - a ) λ - aη = 0（5）

式中，λ 为特征值；

a = -1 + μ (-2 + β 2( 1
( β 2 +( α - x0 )2 )3/2 +

))1

( )β 2 +( α + x0 )2 3/2 。

由 Routh‑Hurwitz 稳定性判据，平衡点 E 是稳定

的当且仅当：
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η + 2ξ > 0
( η + 2ξ ) ( 2ξη + γ - a )> 0

（6）

平衡点 E 的不稳定性将导致不同形式的分岔。

结合式（4）和（5），得到 fold 分岔在平衡点 E 处发生

的条件为：
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（7）

由式（1）可得系统的无量纲势能函数为：

U ( x)= μ
2
é
ë
êêêê ù

û
úúúú( )x + α

2 + β 2 - 1
2

+

μ
2
é
ë
êêêê ù

û
úúúú( )x - α

2 + β 2 - 1
2

+ 1
2 x2 （8）

由式（8）可看出，系统的稳态数目与刚度比 μ、

弹簧的位置参数 α 和 β 有关。

2　簇发振荡现象

根据式（7），可以画出如方程（3）所示的快速子

系 统（3）的 双 参 数 (W，α ) 分 岔 图 ，如 图 2 所 示 。

P1（0，0.221941）代表分岔点，蓝色实线代表 fold 分岔

曲线。 l1 = 0.22194，l2 = 0.31812，l3 = 0.60117。其

他参数固定为 ξ = 0.05， γ = 0.5，η = 0.05，β = 0.2，
μ = 1，f = 1 。

图 3~5 分析了 α 在区域 ( 0， l3 )内低频激励 ω =
0.01 下系统产生的簇发振荡现象。

情形 1 所在区域为 ( 0，l1 )，取 α = 0.15，且系统

为双稳态。由图 3（a）可知，该系统在一个周期内经

历了两次尖峰振荡和两次弛豫振荡。图 3（b）显示

了一个周期的运动可分为两个对称的部分。从区域
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A 出发，系统沿着路径 A→B→A 完成一个周期的运

动。在每个周期内，前半周期（A→B）和后半周期

（B→A）的运动是对称的。图 3（c）揭示了簇发振荡

的分岔机理。该系统从上分支的最右端 1.0 出发向

左移动，进入弛豫振荡，到达点 FB1（−0.614，0.295）
后，从上分支跳到下分支，进入尖峰振荡，随着振荡

逐渐减弱，系统到达最左端−1.0。后半周期的运动

和前半周期类似。系统从−1.0 折返并向右移动，进

入弛豫振荡。遇到分岔点 FB2（0.614，− 0.295）后，

从下分支跳到上分支，再次进入尖峰振荡，随着振荡

减弱，系统右移至 1.0，最终完成一个周期的运动。

情形 2 为区域 ( l1，l2 )，取 α = 0.25 时，系统为三

稳态。图 4 和图 3 类似，同样是经历了两次尖峰振荡

和两次弛豫振荡，但图 4（c）中出现了 4 个分岔点，由

于分岔点 FB2、FB3 并没有对簇发产生影响，这导致

了尖峰振荡持续时间较短，振幅减小较快。

情形 3 为区域 ( l2，l3 )，随着 α 的增大，簇发振荡

也逐渐复杂，取 α = 0.55时，系统为单稳态。如图 5（a）
所示，系统在一个周期内经历了四次尖峰振荡和四

次弛豫振荡。如图 5（b）所示，系统沿着路径 A→M→
B→M→A 完成一个周期的运动。如图 5（c）所示，

系统从上分支的最右端 1.0 出发向左移动，进入弛

豫振荡，到达点 FB1 后，从上分支跳到中分支，进入

尖峰振荡，并逐渐减弱，到达点 FB3 后，从中分支跳

到下分支，再次进入尖峰振荡，并逐渐减弱，到达最

左端−1.0。后半周期的运动和前半周期类似，系统

图 2 快子系统（3）的双参数 (W，α )分岔图

Fig. 2 The two-parameter (W，α ) bifurcation diagram of the 
fast subsystem（3）

注：图 3（c）中蓝实线代表稳定平衡点，蓝虚线代表不稳定平衡点，红实线代表转换相图。

图 3 系统的时间历程图、相图、平衡点曲线和转换相图的叠加图（α = 0. 15）
Fig. 3 Time‑history diagram， phase diagram， and superposition diagram of the equilibrium point curve and the transition phase 

diagram （α = 0. 15）

注：图 4（c）中蓝实线代表稳定平衡点，蓝虚线代表不稳定平衡点，红实线代表转换相图。

图 4 系统的时间历程图、相图、平衡点曲线和转换相图的叠加图（α = 0. 25）
Fig. 4 Time‑history diagram， phase diagram， and superposition diagram of the equilibrium point curve and the transition phase 

diagram（α = 0. 25）

1444



第  7 期 钱有华，等： 低频激励下压电俘能器的簇发振荡和俘能效率分析

从下分支的最左端-1.0 折返并向右移动，进入弛豫

振荡，到达点 FB4 后，从下分支跳到中分支，进入尖

峰振荡，并逐渐减弱，到达点 FB2 后，从中分支跳到

上分支，再次进入尖峰振荡，并逐渐减弱，到达最右

端 1.0，最终完成一个周期的运动。

图 6 分析了 α = 0.15 和 0.55 时系统的 ω‑x 分岔

图。分析发现，当激励频率较小时系统表现为周期

运动，随着激励频率的增加，混沌现象出现，或者混

沌和周期交替出现。

通过观察 Poincaré 截面上截点的情况可以判断  
是否发生混沌：当 Poincaré 截面上有且只有一个不

动点或少数离散点时，运动是周期的；当 Poincaré 截

面上是一些成片的具有分形结构的密集点时，运动

便是混沌的。从图 7 可以看出，当 α = 0.15 时，Poin‑
caré 截面上有且只有一个不动点，运动是周期的。

当 α = 0.55 时，Poincaré 截面上是成片的具有分形

结构的密集点，运动是混沌的。与图 6 中的 ω‑x 分

岔图相对应。

3　俘能效率

由于不同结构的压电俘能器的俘能特性有较大

差别，且非线性压电俘能器在受到外界低频激励时

会产生簇发振荡现象，因此有必要研究簇发以及外

激励等参数对俘能特性的影响。本文以无量纲均方

根电压和输出功率作为系统俘能效果的评价指标，

无量纲均方根电压为：

注：图 7 中红点为 Poincaré 点。

图 7 ω = 0. 06 时系统在不同 α 下的相图

Fig. 7 Phase diagram of the system under different α when 
ω = 0. 06

图 6 α = 0. 15 和 0. 55 时系统的 ω-x 分岔图

Fig. 6 ω-x bifurcation diagram of the system when α = 0. 15 
and 0. 55

注：图 5（c）中蓝实线代表稳定平衡点，蓝虚线代表不稳定平衡点，红实线代表转换相图。

图 5 系统的时间历程图、相图、平衡点曲线和转换相图的叠加图（α = 0. 55）
Fig. 5 Time‑history diagram， phase diagram， and superposition diagram of the equilibrium point curve and the transition 

phase diagram（α = 0. 55）
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V rms = 1
n ∑

i = 1

n

z2
i （9）

式中，zi 为无量纲离散输出电压值；n 为离散电压取

样点数。

输出功率为：

P = z2

R
（10）

式中，z 为无量纲化后的输出电压；固定负载电阻

R = 20 Ω。

图 8 描绘了系统在不同频率比 ω 下的功率响应

图。可以看出，当激励振幅 f = 0.7 时，簇发频率下

产生的俘能效率最好，其次是共振频率，最后是非共

振频率。因此，簇发振荡现象能够提升能量收集效

率，且俘能效率与激励频率和激励振幅有很大关系，

通过合理调节激励频率和激励振幅可以改善俘能器

的能量收集效率。

图 9 描绘了系统在不同激励振幅下的功率响应

图。可以明显看出，当 f = 1 时，双稳态俘能效率较

好；当 f = 0.6 时，三稳态俘能效率较好，但最大功率

响应值小于 f = 1 时的最大功率响应值；当 f = 0.2

时，单稳态俘能效率较好，但比 f = 0.6 时的最大功

率响应值小。因此从总体上看，双稳态的俘能效率

较好。

接下来，针对激励振幅 f = 1 继续探讨系统的俘

能特性。图 10 描述了系统随 μ 变化的俘能特性曲

图 10 系统随 μ 变化的俘能特性曲线和功率响应图（α =
0. 15，β = 0. 2，f = 1，ω = 0. 01）

Fig. 10 Energy capture characteristic curve and power 
response diagram of the system with μ （α = 0. 15，
β = 0. 2，f = 1，ω = 0. 01）

图 9 系统在不同激励振幅下的功率响应图（ω = 0. 01，β =
0. 2，μ = 1）

Fig. 9 The power response diagram of the system under dif‑
ferent excitation amplitudes（ω = 0. 01，β = 0. 2，μ = 1）

图 8 系统在不同频率比 ω 下的功率响应图（f = 0. 7，α =
0. 15， β = 0. 2）

Fig. 8 The power response diagram of the system under differ‑
ent frequencies ratios ω （f = 0. 7，α = 0. 15，β = 0. 2）
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线和功率响应图。可以看出，存在一个最大 μ 值使

得均方根电压值最大，即当 μ = 1.21 时，系统的俘能

特性最好，图 10 的电压曲线和功率响应图可以相互

印证。

图 11 描述了系统随 β 变化的俘能特性曲线和

功率响应图。可以看出，存在一个最大 β 值使得电

压值最大，即当 β = 0.18 时，系统的俘能特性最好，

图 11 的电压曲线和功率响应图可以相互印证。综

上所述，当 α = 0.15、β = 0.18、μ = 1.21 时，系统的

俘能效率达到最高。

4　时滞反馈控制

了解能量收集系统对时滞反馈控制的动态响应

有助于更好地控制系统，保证系统的稳定运行。时

滞反馈被称为动力系统连续时间控制的有效工具。

时滞反馈的形式［33］为 F ( t )= k [ ]ẋ ( t - τ )- ẋ ( t ) ，其

中 k表示反馈增益，加入时滞反馈后，系统变为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ẋ = y

ẏ = -2ξy - ( )2μ + 1 x + μ ( )x + α

( )x + α
2 + β 2

+

μ ( )x - α

( )x - α
2 + β 2

+ γz - m̈ + F ( t )

ż = -ηz - y

（11）

当方程（2）出现簇发振荡时，采用时滞反馈控制

的方法快速抑制俘能器系统中的簇发振荡，使其达

到稳定的平衡状态，从而保证系统的正常运行。图 12
描绘了时滞反馈控制前/后系统的时间历程图和相

图，蓝色曲线代表未加入时滞反馈控制，红色曲线代

表加入时滞反馈控制。从图 12 可以看出，加入时滞

反馈后，簇发振荡现象消失，系统趋于稳定状态。因

此，加入时滞反馈控制能够抑制簇发现象，使系统稳

定运行。

图 13 描绘了时滞反馈控制下系统的时间历程

图和相图。从图 13 可以看出，时滞的大小会影响系

统达到稳定状态的时间，当时滞 τ = 0.7 时，系统更

快达到平衡态。因此，可以通过调节时滞促使系统

更快达到稳定状态。

图 14 描绘了时滞反馈控制前/后系统的功率响

应图。加入时滞反馈控制，通过调节反馈增益和时

滞，可以使系统的输出功率更加稳定且提高输出功

率。固定 ( τ，k )= ( 0.03，11.2 )，通过对比图 14（a）和

（b）可以发现，加入时滞反馈控制后， 系统的输出功

率更加稳定， 但不足之处是并没有很大程度上提升

系统的输出功率，且不能保证抑制簇发振荡现象的

同时提升俘能效率。在以后的研究中，将继续改进

时滞反馈控制，使其可以在实现减振效果的同时提

高俘能效率。

图 11 系统随 β 变化的俘能特性曲线和功率响应图（α =
0. 15，μ = 1. 21，f = 1，ω = 0. 01）

Fig. 11 Energy capture characteristic curve and power 
response diagram of the system with β（α = 0. 15，
μ = 1. 21，f = 1，ω = 0. 01）

图 12 时滞反馈控制前/后系统的时间历程图和相图（ω =
0. 01，k = 0. 4，τ = 0. 1）

Fig. 12 Time‑history diagram and phase diagram of the system 
before and after time-delay feedback control（ω =
0. 01，k = 0. 4，τ = 0. 1）
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5　结  论

本文对一种机械式非线性多稳态压电悬臂梁装

置的簇发振荡和俘能效率进行了研究。通过分析系

统势能可知，随着系统参数的变化，系统具有多稳态

的特性；采用数值仿真法分析了在低频激励下系统

的运动状态及俘能性能。结果表明：

（1）低频激励下，系统存在 fold 分岔，fold 分岔会

引起簇发振荡现象，簇发频率能提升能量收集效率

且系统为双稳态时具有较好的俘能特性。

（2）能量俘获效能与激励频率和激励振幅有关，

且刚度比 μ、弹簧的位置参数 α 和 β 分别存在一个阈

值，使得系统的俘获效能最大。

（3）引入时滞反馈控制可以抑制簇发振荡现象，

保证系统稳定运行，也可以在一定程度上提升俘能

效率。
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