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摘要：柔性转静子碰撞会激发正向模态和反向模态内共振，造成非同步振动，即转子和静子之间间歇性接触。为了揭示正向

模态和反向模态内共振机理，建立转子系统数学模型，采用 Runge-Kutta数值求解运动方程，利用事件检测函数检测接触和非

接触运动；通过坐标系变换，得到转子系统在静止坐标系和旋转坐标系下的坎贝尔图，分析正向模态和反向模态内共振转速；

通过数值计算的分岔图，分析非同步接触运动发生时，转子的运动轨迹和频域特征。结果表明：系统在临界转速下出现主共

振振幅跳跃现象，且存在两个非同步接触响应转速区间。转子在静止坐标系下表现出封闭的连续进动规律，在旋转坐标系下

具有周期性运动规律，且在旋转坐标系下频率存在倍频关系，系统存在 2∶1和 3∶1内共振现象。数值仿真分析验证了内共

振对应的转速预测的正确性，通过该计算方法可以预测内共振出现的转速，避免因跳跃性接触引发的内共振现象。
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Abstract：Impacts  between the flexible  rotor  and stator  will  excite  the internal  resonance of  the forward and backward modes，resulting in

asynchronous  vibration， i.e， intermittent  contact  between  the  rotor  and  stator.  To  reveal  the  internal  resonance  mechanisms  of  the  forward

modes and backward modes，a mathematical model of the rotor system is established，Runge-Kutta numerical solution is used to solve the

equation  of  motion，and  the  event  detection  function  is  used  to  detect  the  contact  and  non-contact  motions.  Through  the  coordinate  system

transformation， the  Campbell  diagrams  of  the  rotor  system  under  the  stationary  coordinate  system  and  the  rotating  coordinate  system  are

obtained， and  the  internal  resonance  speeds  in  the  forward  modes  and  backward  modes  are  analyzed.  Through  the  numerically  calculated

bifurcation  diagram， the  trajectory  and  frequency  domain  characteristics  of  the  rotor  when  the  asynchronous  contact  motion  occurs  are

analyzed.  The results  show that  the  main resonance amplitude jumps at  the  critical  speed，and there  are  two asynchronous contact  response

speed ranges. The rotor exhibits a closed continuous precession law in the stationary coordinate system and a periodic motion law in the rotating

coordinate system，and there is a frequency doubling relationship in the rotation coordinate system，and the system has 2∶1 and 3∶1 internal

resonance phenomena. The numerical simulation analysis verifies the correctness of the rotating speed predictions corresponding to the internal

resonance，and the rotating speeds corresponding to the internal  resonance can be predicted by this  calculation method to avoid the internal

resonance phenomenon caused by asynchronous contact.

Keywords：flexible  rotor  and  stator； internal  resonance  of  the  forward  and backward  modes；Campbell  diagram； radial  clearance；bifurcation

diagram；asynchronous contact motion

在工业应用中，如石油钻井、飞机发动机和直升

机发动机，零件制造或装配误差，会使转子质量不平

衡或产生较大的横向位移，进而引发轴承不对中，使

得转子承受较大的冲击力或摩擦力，导致转子系统
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损坏或失效，转子系统表现出复杂的非线性行为。

在转子系统中，几何非线性较为常见。ŁUCZKO[1]

建立了一种具有内共振和自激振动的旋转轴几何非

线性模型，该模型能对系统运动方程进行预测，并且

易应用于数值分析。GREEN等[2] 和 RODRIGUES等[3]

对偏心转子自动动平衡机构动力学进行了非线性分

岔分析，阐述了其剧烈的几何非线性行为。VAN DE
WOUW等 [4] 通过数值和实验分析，研究了在转子动

力学实验装置中，摩擦引起的振动和质量不平衡导

致的横向振动相互作用，结果表明，较高水平的质量

不平衡（通常会增加横向振动）会对扭转动力学产生

稳定作用，即摩擦引起的极限循环会消失。  VAN
DER HEIJDEN[5-6] 研究了从非线性转子动力学导出

的模型中共振相互作用下的分岔序列，从动力学系

统几何理论的角度考虑转静子接触动力学，指出非

线性行为除了存在于平衡转子的基本共振外，也有

可能存在于大幅度次谐波旋转极限环中。

转静子接触属于一种典型的几何非线性行为，

可以归结为两种：持续摩擦和间歇接触或跳动。YANG
等 [7] 通过理论分析与实验研究，对定点摩擦双转子

系统动力学特性进行了预测，指出最极端和最具破

坏性的非线性行为形式可能是由于转静子接触。

VON GROLL等 [8] 研究了转静子接触测量和仿真中

的低次谐波响应机制， 当悬臂转子 (如飞机发动

机)运转时，往往会出现转静子接触问题，而这种缓

冲环的设计可以限制振动幅度，以减小转静子接触

带来的不利影响。转静子接触问题也涉及到机电系

统 (MEMS)转子。  CHRISTOFOROU等 [9] 研究了主

动控制油井钻柱的完全耦合振动，发现了当与钻头

反弹和粘滑相结合时，其与钻孔发生复杂冲击作

用。HU等 [10] 在对摩擦冲击和初始永久挠度下杆紧

固转子的非线性耦合动力学的研究中发现，正向和

反向的接触涡动都是可能的，这取决于转子是否在

静子周围滑动或粘连。在摩擦条件下，扭转效应变

得重要，并可能导致 Hopf分岔和粘滑行为。相比之

下， 与弹跳相关的动力学可能比纯摩擦更剧烈。

JACQUET-RICHARDET等 [11] 在对涡轮机械的研究

中，对现有的数值模型和实验装置进行了分析，揭示

了转子-静子接触问题涉及多物理和多尺度耦合行

为，本质上具有复杂的非线性。MUSZYNSKA等 [12]

从混沌和分岔理论的角度考虑转静子间歇接触，基

于对局部冲击模型的研究，发现同步和次同步的周

期性振动，以及转子的混沌振动，均伴有高次谐波。

此外，非光滑方法正变得越来越广泛，这种方法可能

会产生一种新的分岔形式。INOUE等 [13] 考虑了内

共振的作用，并发现正向和反向模态频率之间的 1∶1
共振对接触系统的响应有着重要的影响。弹跳式运

动可以分为同步和非同步两种。前者涉及的频率与

转速成整数比，发生在转子系统的各向异性轴承中，

或引起各向异性效应。非同步周期更复杂，因为响

应频率似乎与旋转频率无关。ZILLI等 [14]最早提出

模态内共振理论，并以数值结果为基础，模拟了非同

步弹跳轨迹。ZILLI等 [14] 提出的一个同步条件被

SHAW等 [15] 验证，即：当在旋转坐标系中观察同步运

动时，出现内共振现象。在旋转坐标系内，转子以超

过这种内共振的旋转速度进行周期的弹跳运动。这

一运动与静子接触涡动共存，但 SHAW等 [16] 说明了

在静子硬度较小的情况下，可以用谐波平衡和时域

方法半解析地预测高度非线性的弹跳运动。由内共

振引起的非同步部分接触运动是相当普遍的，可以

应用于任意多自由度的转子系统，这为本文的研究

提供了理论基础。

然而，针对两段柔性转子 -静子碰撞诱导的正向

和反向模态内共振机理的研究较少，因此，本文通过

建立两段柔性转子系统的数学模型，并进行数值仿

真分析，得到转子系统非同步接触运动现象。通过

研究正向模态和反向模态内共振现象发生时的转

速，可以指导旋转机械设计，防止因弹跳式接触运动

导致的灾难性故障，进而保证机械运行安全。

本文的研究框架是：第一部分，介绍本文研究所

采用的动力学模型；第二部分，采用数值方法求解转

静子接触非线性微分方程，得到转子系统的响应，分

析正向模态和反向模态内共振现象；第三部分，对正

向模态和反向模态内共振响应规律以及控制方法给

出结论。 

1    动力学建模

kr1 cr1

kr2 cr2

L1 L2

d1 d2 v1 v2

M1 M2 a

b c

ks

本文建立了如图 1（ a）所示的转子系统数学模

型。模型中，在 O点处有滑动轴承支承，电机驱动转

子 1旋转，采用各向同性螺旋联轴器 1连接，具有线

性角刚度 和阻尼 ，转子 1与转子 2通过柔性联

轴器 2连接，具有线性角刚度 和阻尼 ，假设转轴

为无质量的刚性轴，转子 2中心安装有固定间隙的

缓冲环 [15]。转子长度分别为 和 ，圆盘 1位于转

子 1的中间位置，圆盘 2位于转子 2的底部；圆盘的

直径分别为 和 ，厚度分别为 和 ，质量分别为

和 ； 为缓冲环中心到圆盘 2几何中心的长度，

为电机到圆盘 1几何中心的长度； 为缓冲环的静

子径向间隙， 表示静子的刚度。图 1（b）为绘制的

CATIA三维模型图，图 1（c）为缓冲环结构示意图。

ψ1 θ1 ψ2 θ2

采用惯性参照系 Oxyz来描述两个圆盘的运动，

角 、 和 、 分 别 为 圆 盘 1和 圆 盘 2的 坐 标 ，

Ω为转子转速 ， 重力引起的加速度作用在 z轴上 ，
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g为重力加速度。

通过推导动能、势能和非保守力，利用拉格朗日

方程 [17] 可以导出转子系统的运动方程为：

Mü+ΩGu̇+Cu̇+Ku = Fe+Fi （1）

M G C K

Fe

Fi

式中， 、 、 和 分别表示质量矩阵、陀螺矩阵、

阻尼矩阵和刚度矩阵，表达式见附录 A中式（A1）～

（A4）； 为由动能导出的由各圆盘质量不平衡引起

的激励矢量，表达式见式（A5）； 表示转子 2与静子

之间的作用力，表达式见式（A6）；u为静止坐标下的

位移矢量，表达式为：

u =
[
ψ1 θ1 ψ2 θ2

]T
（2）

a转子 2在静子长度 处的径向位移表达式为：

r2 =
[
L1ψ1+ (L2−a)ψ2

]2
+ [L1θ1+ (L2−a)θ2]2 （3）

将运动方程从静止坐标系向旋转坐标系变换 [18]：

u = Tũ （4）
ũ T式中， 为旋转坐标系中的向量； 为变换矩阵，定

义为：

T =


cos(Ωτ) −sin(Ωτ) 0 0
sin(Ωτ) cos(Ωτ) 0 0

0 0 cos(Ωτ) −sin(Ωτ)
0 0 sin(Ωτ) cos(Ωτ)


（5）

τ T由式 (4)、时间 、式 (5)中定义的 ，有：

u̇ = T ˙̃u+ Ṫũ （6）

ü = T ¨̃u−Ω2ũ+2Ṫ ˙̃u （7）

TTṪ = ṪTT = −ΩJ （8）
J其中， 为：

J =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 （9）

TT

将式 (4)、(6)和 (7)应用于式 (1)中，并在式 (1)的
两侧乘以 ，得到旋转坐标系中的表达式为：

M ¨̃u+ (−2MJΩ+GΩ) ˙̃u+C ˙̃u+
(K−MΩ2−CJΩ−GJΩ2)ũ = Fe+Fi （10）

2MJΩ MΩ2

将静止坐标系中的运动方程转化为旋转坐标系

的优点是可以清楚地识别非线性系统动力学中各

项的贡献。其中： 为科氏加速度， 为向心

软化。 

2    数值仿真分析

ζ1 ζ2

ε1 ε2

为了揭示转静子碰撞诱导内共振机理，采用上

述建立的动力学模型，应用到某转子系统的动力参

数，如表 1所示，其中 、 为模态阻尼比，该参数用

来构建阻尼矩阵， 、 为圆盘的偏心量。 

2.1    内共振对应转速的确定

坎贝尔图可以展示转子线性系统的固有频率随

转速的变化规律，由于陀螺效应导致正反向模态频
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(a) 模型示意图
(a) Schematic diagram of the model

(b) 三维模型图
(b) 3D model diagram

(c) 缓冲环结构示意图
(c) Schematic diagram of the buffer ring structure 
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图 1　转静子接触模型

Fig. 1　The model of a rotor-stator interaction
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率分开，因此在静止坐标系下，只能看出正反向模态

频率随转速的变化规律，但是在旋转坐标系下，可以

得到正反向模态交叉点对应的频率 [16]，即内共振对

应转速大概区间。

线性固有频率可以用下式来估计：

det(K−λGΩ+λ2 M) = 0 （11）

式中，向量 λ为由式 (A4)中定义的刚度矩阵 K、式 (A2)
中定义的陀螺矩阵 G、式 (A1)中定义的质量矩阵 M
计算得到的特征值。

转频与转子涡动频率的交点决定了系统的模态

频率，图 2给出了系统的模态频率，图中 ω为涡动频

率，红色虚线表示第 1阶反向涡动频率，蓝线表示第 1
阶正向涡动频率，黄色虚线表示第 2阶反向涡动频

率，紫色虚线表示第 2阶正向涡动频率，绿线表示转

子转频。从图中可以看出，第 1阶模态频率为 146 r/min，

第 2阶反向模态频率为 241 r/min，第 2阶正向模态频

率 250 r/min，由于陀螺项的影响，第 2阶正向和反向

涡动频率是不同的。

为了确定转子正反向模态内共振确定的转频，

在旋转坐标系下画出转子模态频率随转子转速的变

化规律，可以通过下式求得：

det
[
(K−MΩ2−GJΩ2)−λ(−2MJΩ+GΩ)+λ2 M

]
= 0
（12）

图 3给出了旋转坐标系下的坎贝尔图，图中 ωf

和 ωb 分别为正向涡动和反向涡动频率 ，红线表示

Ω

Ω

1倍的正向涡动频率，蓝色虚线表示 1倍的反向涡动

频率，黑色虚线表示 2倍的正向涡动频率，淡蓝色线

表示 3倍的正向涡动频率。本文中常用的惯例是，

反向涡动（顺时针方向）具有负频率，这个符号惯例

可以在旋转坐标系中使用。当转速 为零时，静止

坐标系和旋转坐标系之间的正向涡动频率和反向涡

动频率没有差别。随着转速 的增加，旋转坐标系

中的模态频率减小，这与本文采用的符号惯例是一

致的。当正向涡动频率在 146和 241 r/min，即 1倍的

正向涡动频率通过零转速时，这两个交点分别为

图 2所示的第 1阶正向模态频率和第 2阶正向模态

频率。
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图 3　在旋转坐标系下柔性转子系统的模态频率随转速的变

化规律

Fig. 3　The law of the modal frequencies of flexible rotor system

changing with speed in the rotating coordinate system
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采用旋转坐标系下的坎贝尔图，可以很容易识

别出正反向模态内共振对应的转速。如当转速

437.6  r/min时 ， 对应第 1阶反向模态频率等于

2倍的第 1阶正向模态频率 ；当转速 546.7 r/min
时，对应第 2阶反向模态频率等于 2倍的第 1阶正向

模态频率；当转速 616.2 r/min，对应第 1阶反向模

态频率等于 2倍的第 2阶正向模态频率 ； 当转速

724.9  r/min时 ， 对应第 2阶反向模态频率等于

 

表 1　计算参数

Tab. 1　Calculation parameters
 

参数 数值

d1圆盘1的直径 /mm 46

d2圆盘2的直径 /mm 46

v1圆盘1的厚度 /mm 19

v2圆盘2的厚度 /mm 19

M1圆盘1的质量 /kg 0.28

M2圆盘2的质量 /kg 0.42

ε1圆盘1的偏心量 /mm 2

ε2圆盘2的偏心量 /mm 3

L1转子1的长度 /mm 333

L2转子2的长度 /mm 257

a缓冲环中心到圆盘2几何中心的长度 /mm 84

b电机到圆盘1几何中心的长度 /mm 166.5

c缓冲环的静子径向间隙 /mm 10

ks静子的刚度 /(N·m−1) 200

g重力加速度 /(m·s−2) 9.81

kr1螺旋联轴器1的角刚度 /[N·m·(°)−1] 6.0

kr2螺旋联轴器2的角刚度 /[N·m·(°)−1] 6.0

ζ1螺旋联轴器1的模态阻尼比 0.02

ζ2螺旋联轴器2的模态阻尼比 0.02
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图 2　静止坐标系下转子系统的坎贝尔图

Fig. 2　Campbell  diagram of  the rotor system in the stationary

coordinate system
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Ω≈

Ω≈

Ω≈
Ω≈

2倍的第 2阶正向模态频率。每一个交叉点都意味

着可能有正反向模态频率 2∶1的内共振。当转速

291.7 r/min时，对应第 1阶反向模态频率等于 3倍的

第 1阶正向模态频率；当转速 344.5 r/min时，对应

第 2阶反向模态频率等于 3倍的第 1阶正向模态频

率；当转速 430.2 r/min，对应第 1阶反向模态频率

等于 3倍的第 2阶正向模态频率；当转速 482.9 r/min

时，对应第 2阶反向模态频率等于 3倍的第 2阶正向

模态频率。每一个交叉点都意味着可能有正反向模

态频率 3∶1的内共振。 

2.2    非线性响应随转速变化的规律

为了准确验证正反向模态频率重合处得到的内

共振对应转速，采用 4阶 Runge-Kutta法求解运动方

程 (10)，判断初始的转子状态是否与静子接触，如果

转静子未接触，则采用无接触情况下的转子线性系

统进行求解，采用事件检测函数检测转静子接触，其

终了状态作为转静子接触的初始状态，建立接触后

产生的激振力，求解转静子接触情况下的转子响应，

直至采用事件检测函数检测到转静子未接触，通过

此方法循环计算，得到系统的稳态响应。这里的事

件检测函数在常微分方程 ODE的求解过程中，能精

确检测到转静子接触时刻，提示常微分方程 ODE求

解器停止积分。

采用上述求解动力学方程的方法，得到最大径

向间隙 r2 随转速变化的分岔图，如图 4所示，其中，

蓝色虚线为径向间隙，第 1个峰值对应的转速为

138 r/min，即转子系统在静止坐标系中的第 1个临界

速度；第 2个峰值对应的转速为 372 r/min，即转子系

统在静止坐标系中的第 2个临界速度，由于刚度硬

化效应，在转速为 138和 372 r/min时出现振幅跳跃

现象。转速在 384~486 r/min和 780~960 r/min区间 ，

出现非同步接触响应。在 780~960 r/min区间，转静

子非同步接触，存在显著的动刚度硬化现象 [19]。 

2.3    非同步接触运动的时域与频域特征

为了分析非同步响应的时域与频域特征，对上

述仿真得到的水平位移的时域信号进行功率谱密度

分析，如图 5所示，从图中可以看出，在两个非同步

共振转频区间内，频率成分包括转频、两个非同步

频率成分，该非同步频率成分分别对应于转子的正

向和反向涡动频率。为了清晰地分析该非同步频率

成分，提取特定转速下的响应进行频率分析。
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图 5　功率谱密度图

Fig. 5　Power spectral density plot
  

2.3.1    3∶1 内共振

在非同步接触转速区间 [384，486] r/min，即图 5
所示的转频区间 [6.4，8.1] Hz内，选取转速 411 r/min，

初始状态为在 x轴上对转子 2施加 10−3 rad的角向位

移，得到转子系统的稳态解，在静止坐标系和旋转坐

标系下，转子轴心轨迹如图 6所示，蓝线表示转子 2
的轴心轨迹，红色虚线表示间隙。可以看出，在静止

坐标系下，转子的运动为封闭的连续性进动；在旋转

坐标系下，转子轴心轨迹表现出周期性运动。

图 7为在旋转坐标系下转子 2 的 Poincaré映射

图，表现为闭合曲线，转子 2进行周期运动，图 8为

在旋转坐标系下，转子 2在 x方向的时域曲线，表明

转子 2做周期运动。

图 9为在静止坐标系和旋转坐标系下，转速为

411 r/min时，转子 2在 x方向的频谱图。图 9（a）标注

的 4个峰值对应的频率中，2.15 Hz对应 1/3倍的第

2阶正向涡动频率与 1/3倍的第 1阶反向涡动频率之

和， 3.69  Hz对 应 2/3倍 的 第 2阶 正 向 涡 动 频 率 与

1/3倍的第 1阶反向涡动频率之和，5.24 Hz对应 1倍

的正向涡动频率与 1/3倍的第 1阶反向涡动频率之

和，6.84 Hz对应转速频率；图 9（b）标注的 3个峰值

对应的频率中，1.55、3.14、4.69 Hz的纵坐标值分别

对应图 9（ a）中的 5.24、 3.69、 2.15 Hz。其中 1.55 Hz
对应图 9（a）中 6.84 Hz减去 5.24 Hz，3.14 Hz对应图 9（a）
中 6.84 Hz减去 3.69 Hz，4.69 Hz对应图 9（a）中 6.84 Hz
减去 2.15 Hz；3个峰值对应的频率在旋转坐标系下
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图 4　最大径向间隙随转速变化的分岔图

Fig. 4　Bifurcation diagram of the maximum radial clearance as

a function of rotational speed
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存在 3倍频关系，体现出转速 411 r/min对应于图 3

中第 1阶反向模态频率等于 3倍的第 2阶正向模态

频率下的转速，即 3∶1内共振。 

2.3.2    2∶1 内共振

在非同步接触转速区间 [384，486] r/min，即图 5

所示的转频区间 [6.4，8.1] Hz内，选取转速为 420 r/min，

初始状态为在 x轴上对转子 2施加 10−3 rad的角向位

移，得到转子系统的稳态解，在静止坐标系和旋转坐

标系下，转子轴心轨迹如图 10所示，蓝线表示转子 2

的轴心轨迹，红色虚线表示间隙。可以看出，在静止

坐标系下，转子的运动为封闭的连续性进动；在旋转

坐标系下，转子轴心轨迹表现出周期性运动。

图 11为在旋转坐标系下转子 2 的 Poincaré映射

图，表现为闭合曲线，转子 2进行周期运动，图 12为

在旋转坐标系下，转子 2在 x方向的时域曲线，表明

转子 2做周期运动。

图 13为在静止坐标系和旋转坐标系下，转速为

420 r/min时，转子 2在 x方向的频谱图。图 13（a）标

注的 3个峰值对应的频率中，2.27 Hz对应第 1阶反

向涡动频率，4.63 Hz对应第 2阶正向涡动频率，7.00 Hz
对应转速频率；图 13（b）标注的 2个峰值对应的频率
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图 6　转子 2 在转速为 411 r/min 时的轴心轨迹

Fig. 6　Axial trajectory of rotor 2 when rotating speed is 411 r/min
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图 7　旋转坐标系下转子 2 的 Poincaré映射图（转速为 411 r/min）

Fig. 7　Poincaré  map  of  rotor  2  in  the  rotating  coordinate

system(rotating speed is 411 r/min)
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图 8　旋转坐标系下转子2 在x方向的时域曲线（转速为411 r/min）

Fig. 8　Time-domain curves  of  rotor  2  in  the x direction in  the

rotating coordinate system(rotating speed is 411 r/min)
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图 9　转子 2 在 x方向的频谱图（转速为 411 r/min）

Fig. 9　The spectrum of rotor 2 in the x direction(rotating speed

is 411 r/min)

第  9 期 王海飞，等：柔性转静子碰撞正反向模态内共振特性研究 2093



中，2.37 Hz对应图 13（a）中 7.00 Hz减去 4.63 Hz，4.73 Hz

对应图 13（ a）中 7.00 Hz减去 2.27 Hz；2个峰值对应

的频率在旋转坐标系下存在 2倍频关系，体现出转

速 420 r/min对应于图 3中第 1阶反向模态频率等于

2倍的第 1阶正向模态频率下的转速，即 2∶1内共振。

在非同步接触转速区间 [780，960] r/min，即图 5

所示的转频区间 [13，16] Hz内，选取转速为 840 r/min，

初始状态为在 x轴上对转子 2施加 10−3 rad的角向位

移，得到转子系统的稳态解，在静止坐标系和旋转坐

标系下，转子轴心轨迹如图 14所示，蓝线表示转子 2

的轴心轨迹，红色虚线表示间隙。可以看出，在静止

坐标系下，转子的运动为封闭的连续性进动；在旋转

坐标系下，转子轴心轨迹表现出周期性运动。

图 15为在旋转坐标系下转子 2 的 Poincaré映射

图，表现为闭合曲线，转子 2进行周期运动，图 16为

在旋转坐标系下，转子 2在 x方向的时域曲线，表明

转子 2做周期运动。

图 17为在静止坐标系和旋转坐标系下，转子 2

在 x方向的频谱图，转速为 840 r/min。图 17（a）标注
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图 10　转子 2 在转速为 420 r/min 时的轴心轨迹

Fig. 10　Axial trajectory of rotor 2 when rotating speed is

420 r/min
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图 11　旋转坐标系下转子 2 的Poincaré映射图（转速为 420 r/min）

Fig. 11　Poincaré  map  of  rotor  2  in  the  rotating  coordinate

system(rotating speed is 420 r/min)
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图 12　旋转坐标系下转子 2 在 x方向的时域曲线 （ 转速为

420 r/min）

Fig. 12　Time-domain curves of rotor 2 in the x direction in the

rotating coordinate system(rotating speed is 420 r/min)
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图 13　转子 2 在 x方向的频谱图（转速为 420 r/min）

Fig. 13　The  spectrum  of  rotor  2  in  the x direction(rotating

speed is 420 r/min)
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的 3个峰值对应的频率中，4.41 Hz对应第 1阶反向

涡动频率，5.16 Hz对应第 2阶正向涡动频率，13.98 Hz

对应转速频率。图 17（b）标注的 2个峰值对应的频

率中，9.57 Hz对应图 17（ a）中 13.98 Hz减去 4.41 Hz，

19.14 Hz对应图 17（a）中 13.98 Hz加上 5.16 Hz。两个峰

值对应的频率在旋转坐标系下存在 2倍频关系，体现

出转速 840 r/min对应于图 3中第 2阶反向模态频率等

于 2倍的第 2阶正向模态频率下的转速，即 2∶1内共振。

上述仿真得到的转子模态 3∶1与 2∶1内共振

现象，可以采用如下表达式描述 [15]：

(p−q) ω̃i = pω̃ j （13）

ω̃i ω̃ j式中，p和 q为整数； 和 分别为正向涡动和反向

涡动频率成分。当满足此条件时，系统发生内共振

现象，本文研究结果符合该规律，因此验证了模型求

解的正确性。 

3    结　论

本文建立了两段柔性转子系统的数学模型，利
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图 14　转子 2 在转速为 840 r/min 时的轴心轨迹

Fig. 14　Axial  trajectory  of  rotor  2  when  rotating  speed  is

840 r/min
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图 15　旋转坐标系下转子 2 的Poincaré映射图（转速为 840 r/min）

Fig. 15　Poincaré  map  of  rotor  2  in  the  rotating  coordinate

system(rotating speed is 840 r/min)
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图 16　旋转坐标系下转子 2 在 x方向的时域曲线 （ 转速为

840 r/min）

Fig. 16　Time-domain curves of rotor 2 in the x direction in the

rotating coordinate system(rotating speed is 840 r/min)
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图 17　转子 2 在 x方向的频谱图（转速为 840 r/min）

Fig. 17　The  spectrum  of  rotor  2  in  the x direction(rotating

speed is 840 r/min)
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用拉格朗日方程推导出转子系统的运动方程，并将

转子运动从静止坐标系转化为旋转坐标系，在旋转

坐标系下采用 Runge-Kutta法求解运动方程，利用事

件检测函数检测接触和非接触运动，得到如下结论：

（1）从旋转坐标系下的坎贝尔图可以看出，反向

频率与正向频率 2∶1的转速为 437.6、546.7、616.2、

724.9 r/min，反向频率与正向频率 3∶1的转速为 291.7、

344.5、 430.2、 482.9  r/min。由分岔图可以看出 ， 在

138和 372 r/min的两个临界转速下，出现了主共振振

幅跳跃现象，并得出两个非同步接触响应转速区间

[384，486] 和 [780，960] r/min。
（2）转速为 411 r/min时，在旋转坐标系下转子 2

的轴心轨迹图、x方向的 Poincaré映射和时域曲线体

现了其在旋转坐标系下的周期运动；由静止坐标系

和旋转坐标系下转子 2 在 x方向的频谱图发现，在旋

转坐标系下 3个峰值对应的频率存在 3倍频关系，

即第 1阶反向模态频率等于 3倍的第 2阶正向模态

频率，即 3∶1内共振。

（3）转速为 420和 840 r/min时，在旋转坐标系下

转子 2的轴心轨迹图、x方向的 Poincaré映射和时域

曲线表现出周期运动。由静止坐标系和旋转坐标系

下转子 2在 x方向的频谱图发现，两个转速下第 1阶

反向模态频率等于 2倍的第 1阶正向模态频率，第

2阶反向模态频率等于 2倍的第 2阶正向模态频率，

即 2∶1内共振。

本文研究工作为设计转子系统避免正反向模态

频率 2∶1内共振与 3∶1内共振提供理论依据，后续

将深入研究考虑转静子碰摩下的模态内共振特性。
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附 录：

M G C K质量、陀螺、阻尼和刚度矩阵 、 、 和 分别为：
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Fe由于每个圆盘的质量不平衡而产生的激励矢量 为：
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Fi H (r)由于转子 2和静子之间的冲击引起的矢量 和系数 分别为：
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