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三维夹层圆柱壳平稳随机响应分析
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摘要: 基于三维弹性理论，利用统一级数法与虚拟激励法（PEM）建立了三维夹层圆柱壳平稳随机响应模型。根据夹层材料的

层间特性差异划分圆柱壳子域，并利用三维弹性理论结合虚拟激励法建立各子域的动能、应变能、边界势能及平稳随机激励

功。通过耦合罚函数法将分层子域间的力学协调条件转化为耦合条件能量，进而叠加各子域能量获得夹层圆柱壳的整体能量

泛函。使用统一的级数表达式构建各子域的位移分量，并结合瑞利‑里兹法求解获得三维夹层圆柱壳结构的随机响应。通过

与现有文献和有限元结果的对比，验证了随机响应模型的正确性。最后分析了厚径比、层合‑功能梯度夹层材料的铺设角及幂

律指数对三维夹层圆柱壳随机响应的影响。
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Abstract: Based on the three-dimensional elasticity theory， the smooth stochastic response model of three-dimensional sandwiched 
cylindrical shells is established by using the unified series method and the pseudo-excitation method （PEM）. The cylindrical shell 
subdomains are divided according to the interlayer property differences of the sandwich material， and the kinetic energy， strain ener‑
gy， boundary potential energy and smooth random excitation work of each subdomain are established by using three-dimensional 
elasticity theory combined with the virtual excitation method. The mechanical coordination conditions between the layered subdo‑
mains are converted into coupling condition energies by the coupling penalty function method， and then the overall energy general‑
ization of the sandwiched cylindrical shell is obtained by superposing the energies of each subdomain. The displacement compo‑
nents of each subdomain are constructed using a unified level expression and solved by combining the Rayleigh-Ritz method to ob‑
tain the stochastic response of the three-dimensional sandwiched cylindrical shell structure. The correctness of the stochastic re‑
sponse model is verified by comparison with literature and finite element results. Finally， the effects of thickness-to-radius ratio， 
lay-up angle of laminated-functional gradient sandwich material and power-law index on the random response of three-dimensional 
sandwiched cylindrical shell are analyzed.

Keywords: random vibration；laminated-functional gradient sandwich material；three-dimensional cylindrical shell；unified series 
method；pseudo-excitation method

夹层材料是指面层和芯层由不同材料组成的一

种新型多功能复合材料。这种材料通过合理选择面

板和芯材，可以有效提高其综合性能。相比于单一

材料，夹层材料的强度、刚度较高且密度更小，因此

被广泛应用于工程领域。关于夹层结构动力学行为

的研究也日趋丰富［1‑3］。针对航空航天工程产品表

面要有较高的耐热性以及总体质量较小的需求，本

文将密度小、强度高的层合材料和耐热性较好的功

能梯度材料组成一种夹层复合材料，并以常见的圆

柱壳体结构为例，深入探讨其动力学特性。
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圆柱壳结构在工业领域非常常见，例如火箭的

舱体、油液的输送管道等。因此，从实际设计的角度

研究其振动特性至关重要。基于一阶剪切变形理论

和高阶剪切变形理论，许多学者对薄壳结构进行了

动力学分析［4‑6］。然而，将三维弹性力学问题简化为

二维问题，致使结构的弹性力学方程不能全部被满

足，由此产生的理论性误差将会随着结构某一维度

尺寸的增大而急剧增加。相比之下，三维弹性理论

没有对变形作出任何假设，适用于任意尺寸的结构。

许多学者基于三维弹性理论对圆柱壳的动力学行为

进行了大量研究。仝博等［7］在三维弹性理论的基础

上，结合分层理论和状态空间法，对复合材料圆柱壳

的自由振动进行了分析。YE 等［8］开发了一种基于

三维弹性理论的统一方法，用于对弹性基础上具有

常规边界条件的厚圆柱壳进行自由振动分析。SU
等［9］利用变分原理结合修正傅里叶级数，得到了厚

功能梯度圆锥壳、圆柱壳和环形板结构的三维振动

精确解。

在实际工程领域，许多结构部件在使用过程中

通常会受到噪声、气流、水波等随机载荷的影响。随

机载荷会引起有害振动，从而导致结构疲劳破坏。

近年来，学者针对板壳结构的随机响应也开展了相

关的研究。左朋等［10］将谱几何法与虚拟激励法结

合，分析了复杂边界条件下功能梯度圆环板的平稳

随机响应特性。霍慧等［11］将虚拟激励法与振型叠加

技术结合，导出了平稳和非平稳激励作用下中厚圆

柱壳的随机响应功率谱密度函数解析解。DOGAN
等［12］提出了一个分析模型，用于预测随机激励下双

壁夹层圆柱壳的非线性响应。HUO 等［13］利用离散

分析方法实现了薄壁正交各向异性圆柱壳在稳态和

非稳态随机激励下的精确基准响应。从以上文献中

可以看出，以往对于随机振动的研究主要集中于薄

壁板壳结构，而对于三维夹层圆柱壳随机响应的研

究较为少见。事实上，由于圆柱壳为典型的曲面型

结构，而工程中随机载荷通常沿着特定的方向加载，

因此，需要合理地处理三维夹层圆柱壳曲面几何与

随机载荷加载方向的匹配性问题。为此，本文通过

子域划分和载荷分解方法解决结构几何与载荷的匹

配性问题，并结合统一级数法与虚拟激励法，研究三

维夹层圆柱壳的平稳随机响应特性。

1　理论推导

1. 1　三维夹层圆柱壳模型描述

三维夹层圆柱壳模型示意图如图 1 所示。圆柱

壳的长度为 L，厚度为 h，内半径为 R0，外半径为 R1，

因此 h=R1 −R0。夹层圆柱壳一共有 N层，由内到

外依次是第 1 层，…，第 k层，…，第N层，故每层的厚

度为 h/N。圆柱坐标系的 x、θ和 r轴分别表示圆柱

壳的轴向、周向和径向。为了描述三维圆柱壳的变

形状态，引入一个正交曲线坐标系（u，v，w）分别表

示壳体的轴向、周向、径向位移。此外，通过在圆柱

壳的两端面均匀设置不同刚度（ku，kv，kw）的边界弹

簧来表示不同的边界条件。图 2 给出了研究涉及的

两种材料分布类型的示意图，其中，分布类型 A 的

面层是层合材料，芯层是功能梯度材料；分布类型 B
的面层是功能梯度材料，芯层是层合材料。

1. 2　能量泛函

为建立圆柱壳的整体能量泛函，本节将根据夹

层材料的层间特性差异将圆柱壳划分为 N个子域，

如图 3 所示。首先建立各层子域的独立能量泛函，

再将各层子域之间的力学和位移关系转化为耦合能

量，最后组合各层子域的独立能量泛函和耦合能量，

得到整体能量泛函。

根据三维弹性理论，三维夹层圆柱壳第 k层的

应变‑位移关系为：

εk = P kuk （1）
其中：

εk = [ εkx   εkθ   εkr   γkθr   γkxr   γkxθ ] T
（2）

图 1 三维夹层圆柱壳模型示意图

Fig. 1 Schematic diagram of three-dimensional sandwiched 
cylindrical shell model

图 2 两种材料分布类型示意图

Fig. 2 Schematic diagram of  two material distribution types
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（3）

uk = [ uk   vk   wk ] T
（4）

式中，uk、vk和wk分别为第 k层在轴向、周向和径向的

位移分量；εkx、εkθ、εkr和 γkθr、γkxr、γkxθ分别为第 k层的法向

应变和剪切应变分量。

根据广义胡克定律，三维夹层圆柱壳第 k层的

线性本构方程为：

σ k = Q k εk （5）
其中：

σ k = [ σ kx    σ kθ    σ kr    τ kθr   τ kxr   τ kxθ ] T
（6）
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式中，σ kx、σ kθ、σ kr 和 τ kθr、τ kxr、τ kxθ分别为第 k层的法向应力

和剪切应力分量；Q k
ij（i，j=1，2，…，6）为第 k层的弹

性刚度系数，对于层合材料和功能梯度材料，Q k
ij的

计算公式详见文献［9，14］。

特别地，本文所涉及的功能梯度材料由陶瓷和

金属组成，假设其材料特性在厚度方向上呈现连续

梯度变化，相应的杨氏模量、泊松比和密度可以分别

表示为：

Ez ( z )= ( E c - Em )V c ( z )+ Em （8a）
μz ( z )= ( μ c - μm )V c ( z )+ μm （8b）
ρz ( z )= ( ρ c - ρm )V c ( z )+ ρm （8c）

式中，E、μ和 ρ分别表示杨氏模量、泊松比和密度，

下标“c”和“m”分别表示陶瓷和金属。陶瓷体积分

数Vc（z）由四参数幂律分布得到［6］：

V c ( z )=[ 1 - a ( 1
2 + z

h
)+ b ( 1

2 + z
h

)c ]p （9）

式中，幂律指数 p和参数 a、b、c决定了功能梯度材料

在厚度方向上的属性变化。

根据动能定理，三维夹层圆柱壳第 k层的动能

T k可表示为：

T k = 1
2 ∫V

ρk( )u̇k T
u̇k dV （10）

式中，V表示第 k层圆柱壳的体积。

第 k层的应变能U k
V可表示为：

U k
V = 1

2 ∫V
( )σ k T

εk dV=

1
2 ∫V

( )uk T ( )P k T ( )Q k T
P kuk dV （11）

第 k层存储在两端面弹簧中的弹性势能 U k
p 可

表示为：

U k
p = 1

2 ∫ SA
{( )uk T

ukk0 + ( )uk T
ukkL}dSA （12）

式中，k0=［ku0   kv0   kw0］和 kL=［kuL   kvL   kwL］分别为 x=
0 和 x=L时边界弹簧的刚度值；SA 表示第 k层圆柱

壳两端面的面积。

根据虚拟激励法，基础加速度载荷的虚拟激励

可表示为：

g̈͂ ( t )= Sg̈( )ω eiωt （13）
式中，Sg̈( )ω 为功率谱密度；ω为圆频率。

本文中随机载荷沿着 θ=90°加载于夹层圆柱壳

结构，通过柱坐标系下载荷的矢量分解使之与结构

几何相匹配，此时随机外部载荷对圆柱壳第 k层所

做的功可描述为：

Wk = -∫V
ρk g̈͂ ( t ) ( )vk cos θ+ wk sin θ dV（14）

为了将各层之间的力学协调条件转化为耦合能

量，本文采用耦合罚函数法描述夹层圆柱壳的耦合

边界，其耦合势能可表示为：

U k
c = 1

2 ∫ SB
[ kb ( uk - uk- 1 )T ( uk - uk- 1 )+

]k t ( uk + uk+ 1 )T ( uk + uk+ 1 ) dSB （15）
式中，kb和 kt为相邻层之间引入的罚因子，为了得到

合理的收敛解，kb和 kt取为 1015［14］；SB表示第 k层圆柱

壳的侧面积。

1. 3　求解方法

本文采用统一级数法描述三个方向的位移函

数。因此，圆柱壳第 k层的位移形式可表示为：

uk ( x，r，θ，t )=Φ k ( x，r，θ ) Ak ( t ) （16a）

图 3 子域划分示意图

Fig. 3 Schematic diagram of subdomain division
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vk ( x，r，θ，t )=Φ k ( x，r，θ ) Bk ( t ) （16b）
wk ( x，r，θ，t )=Φ k ( x，r，θ )C k ( t ) （16c）

其中：

Φ k ( x，r，θ )=[T 0 ( x )   …   Tp ( x )   …   TP ( x )]⊗
[T 0 ( r )   …   Tq ( r )   …   TQ ( r )]⊗[ cos ( nθ )   sin ( nθ )]

（17）
Ak ( t )=

[ ]A c
00   …   A c

pq   …   A c
PQ   A s

00   …   A s
pq   …   A s

PQ

T
eiωt

（18）
式中，T为多项式级数，包括切比雪夫多项式、勒让

德多项式、正交多项式和改进傅里叶级数等，根据以

往的研究［15］，这几种多项式级数都可以用于描述结

构的位移函数，并且能够达到相似的计算效率与求

解精度，本文使用改进傅里叶级数进行后续计算分

析；P和Q分别为 x和 r方向的多项式截断数；n为周

向波数；A为未知系数，上标“c”和“s”分别对应周向

波数展开的余弦项和正弦项；Bk（t）或 Ck（t）与 Ak（t）
的形式类似，只需将A改成 B或 C。

本文采用瑞利‑里兹法进行求解，圆柱壳的能量

泛函可表示为：

L= UV + Up + U c - T +W （19）
将位移函数代入能量泛函，并对每个未知系数

求偏导，使其导数为 0，可以得到圆柱壳的运动

方程：

∂L
∂Θ = 0，Θ= A，B，C （20）

( K- ω2M )G= F （21）
其中：

K= diag ( )K 1，…，K k，…，K N +
diag ( )K 1，2

c ，…，K k- 1，k
c ，…，K N- 1，N

c （22a）
M= diag ( )M 1，…，M k，…，M N （22b）
G=[ G 1   …   G k   …   G N ]T （22c）
F=[ F 1   …   F k   …   F N ]T （22d）

式中，Kk为第 k层的刚度矩阵；K k- 1，k
c 为第 k−1 层与

第 k层的耦合刚度矩阵；Mk为第 k层的质量矩阵；Gk

为第 k层的位移矢量；Fk为第 k层虚拟激励的载荷

矢量。

将式（22）中得到的位移矢量 G代入式（16）中，

可以得到虚拟位移响应，从而得到三维圆柱壳在随

机激励作用下的随机响应 PSD：

Sw ( r，θ，t )= [w ( r，θ，t ) ] *
w ( r，θ，t ) （23a）

Sẇ ( r，θ，t )= ω2Sw ( r，θ，t ) （23b）
Sẅ ( r，θ，t )= ω4Sw ( r，θ，t ) （23c）

式中，“*”表示复共轭；Sw、Sẇ和 Sẅ分别为位移、速度

和加速度响应自功率谱函数。

2　数值结果和讨论

本节将通过一些数值算例验证本文方法对于分

析三维夹层圆柱壳自由和随机振动的有效性和精确

性，并探究不同参数对随机响应 PSD 的影响。除非

特别说明，本文所有算例将使用以下参数进行计算：

对于层合材料，其材料属性为：E1=150 GPa，E2=
E3=10 GPa；μ12=μ13=0.3，μ23=0.4；ρ=1600 kg/m3；

剪切模量 G12=G13=6 GPa，G23=5 GPa。对于功能

梯度材料，采用氧化锆陶瓷和铝金属的组合，其材料

属 性 为 ：Ec=168 GPa，Em=70 GPa；μc=0.3，μm=
0.3；ρ c=5700 kg/m3，ρm=2700 kg/m3；a=1，b=0，
p=1。圆柱壳的尺寸参数为：R0=1 m，R1=1.5 m，

L=3 m。此外，通过改变边界弹簧刚度值，可以获

得各种边界条件［14］：ku=kv=kw=0（F）；ku=0，kv=
kw=1015（S）；ku=kv=kw=1015（C）。

2. 1　有效性分析

为了验证本文方法的有效性和精确性，将本文

方法的计算结果与文献［9，14］和有限元法得到的结

果进行对比。表 1 为 S‑S 边界条件下，周向波数 n取

1 和 2 时，三维层合材料圆柱壳的前 8 阶固有频率，

层合材料的铺设方式为［0°/90°/0°］，材料属性为：

E1=80 GPa，E2=E3=2 GPa；μ 12=μ 13=μ 23=0.25；
ρ=1500 kg/m3；G12=1.2 GPa，G13=G23=1 GPa。模

型几何参数为：R0=0.75 m，R1=1.25 m，L=2 m。

对比结果表明，本文方法对层合材料固有频率的计

算是有效的，并且最大偏差仅为 0.017%，具有较高

的精确度。表 2 为 F‑F 和 C‑S 边界条件下，不同幂律

指数和厚径比的三维功能梯度材料圆柱壳的基频。

模型几何参数为：R0=1 m，L=2 m。从表 2 中可以

看出，当幂律指数 p为 0.5、1，5 以及厚径比 h/R0 为

0.5、1.0 时，本文方法与文献［9］均保持较好的一致

性。通过本文方法与文献［9，14］的对比，证实了本

文方法对于分析三维层合材料和功能梯度材料圆柱

壳振动特性的有效性。

为了验证本文方法对于考虑两种材料分布类型

的圆柱壳的振动特性分析的有效性和精确性，将本

文方法与有限元方法得到的结果进行对比。其中，

有限元方法采用 ABAQUS 软件进行建模，通过分

层法对功能梯度材料属性沿厚度方向的梯度变化进

行近似表征，其基本思想是将功能梯度材料沿厚度

方向划分为多层，每层的材料属性不同，但同一层的
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材料属性保持相同，当层数足够多时就能够近似模

拟出功能梯度材料。经过多次建模计算，当层数大

于 30 时，计算结果开始收敛，为了保证精度，将功能

梯度层划分为 50 层。网格类型为六面体实体网

格。表 3 给出了本文方法和有限元方法得到的 C‑C
边界条件下的三维夹层圆柱壳的前 7 阶固有频率。

从表 3 中可以看出，随着网格尺寸的减小，有限元法

计算的固有频率非常接近。鉴于计算速度的限制，

将网格尺寸为 5 cm×5 cm×5 cm 的有限元结果与

本文方法进行对比，可以看出两种材料分布类型的

固有频率最大偏差均未超过 1%。图 4 为随机激励

作用下，两种材料分布类型的三维夹层圆柱壳的位

移、速度和加速度响应 PSD 对比。假设圆柱壳体承

受有限频带为［20，1200］ Hz 的基础加速度载荷，使

用 S0=1 g2/Hz 的 PSD 函数，频率步长设置为 5 Hz，
阻尼比取为 0.05。可以看出，在 20~1200 Hz频率范

围内，通过本文方法得到的 PSD 曲线与通过有限元

方法得到的 PSD 曲线均保持较好的吻合。综合以

上所有对比结果，表明了本文方法对于分析三维夹

层圆柱壳振动特性的有效性和精确性。

表 1 S‑S边界条件下的三维层合材料圆柱壳固有频率对比

Tab. 1 Comparison of natural frequencies of cylindrical shells of 3D laminated material with S‑S boundary condition

n

1

2

方法

文献[14]
本文方法

偏差/%
文献[14]
本文方法

偏差/%

固有频率/Hz
1 阶

143.69
143.70

−0.002
203.85
203.86

−0.005

2 阶

199.25
199.26

−0.003
286.27
286.27

0

3 阶

412.42
412.43

−0.004
402.62
402.63

−0.004

4 阶

624.24
624.30

−0.010
606.97
607.04

−0.011

5 阶

762.20
762.22

−0.002
812.45
812.59

−0.017

6 阶

834.62
834.75

−0.015
878.69
878.72

−0.003

7 阶

838.23
838.26

−0.003
892.52
892.55

−0.003

8 阶

848.27
848.29

−0.002
972.12
972.15

−0.003

表 2 不同边界条件下的三维功能梯度材料圆柱壳基频对比（单位： Hz）
Tab. 2 Comparison of fundamental frequencies of cylindrical shells of 3D functional gradient material under different 

boundary conditions（Unit： Hz）

p

0.5

1

5

h/R0

0.5
1.0
0.5
1.0
0.5
1.0

F‑F 边界条件

文献[9]
201.81
259.15
201.71
260.54
206.70
262.20

本文方法

201.92
259.27
201.85
260.70
206.95
262.50

偏差/%
−0.054
−0.046
−0.072
−0.063
−0.119
−0.113

C‑S 边界条件

文献[9]
545.12
568.57
542.23
567.13
535.56
554.21

本文方法

545.10
568.50
542.27
567.14
535.75
554.43

偏差/%
0.004
0.012

−0.007
−0.001
−0.035
−0.039

表 3 两种材料分布类型的三维夹层圆柱壳固有频率对比

Tab. 3 Comparison of natural frequencies of 3D sandwiched cylindrical shells with two material distribution types

材料分布类型

材料分布

类型 A
[0°/90°/FGM/

90°/0°]

材料分布

类型 B
[FGM/0°/90°/

0°/FGM]

方法

有限元方法

本文方法

偏差/%

有限元方法

本文方法

偏差/%

网格尺寸/
cm3

3×3×3
4×4×4
5×5×5

―

―

3×3×3
4×4×4
5×5×5

―

―

固有频率/Hz
1 阶

327.58
327.65
327.83
329.13

−0.397
344.72
344.76
345.06
347.49

−0.706

2 阶

327.58
327.65
327.83
329.13

−0.397
344.72
344.76
345.06
347.49

−0.705

3 阶

343.63
343.68
343.65
344.16

−0.149
361.04
361.03
361.17
361.84

−0.186

4 阶

343.63
343.69
343.65
344.16

−0.149
361.04
361.03
361.17
361.84

−0.186

5 阶

424.20
424.15
424.18
423.21
0.228

482.23
482.18
482.26
481.26
0.207

6 阶

462.01
462.67
462.52
463.07

−0.120
486.17
486.40
486.93
491.15

−0.867

7 阶

462.01
462.67
462.52
463.07

−0.119
486.18
486.41
486.94
491.15

−0.865
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2. 2　参数化分析

本节将研究一些参数对三维夹层圆柱壳随机响

应特性的影响规律。所研究的参数主要包括厚径

比、夹层材料的铺设角和幂律指数。为了简便起见，

后续算例中所加随机激励与 2.1 节中相同。

图 5 给出了在 C‑C 边界条件下，不同厚径比对

三维夹层圆柱壳随机响应 PSD 的影响。从图 5 中可

以看出，随着厚径比的逐渐增大，速度响应峰值和加

速度响应峰值逐渐向高频移动，这是因为厚度的增

大导致圆柱壳结构的弯曲刚度和质量逐渐增大，从

而使结构的固有频率也逐渐增大，因此随机响应

PSD 曲线整体向高频移动。此外，从高频段的响应

曲线来看，相比于厚壳，薄壳的随机响应受厚径比的

影响更大。

图 6 给出了在 C‑C 边界条件下，不同铺设角对

三维夹层圆柱壳位移响应 PSD 的影响。图 6（a）
和 6（b）的共同点是，铺设角距离 45°越近，位移响应

峰值越小，并且峰值对应的频率越高。当两个铺设

角的和为 90°时，其响应曲线也很相似。这是因为，

层合材料的弹性刚度系数与铺设角的正弦值和余弦

值有关，当两个锐角的和为 90°时，其正弦值和余弦

值相等。

图 7 给出了在 C‑C 边界条件下，夹层材料的不

同幂律指数对三维夹层圆柱壳加速度响应 PSD 的

影响。为了得到更明显的变化趋势，本次算例采

用杨氏模量更大的氧化铝陶瓷。其材料属性为：

Ec=380 GPa；μc=0.3；ρc=3800 kg/m3。其余参数同

上。从图 7 中可以看出，随着幂律指数 p的增大，圆

图 5 不同厚径比对三维夹层圆柱壳随机响应 PSD 的影响

Fig. 5 Influence of different thickness‑radius ratios on random response PSD of 3D sandwiched cylindrical shells

图 4 两种材料分布类型的三维夹层圆柱壳随机响应 PSD 对比

Fig. 4 Comparison of random response PSD of 3D sandwiched cylindrical shells with two material distribution types
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柱壳的加速度响应峰值逐渐向低频移动。这是由于

幂律指数 p增大会导致陶瓷体积分数Vc（z）减小，金

属体积增大，从而使结构刚度降低，固有频率降低。

3　结  论

本文基于三维弹性理论，利用统一级数法和虚

拟激励法建立了三维夹层圆柱壳的平稳随机响应模

型。三维夹层圆柱壳由层合材料和功能梯度材料组

成，并考虑了两种材料分布类型。通过与文献［9，
14］结果和有限元结果进行对比，验证了本文所提方

法的有效性和精确性。最后分析了厚径比、铺设角

和幂律指数对三维夹层圆柱壳随机响应的影响，得

到如下结论：

（1）厚径比 h/R0 的增加会增大结构的弯曲刚

度，从而使结构的固有频率增大，随机响应 PSD 曲

线整体向高频移动，并且薄壳所受到的影响更大。

（2）铺设角 θ越靠近 45°，其位移响应峰值越小，

峰值频率越高。当两个铺设角的和为 90°时，其响应

曲线也相似。

（3）幂律指数 p越大，陶瓷含量越低，金属含量

越高，从而使结构刚度降低，响应曲线向低频移动。
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