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地震作用下土坡稳定性的变分极限平衡分析
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摘要: 基于变分法和极限平衡法的基本原理，对地震作用下土坡的稳定性进行了分析。结合边坡稳定性分析的极限平衡法和

拟静力学方法，将滑动土体的平衡方程通过引入拉格朗日乘子构造出约束条件下的辅助泛函；利用欧拉方程得到了以潜在滑

动面、滑动面正应力、滑动体作用力、安全系数以及拉格朗日乘子为基本未知量的一阶常微分方程组，并通过引入辅助变量将

边坡稳定性分析转化为固定边界条件下的两点边值问题；利用打靶法对该耦合的非线性微分方程组进行了数值求解，得到了

考虑地震作用下边坡稳定性分析的精确解，并通过数值算例验证了模型和方法的有效性。
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Variational limit equilibrium stability analysis of homogeneous soil slope 
under earthquake action
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Abstract: Based on the basic principle of variational method and limit equilibrium method， the stability of soil slope under earth⁃
quake action is analyzed accurately. Combining the limit equilibrium method of slope stability analysis and the pseudo-static meth⁃
od， the auxiliary functional under constraint conditions is constructed by introducing Lagrange multiplier into the equilibrium equa⁃
tion of sliding soil. The first order ordinary differential equations with the basic unknowns of potential sliding surface， normal stress 
of sliding surface， force of sliding body， safety factor and Lagrange multiplier are obtained by using Euler equation. The coupled 
nonlinear differential equations are solved numerically by using the shooting method， and an accurate solution for slope stability 
analysis under seismic action is obtained. The effectiveness of the model and method is verified by numerical examples.
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考虑地震作用下的边坡稳定性分析是岩土工程

的一个重要课题。拟静力法将作用在边坡上的地震

作用等效为静态条件下的惯性力，将动力学问题简

化为静力学问题，由于其物理概念明确，计算效率高

而被广泛应用于地震作用分析中［1⁃3］。极限平衡方

法、强度折减法、极限分析法是目前边坡稳定性分析

的常用方法［4⁃5］。其中，基于极限平衡理论对边坡进

行分析时，由于静力平衡原理分析滑动体所得静力

平衡方程绝大部分为超静定问题，所需求解的未知

变量往往大于所建立方程的数量，所以在解决此类

问题时都会引入某种假定，不同简化方法采取了不

同的假定条件。极限分析法将复杂岩土材料本构关

系简化成理想刚塑性状态下的应力⁃应变关系，从而

得到极限状态下的刚塑性体极限破坏荷载，一般包

括上限定理和下限定理。解析极限分析法最主要的

核心问题是需要构造一个符合条件的运动许可速度

场。强度折减法不需要提前假设边坡的滑动面，可

以满足静力许可、土体的应力⁃应变之间的本构关系

等条件，但是难以确定边坡的初始应力状态和边坡

接近破坏时的弹塑性本构关系。由于极限平衡法概

念明确，计算方法简便，因此得到广泛应用。然而，

传统的极限平衡法存在条间力假设、滑动面试算迭
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代过程繁杂等不足，使得计算精度和效率受限。为

此，KOP’ASCY［6］提出了基于变分原理的边坡稳定

性极限平衡分析方法，该法通过变分原理将安全系

数的求解看作是滑动面和应力泛函的极值问题，具

有严谨的数学基础从而被广泛关注［7⁃9］。

考虑地震作用下边坡稳定性的变分极限平衡分

析方面也有一系列的研究成果［10⁃14］。其中，结合拟

静力法，LESHCHINSKY 等［12］考虑对数螺旋形破坏

机制的二维土坡，利用变分极限平衡法得到水平地

震作用下边坡的稳定性设计图表。BAKER 等［13］采

用变分极限平衡法，考虑满足边坡稳定性的极值条

件，得到了地震作用下问题的理论解。基于变分原

理，栾茂田等［14］研究了地震作用下的层状非均质土

坡的稳定性，利用数值方法讨论了土坡的临界破坏

机制及其极限抗震性能。

由于边坡稳定性分析涉及可动的边界条件，在

确定滑面的过程中通常采用最优化搜索算法进行数

值求解［15⁃16］，最优化方法适用于复杂地质和地形条

件的边坡，但在进行滑动面搜索时当问题包含较多

自由度时，计算量较大，计算有时也不容易收敛到安

全系数的整体极值上面。本文以水平地震作用下均

质土坡的稳定性为研究对象，结合拟静力法，将变分

极限平衡法得到的基本方程转化为具有固定边界的

两点边值问题，采用打靶法求解该非线性微分方程

组，可以直接得到边坡临界滑动面、滑动面上的法向

应力和条间力分布的精确解，并与已有文献的分析

结果进行对比，验证模型和方法的有效性。

1　变分极限平衡法的数学模型

1. 1　基本方程

考虑如图 1 所示的在水平地震作用下的均质土

坡，其潜在滑坡体以边坡坡面函数 yp ( x)和潜在滑

动面函数 y ( x)为边界。在 Mohr⁃Coulomb 强度准则

下引入安全系数 F s
［6］，则有：

τ = σ tan φ + c
F s

（1）

式中，τ 和 σ 分别为滑动面上的切向和法向应力；c 为

土体的黏聚力；φ 表示土体的内摩擦角。

采用拟静力法，将水平地震作用力等效为静力

条件下的惯性力，则滑动体的静力平衡条件为：

∫ l
(τ cos α - σ sin α) dl -∫

x0

xn

kh γm ( yp - y) dx = 0  （2a）

∫ l
( )τ sin α + σ cos α dl -∫

x0

xn

γm ( yp - y) dx = 0  （2b）

∫ l
[ ]( )τ cos α- σ sin α y- ( )τ sin α+ σ cos α x dl+

∫
x0

xn é
ë
êêêê

ù
û
úúúúγm ( yp - y ) x- kh γm ( yp - y ) yp + y

2 dx= 0  ( 2c )

式中，kh 表示水平地震作用系数；γm 表示土体重度；

γm ( yp - y )表示土体单位重量；α 为滑动面与水平面

的夹角；l 滑动面弧长；x0 和 xn 分别为滑动面函数

y ( x) 的 两 端 点 。 利 用 几 何 关 系 cos α = dx dl，

sin α = y'dx dl，dl = dx2 + dy 2 ，由于静力平衡满

足坡面上各个点，故而满足：H ( x 0 )= H ( xn )= 0、
V ( x 0 )= V ( xn )= 0 和 M ( x 0 )= M ( xn )= 0。通过

引入滑动体上水平力 H、竖向力 V 以及弯矩 M，极限

平衡方程（2）可表示为：

H ( x )=

∫
x0

x

[ ]c + σ tan φ - F s σy '- F s kh γm ( yp - y ) dx

（3a）
V ( x )=

∫
x0

x

{ }( c + σ tan φ ) y'+ F s[ ]σ - γm ( yp - y ) dx

（3b）

M ( x )=∫
x

0

x ì
í
î

( y - xy') ( c + σ tan φ ) + F s
é
ë
êêêê-σyy'-

      σx + γm ( yp - y ) x + kh γm ( yp - y )
ü
ý
þ

ù
û
úúúú

yp + y
2 dx

（3c）
方程（3）表明，滑动面函数 y ( x)、σ ( x)与参数

F s 相关。边坡的稳定分析即在水平地震作用系数 kh

下寻找 2 个未知函数 y ( x)和 σ ( x)，在满足平衡方程

（3）条件下实现安全系数 F s 最小，即

F s = min
y，σ

F s[ y ( x)，σ ( x) | kh ] （4）

由此可知，危险滑动面的最小安全系数的实质

就是求某个泛函的极值问题。为了方便后面的分析

和计算，令：

H ( x )=∫
x0

x

[ ]τ - σy '- kh γm ( yp - y ) dx （5a）

V ( x )=∫
x0

x

[ ]τy '+ σ - γm ( yp - y ) dx （5b）

图 1 水平地震作用下均质土坡稳定性分析模型

Fig. 1 Stability analysis model of homogeneous soil slope 
under horizontal earthquake action
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M ( x )=∫
x0

x é
ë
êêêê( τ - σy ') y -( τy '+ σ ) x +

γm ( yp - y ) x - ù
û
úúúúkh γm ( yp - y ) yp + y

2 dx   （5c）

式（5a）和（5b）即为传统条分法中的条间力，在

FELLENIUS、BISHOP、PRICE 和 JANBU 等的极

限平衡分析中，对于条间力均有不同的假定［17］。

1. 2　变分分析

方程（4）实际上定义了一个变分问题。根据变分

法的基本原理，考虑 3 个极限平衡方程中的 1 个方程

为目标泛函，同时另 2个方程就必须满足所需的积分

约束，这样将问题可转换成标准的等周问题。通过构

造含拉格朗日乘子 λ1 和 λ2 的辅助泛函 F，可将有积分

约束的等周问题转换成无约束的变分极值问题，即

F = F 0 + λ1 F 1 + λ2 F 2 （6）
式中，

F 0 = ( y - xy') ( c + σ tan φ )- F s
é
ë
êêêê( yy'+ x ) σ -

ù
û
úúúúγm x ( yp - y )- kh γm ( yp - y ) yp + y

2  （7a）

F 1 = c + σ tan φ - F s σy '- k c ( yp - y ) （7b）
F 2 = ( c + σ tan φ ) y'+ F s[ σ - γm ( yp - y )]  （7c）
该等周问题的极值必须满足欧拉方程［6］，即

∂F
∂σ

- d
dx

∂F
∂σ '

= 0 （8a）

∂F
∂y

- d
dx

∂F
∂y'

= 0 （8b）

由方程（8a）可得滑动面函数的微分方程：

y'=
tan φ ( y + λ1 )- F s ( x - λ2 )
tan φ ( x - λ2 )+ F s ( y + λ1 )

（9）

由方程（8b）可得法向应力函数的微分方程：

σ '=
-2( c + σ tan φ )+ F s γm ( x - λ2 )+ kh ( y + λ1 )

tan φ ( x - λ2 )+ F s ( y + λ1 )
（10）

1. 3　边界条件与横截条件

到目前为止有了约束方程（5）、滑动面方程（9）
和应力方程（10），为获得问题的特定解，还需要满足

下列条件。

边界条件：

y | x = x0 = yp | x = x0 （11a）
y | x = xn

= yp | x = xn
（11b）

横截条件：
|

|

|
||
|
|
|é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúF +( y 'p - y')

∂F
∂y'

x = x0

= 0 （12a）

|

|

|
||
|
|
|é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúF +( y 'p - y')

∂F
∂y'

x = xn

= 0 （12b）

式（6）结合式（7）、（9）~（11），并代入方程（12），

经过整理可以得到：

|

|

|
||
|
|
|

σ ( x )
x = x0

|

|

|

|

|
||
|
|

|

= -
c ( y + λ1 )- F s γm ( yp - y ) ( λ2 - x )- kh ( yp - y ) ( )λ1 + yp + y

2 + y 'p c ( λ2 - x )

tan φ ⋅ ( y + λ1 )+ F s ( λ2 - x )+ y 'p[ ]tan φ ⋅ ( λ2 - x )- F s ( y + λ1 )
x = x0

（13a）

|

|

|
||
|
|
|

σ ( x )
x = xn

|

|

|

|

|
||
|
|

|

= -
c ( y + λ1 )- F s γm ( yp - y ) ( λ2 - x )- kh ( yp - y ) ( )λ1 + yp + y

2 + y 'p c ( λ2 - x )

tan φ ⋅ ( y + λ1 )+ F s ( λ2 - x )+ y 'p[ ]tan φ ⋅ ( λ2 - x )- F s ( y + λ1 )
x = xn

（13b）

至此，基于变分法的基本原理和极限平衡法得

到了在水平地震作用下均质土坡稳定性问题的控制

方程及其相应的边界条件。

1. 4　状态方程及打靶法求解

式（9）、（10）为滑动面函数与应力函数相互耦合

的非线性常微分方程组，一般很难得到其解析解。

打靶法将两点边值问题的数值解转化为一阶方程组

初值问题的数值解，通过寻求满足原边界条件的初

值问题解从而得到能够满足任意精度要求的边值问

题的精确解，为此类常微分方程组的求解提供有效

途径［18⁃19］。通过打靶法将方程（5）、（8）、（9）转化为

一阶常微分方程组的形式，建立相应的状态方程。

引入未知变量 W 0 和 W n：

ì
í
î

W 0 ( x )= x0

W n ( x )= xn

（14）

由于 x0 和 xn 的大小与自变量 x 无关，则有：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

dW 0

dx
= 0

dW n

dx
= 0

（15）

再引入新自变量 t，并做下列变量变换：

x = W 0 + t (W n - W 0 )，t ∈ [0，1] （16）
以 x为自变量，那么微分方程组的自由边界问题

就可以转换为固定边界问题。引入新的自变量 t和表

示积分弧长区间大小的变量 W 0和 W n后，问题就转变

为 t 在 [0，1]上的两点边值问题。选取 ( y，σ，H，V，M， 
F s，λ1，λ2，W 0，W n ) 作为未知量，结合方程（5）、（9）、

（10），则问题相应的状态方程可表示为：
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dy
dt

= (W n - W 0 ) tan φ ⋅ ( y + λ1 )- F s ( x - λ2 )
tan φ ⋅ ( x - λ2 )+ F s ( y + λ1 )

（17a）
dσ
dt

= (W n - W 0 ) -2( c + σ tan φ )+ F s γm ( x - λ2 )
tan φ ⋅ ( x - λ2 )+ F s ( y + λ1 )

（17b）
dH
dt

=(W n - W 0 ) [ c + σ tan φ - F s σy '- k c ( yp - y )]
（17c）

dV
dt

= (W n - W 0 ) { y'( c + σ tan φ )+ F s[ σ -

    γm ( yp - y )] } （17d）

dM
dt

= (W n - W 0 ) {[ ( τ - σy ') y -( τy '+ σ ) x +

]γm ( yp - y ) x - }kh γm ( yp - y ) yp + y
2        ( 17e )

dF s

dt
= 0 （17f）

dλ1

dt
= dλ2

dt
= 0 （17g）

dW 0

dt
= dW n

dt
= 0 （17h）

相应的边界条件为：

y |
t = 0

= yp ( x 0 ) （18a）
y | t = n = yp ( xn ) （18b）

|σ ( x )
x = x0

|

|

|
||
|
|
|

= -cy 'p ( λ2 - x )- c ( y + λ1 )
( λ2 - x ) ( F s + y 'p tan φ )+( y + λ1 ) ( tan φ - F s y 'p )

x = x0

（19a）

|σ ( x )
x = xn

|

|

|
||
|
|
|

= -cy 'p ( λ2 - x )- c ( y + λ1 )
( λ2 - x ) ( F s + y 'p tan φ )+( y + λ1 ) ( tan φ - F s y 'p )

x = xn

（19b）

利用打靶法可以将边界方程（18）、（19）转化为

初值问题，从而利用数值分析方法得到方程组（17）
中所有未知量的数值解，即可以得到滑动面位置

y ( x)的数值解。有关打靶法计算的具体过程可参

考文献［19］，这里不再赘述。

2　数值算例

为了验证本文所提出模型和计算方法的有效

性，选取澳大利亚计算机应用协会（Association of 
Computer Aided Design，ACADS）中的算例［16］，当水

平地震作用系数 kh =0时，本文的计算模型与该算例

相同，即不考虑地震作用的情形。边坡的计算模型

如图 2 所示。取土体的黏聚力 c = 3 kPa，内摩擦角

φ = 19.6∘，土体重度 γm = 20  kN m3。

计算结果与不同形式的条分法、强度折减法以

及使用搜索算法的变分极限平衡法［16］进行了比较，

结果如表 1 所示。可以看出，当水平地震作用系数

kh=0 时 所 得 结 果 0.991 与 变 分 极 限 平 衡 法 和

Morgenstern⁃Price 法的安全系数相等。

图 3 给出了水平地震作用系数 kh =0 时临界滑

动面上法向应力分布情况。由图 3 可知临界滑动面

坡角处的法向应力值为 11.23 kPa，而坡顶出现的法

向应力为-3.13 kPa，表明在坡顶存在张拉应力。图 4
分别绘出了采用 Morgenstern⁃Price 法、文献［16］的

搜索算法以及本文方法得到的 ACADS 算例滑动

面位置。可以看出，不同方法所得到的滑动面形状

相似，但其位置和形状并不相同，并且与采用搜索算

法 的 变 分 极限平衡法得到的结果基本吻合，但

图 3 滑动面位置及其法向应力分布

Fig. 3 The slip surface position and its normal stress distribution

图 2 边坡的计算模型

Fig. 2 Slope calculation model

表 1 不同方法所求安全系数值

Tab. 1 Safety factor values obtained by different methods

方法

Bishop 法

Janbu 法

Morgenstern-Price 法

变分极限平衡法

强度折减法

本文方法

安全系数

0.992
0.964
0.991
0.991
0.993
0.991
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Morgenstern⁃Price 方法由于利用了传统的极限平衡

法中对条间力的假设等原因导致滑动面范围更大。

图 5（a）和（b）分别绘出了本文方法得到的法向

和切向条间力分布曲线，并与 Morgenstern⁃Price 法

得到的结果进行了比较。可以看出，无论是法向还

是切向，条间力峰值基本一致，但其出现的位置不

同，Morgenstern⁃Price法得到的结果均要靠近坡顶，

并且两种方法得到的切向条间力分布存在较大的差

别，这是由于基于传统条分法的 Morgenstern⁃Price
法虽然考虑了土条间法向力和条间剪切力，且力系

平衡条件满足静力平衡条件，但同时人为引入了土

条间的剪切力和法向力之间假定的关系式，即条间

力函数，使得计算结果出现偏差。由图 5 还可以看

出，坡顶张力的出现导致条间力在坡顶处出现转折，

这与庞峰等［20］的研究结果是一致的。

为验证本文提出的方法在分析地震作用下边坡稳

定性的有效性，参照文献［22］，水平地震作用系数分别

取为 kh =0.1和 kh =0.2，进行土坡算例验证分析。

首先考虑地震作用系数 kh =0.1 时土坡稳定性

情况。从图 6 中能够得到最小安全系数为 1.619，与
算例［21］基本一致，并得到坡脚处的法向应力值为

12.94 kPa，在坡顶处的法向应力值为-3.01 kPa。正

如方程（4）所预期的那样，最小安全系数值是对滑动

面函数和应力函数极值问题的求解。从图中可以看

到在坡顶处出现的拉应力与陈建功等［16］的结果一样，

这种一致性说明边坡发生滑动时在坡顶将会产生张

拉裂缝。相较于应力不参与变分分析的优化方式［22］，

本文的应力和滑动面是两个独立的函数，最后求解

的最小安全系数值通过各状态方程联立得到，这使

得最终结果不仅有滑动面及其应力分布对应的最小

安全系数，还包含滑动土体的条间力分布情况，具体

的函数曲线如图 7 所示。

考虑水平地震系数 kh =0.2 时得到的最小安全

系数为 1.391，这与文献［21］中的算例结果是一样

的。图 8 绘出了滑动面及其法向应力分布图，可以

看出坡脚的法向应力为 54.67 kPa，而在坡顶的法向

图 7 kh=0. 1 时法向和切向条间力分布曲线

Fig. 7 Normal and tangential force distribution curves 
between bars at kh =0. 1

图 6 kh=0. 1 时滑动面位置及法向应力分布

Fig. 6 The slip surface position and its normal stress 
distribution at kh=0. 1

图 5 法向和切向条间力分布曲线

Fig. 5 Normal and tangential force distribution curves 
between bars 

图 4 ACADS 算例滑动面位置比较

Fig. 4 Comparison of slip surface position of ACADS example
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应力值为-11.04 kPa。通过与图 6 比较可以发现，

水平地震系数的变化显著影响了边坡潜在滑动面的

位置及其法向应力的大小和分布。图 9 同样是该边

坡临界滑动面的条间力分布情况，能够看到在坡顶

处出现的转折更为显著。

为了分析地震作用对边坡稳定性的影响，选取

前面的 ACADS 算例中的边坡模型，取水平地震系

数分别为 kh = 0、 0.10、 0.2、 0.3。图 10~12 分别绘

出了不同水平地震系数下边坡潜在滑动面及其条间

力分布情况。

从图 10 可以看出，随着地震作用的增大，边坡

潜在滑动面在坡顶的位置沿 x 轴正向移动，也就是

滑动体的范围在不断增加，稳定安全系数逐渐变小，

边坡稳定性越差。从图 11、12 可以看出，法向和切

向条间力的变化趋势均呈现从零增加到最大值后逐

渐减小再增长为零的一个过程。随着地震作用的增

加，条间力的也随之增大。

3　结  论

结合拟静力法，建立了土坡在水平地震作用下

稳定性问题的变分极限平衡方程，结合数值算例，采

用打靶对问题进行了求解并验证了模型和方法的有

效性。

（1） 变分极限平衡法较传统的极限平衡法在数

学上更为严谨，分析结果更加可靠。针对地震作用

下二维边坡的稳定性问题，基于打靶法能够准确快

速地获得稳定系数、潜在滑动面、滑动面上法向应力

以及条件作用力的分布。

（2） 随着水平地震作用系数的增大，滑动体的

范围将逐渐增大，边坡的稳定性逐渐降低，滑动体的

条间力幅值也随之增大。

图 10 不同水平地震系数下滑动面位置分布

Fig. 10 The sliding surface position distribution at difference 
values of kh

图 11 不同水平地震系数下切向条间力分布曲线

Fig. 11 Tangential force distribution curves at difference 
values of kh

图 8 kh=0. 2 时滑动面及其法向应力分布

Fig. 8 The sliding surfac position and its normal stress 
distribution at kh=0. 2

图 12 不同水平地震系数下法向条间力分布曲线

Fig. 12 Normal force distribution curves at difference values 
of kh

图 9 kh=0. 2 时法向和切向条间力分布曲线

Fig. 9 Normal and tangential force distribution curves 
between bars at kh =0. 2
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