
 

径向非均质饱和土中楔形桩水平振动解析模型与解答
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摘要：基于 Biot动力固结方程和 Novak平面应变理论，考虑桩周饱和土体施工扰动效应，建立水平振动作用下径向非均质饱

和土-楔形桩耦合力学模型。通过引入势函数法、Laplace变换法和分离变量法推导出桩顶水平动力阻抗的解析解，进而将推

导所得解退化并与已有文献解进行对比分析，以验证其合理性。在此基础上，通过参数化分析探讨桩身参数和施工扰动效应

对楔形桩水平振动特性的影响规律。研究结果表明：当桩-土系统层段数达到 100后，桩顶水平动力阻抗趋于稳定；随着桩周

饱和土体软化程度和范围的增大，楔形桩桩顶水平动力阻抗均减小，而楔形桩桩身水平位移和桩身弯矩均增大；通过多方面

退化对比分析，验证了本文所提出分析模型及解析解答的合理性和可靠性。
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LIANG Zhimeng1，CUI Chunyi1，XU Chengshun2，XIN Yu1，WANG Benlong1

（1.Department of Civil Engineering，Dalian Maritime University，Dalian 116026，China；

2.Key Laboratory of Urban Security and Disaster Engineering of Ministry of Education，Beijing University of Technology，

Beijing 100124，China）

Abstract：Based  on  the  Biot’s  dynamic  consolidation  equation  and  Novak’s  plane  strain  theory,  a  coupled  mechanical  model  of  radially
heterogeneous saturated soil and wedge-shaped pile was established under the horizontal vibration, by considering the construction disturbance
effect of the surrounding saturated soil.  Then, the analytical solution for the horizontal impedance of the pile head was obtained by using the
potential function, Laplace transformation and variable separation methods, and the accuracy of the solution was verified by degenerating with
the existing literature solutions. On this basis, the effects of the pile’s parameters and construction disturbance effect on the horizontal vibration
characteristics  of  wedge-shaped  pile  are  further  discussed  by  conducting  an  extensive  parametric  analysis.  The  results  show  that:
The  horizontal  impedance  of  the  pile  head  tends  to  be  stable  when  the  number  of  pile-soil  system  layers  reaches  100.  With  the  increase  of
softening  degree  and  range  of  surrounding  saturated  soil,  the  horizontal  impedance  of  the  pile  head  decreases,  while  both  the  horizontal
displacement and bending moment of pile shaft increase. The reasonableness and reliability of the analytical model and solution proposed in this
paper are verified by comparative analysis in many aspects.
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桩基础因其自身承载性能良好、适应性强等突

出优点，被广泛应用于诸多工程中。在桩基动力分

析中如何更准确地建立桩-土相互作用模型，一直是

桩基动力学研究的重点和难点 [1-2]。近年来，众多学

者对径向均质或纵向成层土中实体桩、管桩以及楔

形桩水平振动特性开展了相关研究，并取得了丰硕

成果。NOGAMI等 [3] 和胡安峰等 [4-5] 基于 Winkler模

型，通过采用与频率相关的刚度系数和阻尼系数对

地基土进行模拟，分别建立了均匀和层状土中实体

桩水平振动解析模型。随后，LIU等 [6] 进一步考虑饱

和土体的纵向成层性，并采用传递矩阵法推导了群

桩水平动力阻抗解析解答。上述采用的 Winkler模
型忽略了桩周土体的连续性，并不能准确模拟桩-土
间的相互作用。
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为此，尚守平等[7] 基于 Biot多孔介质理论和Novak

平面应变理论，并借助势函数法和分离变量法，探

究了饱和土中端承桩的水平振动特性。进一步地，

秦世伟等 [8] 和余俊等 [9] 考虑液化土层的影响，建立

了液化土中实体桩水平振动解析模型。然而，前述

采用的 Novak平面应变模型忽略了土体位移分量和

应力沿纵向变化。此外，NOGAMI等 [10]、JIN等 [11] 和

陆建飞 [12] 采用积分变换和逆变换方法推导出了对应

桩基水平振动时域响应解析表达式。以上均是针对

实心桩的理论研究，而对于管桩，桩芯土的存在会使

其水平振动特性与实心桩存在显著差异。为此，栾

鲁宝等 [13]、ZHENG等 [14] 和 DING等 [15] 考虑了轴向荷

载以及桩身剪切变形的影响，建立了均质单相土和

饱和土中多种桩-土相互作用的解析模型。而沈纪

苹等 [16] 则进一步考虑了地基土层状特性，并推导出

了层状地基中管桩水平动力阻抗解析解。

特别地，对于楔形桩的相关研究，主要集中于

纵向和扭转振动两个方面 [17-19]，而少见涉及楔形桩水

平振动的研究。DEHGHANPOOR[20] 将桩体沿纵向

划分为一系列竖直圆柱体，通过解析法探究了桩-土

各参数对楔形桩水平振动特性的影响规律。此外，

杨紫健等 [21] 考虑桩身剪切变形效应，建立了均质黏

弹性地基中楔形桩水平振动解析模型。

不难发现，上述研究无论是针对实体桩、管桩还

是楔形桩，均基于径向均匀土或层状土展开。而实

际工程中，桩基施工过程会对桩周土体产生扰动，产

生径向非均质效应 [22-23]。截至目前，大多数学者研究

此种效应对桩基的影响主要集中在纵向和扭转振动

方面 [24-25]，而涉及桩基水平振动方面的研究较少 [26-27]。

鉴于此，本文将基于 Biot动力固结方程和 Novak平

面应变理论，建立径向多圈层饱和土-楔形桩水平振

动分析模型，并利用势函数法和分离变量法推导径

向非均质饱和土中楔形桩桩顶水平动力阻抗解析

解。在此基础上，通过参数化分析探究桩身参数和

施工扰动效应对楔形桩水平振动特性的影响规律。 

1    力学模型及定解问题
 

1.1    计算力学模型及基本假定

· · ·
l1, l2, · · · , li, · · · , lm

ri1 = r11+
L
m

(i−1) tanϑ ϑ r11

ri1 < r < ri(n+1)

ri(n+1) <∞

基于 Biot动力固结方程和 Novak平面应变理

论，建立径向非均质饱和土中楔形桩水平振动力学

模型如图 1所示。为了考虑楔形桩桩身变截面特

性，将桩 -土耦合振动系统沿纵向划分成 m个层段，

并定义层段从桩身底部自下而上的编号为 1, 2,  ,

m，各层段厚度分别为 。第 i层段

桩的半径 ，其中，L、 和 分别

为楔形桩的桩长、楔角和桩底截面半径。第 i层段

中桩周饱和土体内部扰动区域 ( )的径

向厚度为 b，并将内部扰动区域沿径向划分为 n个圈

层，外部区域 ( )则为径向无限均匀介质。

当层段数 m划分足够大时，桩身各个层段可近似为

圆柱体，且能够满足计算精度的要求。

基本假定如下：
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图 1　   桩-土耦合系统力学模型

Fig. 1　Mechanical model of pile-soil coupling system
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(1) 楔形桩为完全弹性、均匀圆形变截面锥体，且

桩身截面直径随深度均匀变小，桩端处采用固定支承；

(2) 内部扰动区域各圈层土界面两侧满足位移连

续、应力平衡条件，且各圈层土体为均质、各向同性

的两相饱和弹性介质；

(3) 桩 -土耦合振动系统中桩 -土界面无滑移、脱

开现象 [14-15]，桩-土接触面不透水；

(4) 内部区域土体剪切模量沿着径向连续改变，

内外两区域土体剪切模量表达式如下：
Gi(r) =


Gi1，r = ri1

Gi(n+1) f (r)，ri1 < r < ri(n+1)

Gi(n+1)，r ⩾ ri(n+1)

f (r) = 1−
(

ri1+b− r
b

)q

(1−GRi)

（1）

GRi =Gi1/Gi(n+1)

GRi < 1

GRi > 1 GRi = 1

式中， 表示饱和土体模量比，用以描述第 i
层段中桩周饱和土体施工扰动程度，其中，

为饱和土体软化， 为饱和土体硬化， 为

均质饱和土；q为正指数；f(r)为参照文献 [25]提出的

剪切模量变化模式。 

1.2    单桩水平振动模型的建立与求解

基于 Biot动力固结理论，建立 Novak平面应变条

件下第 i层段中桩周第 j圈层饱和土体的控制方程为：

(λi j+Gi j+α
2
i j Mi j)

∂ei j

∂r
+Gi j∇2ur

i j−αi j Mi j
∂ζi j

∂r
−

Gi jur
i j

r2
−

2Gi j

r2

∂uθ
i j

∂θ
= ρi jür

i j+ρ
f
i jẅ

r
i j （2a）

(λi j+Gi j+α
2
i j Mi j)

∂ei j

∂θ
−αi j Mi j

∂ζ j

∂θ
+Gi j∇2uθ

i j +
Gi j

r2
uθ

i j−

2Gi j

r2

∂ur
i j

∂θ
= ρi jüθ

i j +ρ
f
i jẅ

θ
i j （2b）

Mi j(αi j
∂ei j

∂r
−
∂ζi j

∂r
) = ρfi jü

f
i j+mi jẅf

i j+bi jẇr
i j （2c）

Mi j(αi j
∂ei j

∂θ
−
∂ζi j

∂θ
) = ρfi jü

θ
i j +mi jẅθ

i j +bi jẇθ
i j （2d）

式 (2a)~(2d)中各参数的关系如下：

∇2 =
∂2

∂r2
+

∂

r∂r
+

∂2

r∂θ2
, ei j =

∂ur
i j

∂r
+

ur
i j

r
+
∂uθ

i j

r∂θ
,

ζi j =
∂wr

i j

∂r
+

wr
i j

r
+
∂wθ

i j

r∂θ
, ρi j = (1−ni j)ρsi j+ni jρ,

mi j = ρi j
/
ni j, bi j = ρ

f
i jg

/
kd

i j,

λi j = 2υsG j
/
(1−2υs), αi j = 1−Kb

i j

/
Ks

i j,

Kb
i j = λi j+

2
3

Gi j, Mi j = (Ks
i j)

2
/

(Kd
i j−Kb

i j),

Kd
i j = Ks

i j[1+ni j(Ks
i j

/
Kf

i j−1)] （3）

ur
i j uθ

i j

wr
i j wθ

i j

式中， 和 分别为第 i层段中桩周第 j圈层饱和土

体土骨架径向和环向位移； 和 分别为第 i层段

中桩周第 j圈层饱和土体流体相对于土骨架的径向

ρi j ρfi j ρsi j ni j λi j

Gi j kd
i j υs

Ks
i j Kf

i j Kb
i j

i = 1 , 2 , · · · , m j = 1 , 2 , · · · ,
n, n+1

和环向位移；g为重力加速度； 、 、 、 、 、

、 和 分别为第 i层段中桩周第 j圈层饱和土体

的密度、流体密度、土颗粒密度、孔隙率、拉梅常数、

剪切模量、达西渗透系数和泊松比； 、 和 分

别为第 i层段中桩周第 j圈层饱和土体土颗粒、流体

和土骨架的体积模量； ；

。

在局部坐标系下，建立楔形桩第 i层段桩身水平

振动的控制方程为：

Ep
i Ipi

∂4up
i

∂z′4
+ρpi Ap

i

∂2up
i

∂t2
+Fi = 0 （4）

up
i ρpi Ep

i Ap
i Ipi

Fi

Ipi = πr4
i1/4

Ap
i = πr2

i1

式中， 、 、 、 和 分别为第 i层段桩身的水平

位移、密度、弹性模量、横截面积和惯性矩； 为第 i
层段中桩周饱和土体对桩身的水平作用力； ，

。
 

1.3    桩-土系统边界条件

(1)楔形桩

桩顶为自由边界条件，其弯矩为零，受水平外荷

载 p(t)作用： 
∂2up

1

∂z2
|z=0 = 0

Ep
1Ip1

∂3up
1

∂z3
|z=0 = p(t)

（5）

桩底为固定支承边界条件， 其位移和转角均

为零： 
up

m |z=L = 0

∂up
m

∂z
|z=L = 0

（6）

第 i段和第 i+1段桩身界面连续条件：

up
i

∣∣∣z′=li = up
i+1 |z′=0 ,

∂up
i

∂z
∣∣∣z′=li =

∂up
i+1

∂z
|z′=0 ,

−Ep
i Ipi

∂2up
i

∂z2

∣∣∣z′=li = −Ep
i+1Ipi+1

∂2up
i+1

∂z2
|z′=0 ,

−Ep
i Ipi

∂3up
i

∂z3

∣∣∣z′=li = −Ep
i+1Ipi+1

∂3up
i+1

∂z3
|z′=0 （7）

(2)桩-土耦合系统

桩-土接触界面：
ur

i1

∣∣∣r=ri1 = up
i

∣∣∣r=ri1 cosθ

uθ
i1

∣∣∣r=ri1 = −up
i

∣∣∣r=ri1 sinθ

wr
i1

∣∣∣r=ri1 = 0

（8）

式中，uri1 和 uθi1 分别表示第 i层段中桩周第 1圈层饱

和土体土骨架径向和环向位移；wr
i1 表示第 i层段中

桩周第 1圈层饱和土体流体相对于土骨架的径向位

移； ri1 表示第 i层段中桩周第 1圈层饱和土体径向

长度。

j j+1第 i层段中第 圈层和第 圈层饱和土体完全

接触，则有：
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ur
i j = ur

i( j+1） , uθ
i j = uθ

i( j+1）,

wr
i j = wr

i( j+1） , wθ
i j = wθ

i( j+1）,

σr
i j = σ

r
i( j+1） , τθi j = τ

θ
i( j+1） （9）

式中，σrij 和 τθij 分别表示第 i层段中桩周第 j圈层饱

和土体的正应力和剪切应力。 

2    定解问题求解
 

2.1    桩周饱和土体振动方程的求解

分别对土骨架与流体引入势函数：

ur
i j =

∂ϕs
i j

∂r
+

1
r

∂ψs
i j

∂θ
，uθ

i j =
1
r

∂ϕs
i j

∂θ
−
∂ψs

i j

∂r
，

wr
i j =

∂ϕf
i j

∂r
+

1
r

∂ψf
i j

∂θ
，wθ

i j =
1
r

∂ϕf
i j

∂θ
−
∂ψf

i j

∂r
（10）

ϕs
i j ψs

i j ϕf
i j ψf

i j式中， 、 和 、 分别表示土骨架和流体位移

势函数；θ表示力的方向与位移方向的夹角； r表示

径向位移。

将 势 函 数式 (10)代 入 式 (2a)~(2d)中 ， 并 借 助

Laplace变换法求解可得：

∇2[(λi j+Gi j+α
2
i j Mi j)Φs

i j+αi j Mi jΦ
f
i j] =

ρi j s2Φs
i j+ρ

f
i j s

2Φf
i j （11a）

Gi j∇2Ψ s
i j = (ρi j+ρ

f
i j s

2)Ψ s
i j （11b）

Mi j∇2(αi jΦ
s
i j+Φ

f
i j) = ρ

f
i j s

2Φs
i j+ (m j s2+b j s)Φf

i j （11c）

ρfi j s
2Ψ s

i j+ (mi j s2+bi j s)Ψ f
i j = 0 （11d）

Φs
i j Φ

f
i j Ψ

s
i j Ψ f

i j φs
i j φf

i j ψs
i j ψf

i j

s = iω
i =
√
−1

式中， 、 、 和 分别为 、 、 和 的

Laplace变 换 形 式 ； ， 其 中 ， ω为 圆 频 率 ，

。

进一步地，将式 (11a)~(11d)整理为矩阵形式：(λi j+Gi j+α
2
i j Mi j)∇2 αi j Mi j∇2−ρfi j s

2

αi j Mi j∇2−ρfi j s
2 Mi j∇2−mi j s2−bi j s

Φs
i j

Φf
i j

=0
0

 （12a）

Gi j∇2 −ρfi j s
2 −ρfi j s

2

ρfi j s
2 mi j s2+bi j s

Ψ s
i j

Ψ f
i j

 = 0

0

 （12b）

要使得微分算子方程有非零解，必须使微分算

子行列式为零，由此可得：

(∇4−Υi j1∇2+Υi j2)Φs
i j = 0 （13a）

(∇4−Υi j1∇2+Υi j2)Φf
i j = 0 （13b）

Υi j1=
ρij s2−2ρfijαij s2

λi j+2Gij
+

(λij+Gij+α
2
ij Mij)(mi j s2−bij s)

Mi j(λi j+2Gi j)
，

Υi j2 =
ρi j s2(mi j s2+bi j s)− (ρfi j)

2 s4

Mi j(λi j+2Gi j)

式中，

。

对式 (13a)进行简化，可得：

(∇2−β2
i j1)(∇2−β2

i j2)Φs
i j = 0 （14）

β2
i j1=

Υi j1+
√
Υ2

i j1−4Υi j2

2
β2

i j2=
Υi j1−

√
Υ2

i j1−4Υi j2

2
式中， ， 。

Φs
i j =Φ

s
i j1+Φ

s
i j2

Φs
i j1 Φs

i j2

根据算子分解理论， 有 ： ， 其中

和 分别满足下式： (∇2−β2
i j1)Φs

i j1 = 0

(∇2−β2
i j2)Φs

i j2 = 0
（15）

利用分离变量法对式 (15)进行求解可得：

Φs
i j1 =[Ai j1Kh1 (βi j1r)+Bi j1Ih1 (βi j1r)][Ci j1 sin(h1θ)+

Di j1 cos(h1θ)] （16a）

Φs
i j2 =[Ai j2Kh1 (βi j2r)+Bi j2Ih1 (βi j2r)][Ci j2 sin(h1θ)+

Di j2 cos(h1θ)] （16b）

Kh1 (·) Ih1 (·)式中， 和 分别为 h1 阶第一类和第二类变形

贝塞尔函数；Aij1、Aij2、Bij1、Bij2、Cij1、Cij2、Dij1、Dij2 均

为待定系数。

ur
i j θ

uθ
i j θ Bi j1 = Bi j2 = 0 Ci j1 =

Ci j2 = 0 h1 = 1

而因桩周土体无穷远处位移为零，且 为 的偶

函 数， 为 的 奇 函 数 ， 故 有 ： ，

， 。

Φs
i j由此，势函数 可解得：

Φs
i j =[Ai j1K1(βi j1r)+Bi j1I1(βi j1r)+

Ai j2K1(βi j2r)+Bi j2I1(βi j2r)]cosθ （17）

同理可有：

Φf
i j =[Ci j1K1(βi j1r)+Di j1I1(βi j1r)+

Ci j2K1(βi j2r)+Di j2I1(βi j2r)]cosθ （18a）

Ψ s
i j = [Ai j3K1(βi j3r)+Bi j3I1(βi j3r)] sinθ （18b）

Ψ f
i j = [Ci j3K1(βi j3r)+Di j3I1(βi j3r)] sinθ （18c）

βi j3 =

√
ρi j s2(mi j s2+bi j s)− (ρfi j)

2 s4

Gi j(mi j s2+bi j s)
式中， 。

将式 (17)~(18c)代入式 (12a)和 (12b)中，求解可

得如下关系式：

Ci j1 = χi j1Ai j1 , Ci j2 = χi j2Ai j2 , Ci j3 = χi j3Ai j3,

Di j1 = χi j1Bi j1 , Di j2 = χi j2Bi j2 , Di j3 = χi j3Bi j3 （19）

χi j1=
−αi j Mi jβ

2
i j1+ρ

f
i j s

2

Mi jβ
2
i j1−(mi j s2+bi j s)

χi j2=
−αi j Mi jβ

2
i j2+ρ

f
i j s

2

Mi jβ
2
i j2−(mi j s2+bi j s)

χi j3 =
−ρfi j s

2

mi j s2+bi j s

式中， ， ，

。

将式 (17)~(18c)代入式 (10)中，求解可得：

U r
i j ={Ai j1[−βi j1K0(βi j1r)−K1(βi j1r)/r]+Ai j2[−βi j2K0(βi j2r)−K1(βi j2r)/r]+Ai j3K1(βi j3r)/r+

Bi j1[βi j1I0(βi j1r)− I1(βi j1r)/r]+ Bi j2[−βi j2I0(βi j2r)− I1(βi j2r)/r]+Bi j3I1(βi j3r)/r}cosθ （20a）

Uθ
i j ={−Ai j1K1(βi j1r)/r−Ai j2K1(βi j2r)/r−Ai j3[−βi j3K0(βi j3r)−K1(βi j3r)/r]−

Bi j1I1(βi j1r)− Bi j2I1(βi j2r)/r−Bi j3[βi j3I0(βi j3r)− I1(βi j3r)/r]}sinθ （20b）

W r
i j ={Ci j1[−βi j1K0(βi j1r)−K1(βi j1r)/r]+ Ci j2[−βi j2K0(βi j2r)−K1(βi j2r)/r]+ Ci j3K1(βi j3r)/r+

Di j1[βi j1I0(βi j1r)− I1(βi j1r)/r]+ Di j2[−βi j2I0(βi j2r)− I1(βi j2r)/r]+Di j3I1(βi j3r)/r}cosθ （20c）
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Wθ
i j ={−Ci j1K1(βi j1r)/r−Ci j2K1(βi j2r)/r− Ci j3[−βi j3K0(βi j3r)−K1(βi j3r)/r]−Di j1I1(βi j1r)−

Di j2I1(βi j2r)/r−Di j3[βi j3I0(βi j3r)− I1(βi j3r)/r]}sinθ （20d）

σr
i j τrθ

i j可求得径向应力 和切向应力 分别为：

σr
i j =Ai j1{(λi j+αi j Mi j+χi j Mi j)β2

i j1K1(βi j1r)+2Gi j[K1(βi j1r)]
′′ } cosθ+Ai j2{(λi j+αi j Mi j+χi j Mi j)β2

i j2K1(βi j2r)+

Gi j[K1(βi j2r)]
′′ }cosθ+2Gi jAi j3{[−K1(βi j3r)/r2+ [K1(βi j1r)]

′
/r}cosθ+Bi j1{(λi j+αi j Mi j+ χi j Mi j)β2

i j1I1(βi j1r)+

2Gi j[I1(βi j1r)]
′′ }cosθ +Bi j2{(λi j+αi j Mi j+χi j Mi j)β2

i j2I1(βi j2r)+Gi j[I1(βi j2r)]
′′ }cosθ+2Gi jBi j3{[−I1(βi j3r)/r2+

[I1(βi j1r)]
′
/r}cosθ （21a）

τrθ
i j =Ai j1Gi j

{
−2

[
K1

(
βi j1r

)]′
/r+2K1

(
βi j1r

)
/r2

}
sinθ+Ai j2Gi j

{
−2

[
K1

(
βi j2r

)]′
/r+2K1

(
βi j2r

)
/r2

}
sinθ+

Ai j3Gi j

{[
K1

(
βi j3r

)]′
/r−2K1

(
βi j3r

)
/r2− [

K1
(
βi j3r

)]′′}sinθ+Bi j1Gi j

{
−2

[
I1

(
βi j1r

)]′
/r+2I1

(
βi j1r

)
/r2

}
sinθ+

Bi j2G j

{
−2

[
I1

(
βi j2r

)]′
/r+2I1

(
βi j2r

)
/r2

}
sinθ+Bi j3G j

{[
I1

(
βi j3r

)]′
/r−2I1

(
βi j3r

)
/r2− [

I1
(
βi j3r

)]′′}sinθ （21b）

ui(n+1) |r→∞ = 0

B(n+1)×1 = B(n+1)×2 = B(n+1)×3 = 0 D(n+1)×1 = D(n+1)×2 =

D(n+1)×3 = 0

因桩周土饱和土体径向无穷远处 ，

则有： ，

。

将式 (20a)~(21b)代入式 (8)和 (9)中求解可得：

RΛ = U （22）
U = Ui j[1 −1 0 0 0 · · · 0 0 0]T1×(6n+3)， j = 1 , 2 , ... ,

n Ui j ui j Λ = [Ai11 Ai12 Ai13

Bi11 Bi13 · · · Ai21 Ai22 Ai23 Bi21 Bi22 Bi23 · · ·Ai j1 Ai j2 Ai j3

Bi j1 Bi j3 · · · Ain1 Ain2 Ain3 Bin1 Bin2Bin3 Ai×(n+1)×1Ai×(n+2)×2

Ai×(n+3)×3]T1×(6n+3) R = [Ri j](6n+3)×(6n+3) R (6n+3)× (6n+3)

式中，

， 其中 ， 为 的 Laplace形式 ，  
B i12 
Bij2 

； ， 为

矩阵。

综上，可求得第 i层段桩周径向非均质饱和土体

对楔形桩桩身的水平作用力为：

Fi =−
w 2π

0

(
σr

i1 cosθ−τrθ
i1 sinθ

)∣∣∣∣∣
r=r11

ri1 dθ = −πri1

[
Ai11β

2
i11·

(λi1++2Gi1+αi1 Mi1+χi11 Mi1) K1 (βi11ri1)+

Ai12β
2
i12 (λi1+2Gi1+αi1 Mi1+χi12 Mi1) K1 (βi12ri1)+

Ai13Gi1β
2
i13K1 (βi12ri1)+Bi11β

2
i11 (λi1+2Gi1+αi1 Mi1+

χi11 Mi1) I1 (βi11ri1)+Bi12β
2
i12 (λi1+2Gi1+αi1 Mi1+

χi12 Mi1) I1 (βi12ri1)+Ai13Gi1β
2
i13K1 (βi12ri1)

]
= fi1Up

i

（23）
 

2.2    楔形桩振动方程的求解

将式 (23)代入式 (4)中，并利用 Laplace变换法求

解可得：

∂4Up
i

∂z′4
+ κ4

i Up
i = 0 （24）

κ4
i = (ρpi Ap

i s2+ fi1)/
(
Ep

i Ipi
)

式中， 。

因此，式 (24)四阶常微分方程的通解为：

Up
i (z′) =γi1 cos(κiz′)+γi2 sin(κiz′)+

γi3 cosh(κiz′)+γi4 sinh(κiz′) （25）

由式 (25)可求解楔形桩转角、弯矩和剪力的表

达式分别为：

Θp
i (z′) =κi[−γi1 sin(κiz′)+γi2 cos(κiz′)+

γi3 sinh(κiz′)+γi4 cosh(κiz′)] （26a）

Mp
i (z′) =−Ep

i Ipi κ
2
i [−γi1 cos(κiz′)−γi2 sin(κiz′)+

γi3 cosh(κiz′)+γi4 sinh(κiz′)] （26b）

Qp
i (z′) =−Ep

i Ipi κ
3
i [γi1 sin(κiz′)−γi2 cos(κiz′)+

γi3 sinh(κiz′)+γi4 cosh(κiz′)] （26c）

将式 (25)~(26c)代入式 (5)~(7)中，可得：
ℜΨ =Π （27）

Ψ = [γ11 γ12 γ13 γ14 · · · γ21 γ22 γ23 γ24 · · · γi1 γi2 γi3

γi4 · · · γ(m−1)1 γ(m−1)2 γ(m−1)3 γ(m−1)4 · · · γm1 γm2 γm3 γm4 ]T1×4m

Π = [0 P/(Ep
i Ipi ) 0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0 ]T1×4m

ℜ =
[ℜ i j]4m×4m

式中，

；

；

，其矩阵中各元素具体表达式如下：

ℜ 12 = κ1，ℜ 14 = κ1，ℜ 22 = −κ3
1，ℜ 24 = κ

3
1。

i = 1 , 2 , ... , m−1 ℜ (4i−1)×(4i−3) = cos(κili)

ℜ (4i−1)×(4i−2) = sin(κili) ℜ (4i−1)×(4i−1) = cosh(κili) ℜ (4i−1)×(4i) =

cosh(κili) ℜ (4i−1)×(4i+1) = −1 ℜ (4i−1)×(4i+3) = −1 ℜ (4i)×(4i−3) =

−κi sin(κili) ℜ (4i)×(4i−2) = κi cos(κili) ℜ (4i)×(4i−1) = κi sinh(κili)

ℜ (4i)×(4i) = κi cosh(κili) ℜ (4i)×(4i+2) = −κi ℜ (4i)×(4i+4) = −κi

ℜ (4i+1)×(4i−3) = −κ2
i cos(κili) ℜ (4i+1)×(4i−2) = −κ2

i sin(κili)

ℜ(4i+1)×(4i−1)=κ
2
i cos(κili) ℜ(4i+1)×(4i)=κ

2
i sinh(κili) ℜ (4i+1)×(4i+1)=

κ2
i
ℜ (4i+1)×(4i+3)=−κ2

i
ℜ (4i+2)×(4i−3)=−κ3

i sin(κili)ℜ (4i+2)×(4i−2)=

−κ3
i cos(κili) ℜ (4i+2)×(4i−1) = κ

3
i sinh(κili) ℜ (4i+2)×(4i) = κ

3
i ·

cosh(κili) ℜ (4i+2)×(4i+2) = κ
3
i
ℜ (4i+2)×(4i+4) = −κ3

i

当 时 ， ，

， ，

， ， ，

， ， ，

， ， ，

， ，

， ，

， ， ，

， ，

， ， ；

i = m ℜ (4m−1)×(4m−3) = cos(κmlm) ℜ (4m−1)×(4m−2) =

sin(κmlm) ℜ(4m−1)×(4m−1)=cosh(κmlm) ℜ(4m−1)×(4m)=sinh(κmlm)

ℜ (4m)×(4m−3) = −κm sin(κmlm) ℜ (4m)×(4m−2) = κm cos(κmlm)

ℜ (4m)×(4m−1) = κm sinh(κmlm) ℜ (4m)×(4m) = κm cosh(κmlm)

ℜ = [ℜ i j]4m×4m

当 时， ，

， ， ，

， ，

， ； 矩

阵 中未说明的部分元素均为 0。

综上，可求得楔形桩桩顶水平动力阻抗为：

KQU =
Qp

m(0)
Up

m(0)
（28）

楔形桩桩顶水平动力阻抗可表示为实部和虚部

的无量纲形式： 
Kr =

Re(KQU)r3
m1

Ep
mIpm

Ki =
Im(KQU)r3

m1

Ep
mIpm

（29）
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Kr Ki式中， 表示桩顶动刚度； 表示桩顶动阻尼。

上述推导的径向非均质饱和土中楔形桩桩顶水

平动力阻抗求解流程如图 2所示。 

3    算例分析

本节算例分析基于径向非均质饱和土-楔形桩耦

合水平振动简化模型，通过 MATLAB软件对式 (29)
所得解进行计算。如无特殊说明，桩-土系统所采用

各参数的取值如下：

rm1 = 0.5 m ϑ = 1◦ ρpi = 2500 kg/m3 Ep
i =

25.5 GPa Ks
i j = 36 GPa Kf

i j = 2 GPa ρsi j = 2700 kg/m3

ρfi j = 1000 kg/m3 υs = 0.4 ni j = 0.375 kd
i j = 10−6 m · s−1

b = 1.0rm1 Gi(n+1) = 10 MPa

L=10 m， ， ， ，

， ， ， ，

， ， ， ，

， ，GRi =2，q=2，a0=ωd/Vs。

图 3所示为桩-土系统层段数 m对楔形桩桩顶水

平动力阻抗的影响情况。可见，楔形桩桩顶水平动

刚度和动阻尼曲线均随层段数 m的增加而增大，而

当 桩-土 系 统 层 段 划 分 达 到 一 定 数 值 后 （ 本 文

m=100），桩顶水平动力阻抗曲线趋于稳定，计算结果

满足精度要求。因此，在后续的分析中，将桩 -土系

统沿纵向等长度划分为 100个层段。 

3.1    解析解答合理性验证

ρfi j→ 0 Mi j→ 0

m = 1 GRi = 1

ϑ = 0◦

为了验证本文推导径向非均质饱和土体模型解

以及楔形桩桩顶水平动力阻抗解析解的精度和合理

性，将径向非均质饱和土体模型退化至径向非均质

单相土体情况（即 、 ） [22]，与文献 [22]中

不同扰动程度（GRi=1，2，4三种情况）的已有解进行

对比，如图 4所示。将径向非均质饱和土中楔形

桩退化至均质饱和土中等截面桩（ 、 、

） ，与文献 [7]中不同桩长（L=4、8、12 m）的已

有解进行对比，如图 5所示。对比分析可知，本文推

导所得楔形桩桩-土系统相关模型解经退化后与已

有文献解吻合良好。

ϑ = 0◦、0.8◦、1.6◦

为进一步说明本文采用的 Novak平面应变理论

在楔形桩中的适用性，令桩-土系统基本参数的取值

与文献 [21]相同，如表 1所示。将本文基于 Novak平

面应变模型推导所得解与文献 [21]基于 Winkler地
基模型推导所得解进行对比，如图 6所示。不同楔

角（ ）下应用两种模型所得楔形桩
 

边界条件

n+1 n+1

Up
m

Up
i

Up
2

Up
2

ηm

ηi

η2

η1

n n… ……

楔形桩

…j j1 1

桩周第j圈层饱和
土体的控制方程

(1) 解析解答退化验证
(2) 解析模型参数化分析

楔形桩桩顶水平动力阻
抗解析表达式

桩-土接触界面处
位移、力连续条件

桩周第j和第(j+1)圈
层饱和土接触界面

第j圈层饱和土体
位移和应力函数

力平衡
位移连续

fil
楔形桩

桩身控制方程

第1段桩体

第2段桩体

第i段桩体

第m段桩体

力平衡 位移连续

Qp
m(0)/Up

m(0)=Kr+iKiKQU=

 

图 2　   桩顶水平动力阻抗求解流程图

Fig. 2　Flow chart for solving the horizontal dynamic impedance of pile top
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图 3　   桩-土系统层段数对桩顶水平动力阻抗的影响

Fig. 3　Effect of the number of pile-soil system layers on the horizontal dynamic impedance of pile top
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桩身水平位移的变化规律基本一致，两者最大误差

在 3.5%以内。  

3.2    楔形桩桩顶水平动力阻抗的影响因素分析

图 7所示为桩周饱和土体扰动程度对楔形桩桩顶

水平动力阻抗的影响情况。不难看出，桩周土扰动

程度对楔形桩桩顶水平动力阻抗影响显著。在桩周饱

和土体从软化状态（GRi<1）向硬化状态（GRi>1）变化

的过程中，楔形桩桩顶水平动力阻抗振幅显著增大。

图 8所示为桩周饱和土体扰动范围对楔形桩桩

顶水平动力阻抗的影响情况。当桩周饱和土体处于

软化状态时，楔形桩桩顶水平动刚度和动阻尼振幅

均随桩周土软化范围的增大而减小。当桩周饱和土

体处于硬化状态时，硬化范围越大，桩顶水平动阻尼

振幅越高。不同地，楔形桩桩顶水平动刚度在低频

段内振幅随硬化范围增大而增高，在高频段内则随

硬化范围增大而降低。
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图 4　   本文饱和土层水平动力阻抗退化解与文献 [22] 的解的对比

Fig. 4　Comparison of degenerate solution for the horizontal dynamic impedance of saturated soil with solution in Ref. [22]
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图 5　   本文桩顶水平动力阻抗退化解与文献 [7] 的解的对比

Fig. 5　Comparison of degenerate solution for the horizontal dynamic impedance of pile top with solution in Ref. [7]
 

表 1　桩-土系统基本参数

Tab. 1　Basic parameters of pile-soil system
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图 6　   本文与文献 [21] 推导所得解的对比

Fig. 6　Comparison  of  the  present  solution  with  the  solution  of

Ref. [21]
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图 7　   扰动程度对桩顶水平动力阻抗的影响

Fig. 7　Effect of disturbing degree on horizontal dynamic impedance of pile top
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图 8　   扰动范围对桩顶水平动力阻抗的影响

Fig. 8　Effect of disturbing range on horizontal dynamic impedance of pile top
 
 

3.3    楔形桩桩身水平位移和弯矩的影响因素分析

为便于说明，在给定频率（a0=1.6）情况下，桩周

饱和土体扰动程度对楔形桩桩身水平位移和弯矩分

布的影响情况分别如图 9和 10所示。对于既定桩身

深度而言，在桩周饱和土体从软化状态（GRi<1）向硬

化状态（GRi>1）变化的过程中，楔形桩桩身水平位移

和弯矩幅值水平均明显减小。

图 11和 12所示分别为桩周饱和土体扰动范围
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图 9　   扰动程度对桩身水平位移分布的影响（a0=1.6）

Fig. 9　Effect  of  disturbing  degree  on  horizontal  displacement

distribution of pile shaft (a0=1.6)
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图 10　   扰动程度对桩身弯矩分布的影响（a0=1.6）

Fig. 10　Effect  of  disturbing  degree  on  bending  moment

distribution of pile shaft (a0=1.6)
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对楔形桩桩身水平位移和弯矩分布的影响情况（a0=
1.6）。不难看出，桩周土的软（硬）化范围对桩身水

平位移和弯矩分布的影响显著。对于既定桩身深度

而言，随着桩周土体软（硬）化范围的增大，楔形桩桩

身水平位移和桩身弯矩幅值水平均明显增大（减小）。
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图 11　   扰动范围对桩身水平位移分布的影响（a0=1.6）

Fig. 11　Effect  of  disturbing  range  on  horizontal  displacement

distribution of pile shaft (a0=1.6)
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图 12　   扰动范围对桩身弯矩分布的影响（a0=1.6）

Fig. 12　Effect  of  disturbing  range  on  bending  moment

distribution of pile shaft (a0=1.6)
  

4    结　论

本文建立了径向非均质饱和土-楔形桩耦合水平

振动简化分析模型，并通过解析手段推导出了楔形

桩桩顶水平动力阻抗解析解。在此基础上，分别探

讨了桩身参数和径向非均质效应对楔形桩水平振动

特性的影响规律，计算分析结果表明：

（1）在桩周饱和土体从软化状态（GRi<1）向硬化状

态（GRi>1）变化的过程中，楔形桩桩顶水平动力阻抗振

幅显著增加，桩身水平位移和弯矩幅值水平明显变小。

（2）桩周饱和土体扰动范围对楔形桩动力阻抗

影响显著。此外，随着楔形桩桩周土体软化范围的

增大，桩身水平位移和弯矩幅值水平均明显增大。

（3）通过退化手段验证了本文径向非均质饱和

土-楔形桩耦合水平振动简化分析模型及推导所得

对应解析解的精度与合理性，研究成果可为复杂饱

和地基中楔形桩减振相关工程设计提供理论与实践

参考，亦可推广应用于其他纵向变截面异形桩的水

平振动分析与设计中。
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