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摘要: 针对工程结构的激励难以测量、时变模态辨识计算效率低下的问题，提出了一种基于动态模式分解（DMD）的时变模态

仅输出递推辨识方法。借鉴投影近似子空间跟踪算法和滑动窗思想对现有 DMD 方法进行理论拓展，提出 DMD 方法的递推

格式，能够对系统矩阵和本征正交分解基进行递推更新，可用于时变模态的仅输出递推辨识。设计时变质量三自由度结构系

统数值算例，搭建变质量充液筒结构系统实验平台，分别对所提递推 DMD 方法进行数值和实验验证。结果表明，所提递推

DMD 方法能够仅基于结构系统的振动响应数据准确辨识得到其时变模态，具备良好的仅输出递推辨识能力。
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Abstract: Time-varying modal identification is important to obtain the dynamic characteristics of time-varying engineering struc‑
tures and realize real-time vibration control and online health monitoring of structural systems. Aiming at the problems of measuring 
the excitation of engineering structures and low efficiency of time-varying modal identification， an output-only recursive identifica‑
tion method based on dynamic mode decomposition （DMD） is proposed in this paper. To extend the theory of the existing DMD 
method， this paper draws on the projection approximation subspace tracking algorithm and the sliding-window idea， and proposes a 
recursive format of the DMD method， which can update the system matrix and the proper orthogonal decomposition basis recur‑
sively， and can be further used for the output-only recursive modal identification of time-varying systems. A numerical example of a 
three-degree-of-freedom structural system with time-varying mass and an experimental setup of a liquid-filled cylindrical structural 
system with variable mass are respectively designed and built to validate the proposed method numerically and experimentally. The 
results demonstrate that the proposed recursive DMD method is able to accurately identify the modal parameters of the time-vary‑
ing structures by only using the measured vibration response data， and has good output-only recursive identification capability.

Keywords: time-varying system； modal identification； dynamic mode decomposition； output-only recursive identification

在土木、机械、航空航天、加工制造等工程领域，

许多结构系统都具有显著的时变特征，例如车‑桥耦

合系统［1］、燃料不断消耗的运载火箭系统［2］等，准确

快速获取结构系统的时变模态参数是开展实时振动

控制和在线健康监测的重要保证［3‑4］。除此以外，部

分结构系统还具有显著的非线性特征［5‑6］，但目前同

时考虑系统时变与非线性特征的辨识理论尚不成

熟，因此本文重点关注线性时变结构系统的辨识问
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题。对于工作状态下的时变结构系统，受限于自身

规模、特征和操作环境等因素，施加人工激励往往较

为困难且费用昂贵，自然激励又难以有效测量［7‑8］，

因此在激励未知的情况下开展时变结构模态参数的

仅输出辨识方法研究至关重要。同时，为更好地满

足模态参数的实时在线跟踪需求，要求辨识方法的

计算复杂度不随时间的推移而增加，因此，还需进一

步发展仅输出辨识方法的递推格式。

面向时变结构的模态参数辨识方法，根据是否

对系统进行建模可分为非参数化和参数化两类方

法［4］。非参数化方法将响应信号表示为时间和频率

的联合函数，通过数据处理手段从响应信号中提取

模态参数，主要包括时频分析［9］、Hilbert‑Huang 变

换［10‑11］、小波变换［12］等时频域方法。非参数化方法

易于使用，但受限于时间和频率分辨率无法兼顾，有

时难以准确跟踪系统的快变特性，且由于没有建立

辨识模型，无法完整地获取待辨识系统的所有特性。

参数化方法多为时域辨识方法，需要建立系统的辨

识模型，例如状态空间模型、时间序列模型等。基于

上述两类模型所发展出的辨识方法分别称为子空间

方法［13‑15］和时间序列方法［2， 16‑17］。但需要说明的是，

子空间方法的计算量偏大，且对噪声较为敏感［4］；时

间序列方法具有较强的抗噪声能力，但确定辨识模

型 阶 数 较 为 困 难 ，且 有 时 难 以 有 效 剔 除 虚 假

模态［18‑19］。

近年来，动态模式分解（dynamic mode decom ‑
position，DMD）方法作为一种新的数据驱动计算方

法，受到了众多学者的关注与青睐。DMD 方法起

源于 Koopman 分析，MEZIĆ［20］基于 Koopman 分析

研究了动力学系统的谱分解问题。SCHMID［21］在

该研究工作的基础上，正式提出了 DMD 方法，该方

法能够直接从系统的输出数据中提取系统固有动态

特性，具有数学描述形式简单、计算量小以及仅使用

输出数据等优点。TU 等［22］扩充了 DMD 方法的定

义，解释了原始 DMD 方法不适用于具有共轭复根

的系统的原因，并提出通过构造时移矩阵解决该问

题。HEMATI 等［23］进一步改进了 DMD 方法的计

算格式，降低了 DMD 方法对噪声的敏感程度。BAI
等［24］引入压缩感知算法，对观测数据进行压缩，降低

了 DMD 方法的计算量。ALASSAF 等［25］提出了针

对 DMD 的随机化技术，提高了 DMD 方法的计算效

率和精度。近年来，DMD 方法已逐渐在流场分

析［26‑28］、电力系统分析［29‑30］、交通流量预测［31］、结构动

力学分析［32‑33］等多个领域得以应用，表现出了广阔

的应用前景。

本文旨在发展 DMD 方法的递推格式，使其适

用于时变结构模态参数的仅输出递推辨识。受到

DMD 方法与投影近似子空间跟踪（projection ap‑
proximation subspace tracking，PAST）算法［34‑35］结构

形式相似的启发，本文基于滑动窗思想，提出一种递

推 DMD 方法，通过对现有 DMD 方法中的系统矩阵

和本征正交分解（proper orthogonal decomposition，
POD）基［21］进行递推更新，以实现时变结构模态参

数的仅输出递推辨识。需要指出的是，利用 PAST
算法进行模态辨识时需要用到系统的输入数据，而

本文提出的递推 DMD 方法能够在仅测量系统输出

数据的情况下进行模态辨识，适用于工程时变结构

的工作模态分析。

1　动态模式分解

1. 1　基于 DMD 的模态求解

对于一个离散的时间序列 x k 而言，首先假设有

如下线性映射：

x k = Ax k - 1 （1）
式中，A为系统矩阵，表征了系统相邻时刻的映射关

系，该映射在整个采样时间内应大致相同。

如果 x k 为结构动力学系统的响应数据，则系统

矩阵A中包含了该系统的固有特性。设A有特征值

分解 A=ΦΛΦ-1，Φ为特征向量组成的矩阵，Λ为

特征值组成的对角矩阵。将其代入式（1）可得：

x k = Ax k - 1 =ΦΛΦ-1 x k - 1 =ΦΛkΦ-1 x 0 （2）
进一步可得：

x k =ΦΛkη= ∑
i = 1

m

ηi λk
iφ i （3）

式中，m 为 x k 的维度；λi 和 φ i 分别为 A的第 i 阶特征

值和特征向量；η=Φ-1 x 0 为坐标向量，其第 i 个分

量为 ηi。

式（3）表明，x k 位于A的特征向量所张成的空间

中，与其位于模态空间中的情况类似。可以证明，对

于线性系统而言，模态展开式和 Koopman 算子的特

征函数展开式是相同的，因此，如将系统矩阵A视为

Koopman 算子的有限维线性近似，可从 A中提取系

统的模态信息［36］。

对于一个复模态结构动力学系统，其位移解具

有如下形式：

x ( t )= ∑
i = 1

m

ηi esi tφ i （4）

式中，si 为系统极点。

离 散 时 间 序 列 的 采 样 间 隔 为 Δt，则 有 x k =
x (kΔt )，对比式（3）和式（4）可得：
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si = ln ( )λi

Δt
（5）

由振动力学理论可知，对于欠阻尼系统，系统极

点 si 与固有圆频率 ωi 以及阻尼比 ξi 有如下关系：

si，s*
i = -ξi ωi ± 1 - ξ 2

i （6）
式中，s*

i 为 si 的共轭，则系统的固有频率 fi 和阻尼比

ξi 可由下式求出：

fi = || si

2π ，ξi = - Re ( )si

|| si

（7）

式中，Re ( )⋅ 表示取复数的实部。

显然，通过求解系统矩阵 A及其特征值和特征

向量，即可得到结构动力学系统的模态信息。

1. 2　系统矩阵A的求解

为求得系统矩阵 A，利用系统的时间序列数据

构建如下两个矩阵：

X= [ ]x 1 x 2 ⋯ xN ，

Y= [ ]x 2 x 3 ⋯ xN + 1 （8）
式中，N 为数据长度。根据式（1）可得AX= Y，则A

的最小二乘解为：

A= YX † （9）

式中，( ⋅ ) †
表示矩阵的伪逆。在实际应用过程中，

观测信号 x k 的维度较大，导致 A的维度也较大，此

时对 A进行特征值分解较为困难，可通过本征正交

分解（POD）方法进行降阶。

设 X的奇异值分解为：

X= UΣV H （10）
式中，U为左奇异矩阵；Σ为奇异值矩阵；V为右奇

异矩阵；( ⋅ ) H
表示矩阵的 Hermitian 转置。通过观察

奇异值的大小，选取 U的前 r 列组成 POD 基 U r
［21］，

并构建如下投影矩阵 A͂：

A͂= U H
r AU r （11）

式中，A͂相当于 A在 U r 上的投影，二者具有相似关

系，因此具有相同的特征值，对 A͂进行特征值分解，

即可得到系统的特征值，具体如下：

A͂ψ= ψΛ͂ （12）
式中，Λ͂为由特征值构成的对角矩阵；ψ由 A͂的特征

向量构成。由相似关系可知Φ= U rψ，因此，可将 A

的特征值分解问题转化为一个低维度矩阵 A͂的特征

值分解问题。

当观测信号维度较低时，DMD 方法会因为 A

的维度小于真实系统的阶数而无法有效提取模态信

息。针对此问题，TU 等［22］提出将式（8）中 X和 Y堆

叠为时移矩阵来增加自身的秩，进而增加A的维度，

具体的堆叠形式如下：

X=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úx 1 x 2 ⋯ xN

x 2 x 3 ⋯ xN + 1

⋮ ⋮ ⋮
xM xM + 1 ⋯ xM + N - 1

，

Y=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úx 2 x 3 ⋯ xN + 1

x 3 x 4 ⋯ xN + 2

⋮ ⋮ ⋮
xM + 1 xM + 2 ⋯ xM + N

（13）

式中，M 为堆叠数量。

用式（13）代替式（8）中的 X和Y矩阵，并执行上

述过程，可得到系统的固有频率，通过取 Φ的第一

块行（其列数为结构系统自由度数）可得到系统的模

态振型。一般地，堆叠数量 M 的取值需要使 A的秩

大于或等于真实系统的阶数，具体表现为继续堆叠

只会产生低于截断阈值的新奇异值。

2　递推辨识方法

2. 1　系统矩阵A的递推更新

为获得时变结构的模态参数，引入“时间冻结”

假设，即认为系统在短时间内是时不变的。为降低

计算量，提高辨识方法对时变模态的实时跟踪能力，

本节提出一种基于滑动窗的递推 DMD 方法，其主

要思想是，每一时刻增加一个新数据的同时删除一

个最旧的数据，基于增加和删除的数据修改上一时

刻估计出的模型参数，进而保证每一时刻的参数估

计值仅依赖于滑动窗内的最新数据［37］。

在X行满秩时，有X † =X H (XX H )-1
，根据式（9）

可知：

A= YX H (XX H )-1
（14）

在得到第 k + 1 时刻的观测数据 x k + 1 和 y k + 1（即

x k + 2）后，根据时移矩阵的结构特点，构建第 k + 1 时

刻对应的数据列 x̄ k + 1 和 ȳ k + 1 如下：

x̄ k + 1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úx k - M + 2

⋮
x k

x k + 1

，ȳ k + 1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úy k - M + 2

⋮
y k

y k + 1

  （15）

则式（13）中的时移矩阵可以认为是由 N 个连续

时刻数据列组成，取 x̄ k - L + 1 至 x̄ k 共 L 个数据列构建

时移矩阵 X k
k - L + 1 和Y k

k - L + 1，其中上下标分别为最新

数据列和最旧数据列所对应的时刻，表征了该矩阵

对应的时间段。增加第 k + 1 时刻的数据列 x̄ k + 1 和

ȳ k + 1 后，时移矩阵 X k + 1
k - L + 1 和Y k + 1

k - L + 1 可通过如下更新

方式得到：
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X k + 1
k - L + 1 = [X k

k - L + 1 x̄ k + 1 ]    ，  
Y k + 1

k - L + 1 = [Y k
k - L + 1 ȳ k + 1 ] （16）

同理，删除最旧时刻数据列时，则移除时移矩阵

X k
k - L + 1 和Y k

k - L + 1 的第一列。在每一时刻，添加一个

新数据列的同时，删除一个旧数据列，以保证时移矩

阵中的数据列总量保持不变，所使用的数据列总量

记为滑动窗长度 L。结合式（14）和（16）可得：

A k
k - L + 1 =Y k

k - L + 1 ( X k
k - L + 1 )H[ ]X k

k - L + 1 ( X k
k - L + 1 )H -1 =

( ∑
i = k - L + 1

k

ȳ i x̄ T
i ) ( ∑

i = k - L + 1

k

x̄ i x̄ T
i )-1

（17）

式中，( ·) T
表示矩阵的转置；A k

k - L + 1 为基于滑动窗内

数据求得的系统矩阵。

在 添 加 一 个 新 数 据 列（x̄ k + 1，ȳ k + 1）后 ，基 于

式（17）和矩阵求逆公式，可得系统矩阵 A及其对应

的协方差矩阵 P的更新公式如下：

A k+ 1
k- L + 1 =A k

k- L + 1 + ( )ȳ k+ 1 -A k
k- L + 1 x̄ k+ 1 x̄ T

k+ 1 P k
k- L + 1

1+ x̄ T
k+ 1 P k

k- L + 1 x̄ k+ 1
，

P k+ 1
k- L + 1 =P k

k- L + 1 - P k
k- L + 1 x̄ k+ 1 x̄ T

k+ 1 P k
k- L + 1

1+ x̄ T
k+ 1 P k

k- L + 1 x̄ k+ 1
（18）

同理，移除旧数据列（x̄ k - L + 1，ȳ k - L + 1）后，对应

的更新公式如下：

A k+1
k-L+2=A k+1

k-L+1-
( )ȳ k-L+1-A k+1

k-L+1 x̄ k-L+1 x̄ T
k-L+1 P k+1

k-L+1

1-x̄ T
k-L+1 P k+1

k-L+1 x̄ k-L+1
，

P k+1
k-L+2=P k+1

k-L+1+
P k+1

k-L+1 x̄ k-L+1 x̄ T
k-L+1 P k+1

k-L+1

1-x̄ T
k-L+1 P k+1

k-L+1 x̄ k-L+1
（19）

在初始值的选取方面，可在初始时刻采用 1.2
节中的方法计算一次 A的初值，P的初值一般取初

始时刻的 (XX H )-1
。一般地，初始时刻可选取 k =

M + L，此时刚好可以构造时移矩阵 Y k
k - L + 1。至

此，完成对系统矩阵A的递推更新。需要说明的是，

由于更新过程需要保证 X行满秩，所以滑动窗长度

L 的取值不能过小，并且过小的滑动窗长度会导致

辨识结果方差增大。

2. 2　POD 基U r 的递推更新

在完成系统矩阵 A的递推更新基础上，本节旨

在 对 POD 基 U r 进 行 递 推 更 新 。 这 里 采 用 经 典

PAST 算法［34］对 U r 进行更新，PAST 算法将子空间

跟踪问题转化为如下的无约束优化问题：

J (W )= X-WW TX
2

（20）
式中，W和 X分别为任意满足可乘条件的列满秩矩

阵和行满秩矩阵。

令 R x = XX T 的特征值分解为：

R x =ΦΛΦT （21）
可以证明，当且仅当W= UT时，该函数取得

全局最小值，其中，U包含 R x 的前 n 个主特征向量；

T为任意酉矩阵［34］。即当 X为 2.1 节中的时移矩阵

X k
k - L + 1 时，对应的 W 即为 POD 基 U r。考虑投影

估计：

Z=W TX （22）
则目标函数可改写为：

J (W )= X-WZ
2

（23）
进一步地，W在 k时刻的最小二乘解为：

W= XZ H ( ZZ H )-1
（24）

由式（16）、（22）和（24）可得：

W k
k - L + 1 = ( ∑

i = k - L + 1

k

x̄ i zT
i ) ( ∑

i = k - L + 1

k

z i zT
i )-1

（25）

式中，z i =W T x̄ i。在得到新数据列 x̄ k + 1 后，基于

式（25）和矩阵求逆公式，可得到子空间估计W及其

对应的协方差矩阵Q的更新公式如下：

W k+1
k-L+1=W k

k-L+1+
( )x̄ k+1-W k

k-L+1 z k+1 zT
k+1Q k

k-L+1

1+zT
k+1Q k

k-L+1 z k+1
，

Q k+1
k-L+1=Q k

k-L+1-
Q k

k-L+1 z k+1 zT
k+1Q k

k-L+1

1+zT
k+1Q k

k-L+1 z k+1
（26）

同理，移除旧数据列 x̄ k - L + 1 对应的更新公式

如下：

W k+1
k-L+2=W k+1

k-L+1-
( )x̄ k-L+1-W k+1

k-L+1 z k-L+1 zT
k-L+1Q k+1

k-L+1

1-zT
k-L+1Q k+1

k-L+1 z k-L+1
，

Q k+1
k-L+2=Q k+1

k-L+1+
Q k+1

k-L+1 z k-L+1 zT
k-L+1Q k+1

k-L+1

1-zT
k-L+1Q k+1

k-L+1 z k-L+1
（27）

与 2.1 节相似，W的初值为初始时刻得到的U r，

Q的初值取初始时刻的 ( ZZ H )-1
。需要指出的是，

PAST 算法与 2.1 节中的更新思路具有相似性，其原

因在于二者具有相同的最小二乘估计格式。

结合第 2 节的叙述，图 1 给出了该方法的流程框

图。主要步骤可总结如下：首先，在获得足够观测数

据后，通过式（13）构建时移矩阵 X 和 Y，再根据

图 1 递推 DMD 方法的流程图

Fig. 1 The flowchart of recursive DMD method
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式（9）计算系统矩阵 A的初值，并根据式（10）计算

POD 基 U r 的初值；其次，在获得新的观测数据后，

通过式（18）和（19）递推计算 A，再通过式（26）和

（27）递推计算 U r；最后，通过式（11）和（12）计算投

影矩阵 A͂及其特征值分解，并根据式（5）~（7）计算

当前时刻的模态参数。

3　数值验证

为验证上述所提递推 DMD 方法的有效性，本

节考虑一个具有时变质量的三自由度（degree of 
freedom，DOF）结构系统数值算例，如图 2 所示。

该结构系统的动力学方程具有如下形式：

M ( t ) ẍ ( t )+ Cẋ ( t )+ Kx ( t )= F ( t ) （28）
式中，x ( t )为位移响应；F ( t )为外激励。质量矩阵

M ( t )、阻尼矩阵 C、刚度矩阵K分别为：

M=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úm 1 ( )t 0 0
0 m 2( )t 0
0 0 m 3 ( )t

，

C=
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úc1 + c2 -c2 0
-c2 c2 + c3 -c3

0 -c3 c3

，

K=
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úk1 + k2 -k2 0
-k2 k2 + k3 -k3

0 -k3 k3

。

式中，阻尼系数分别为 c1 = c2 = c3 = 0.3  N/( m ⋅ s-1 )，
刚度系数分别为 k1 = k2 = k3 = 30000  N/m；m 1、m 2

和 m 3（单位为 kg）分别有如下形式：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

m 1 = 5 + 0.5sin ( )2πt/10
m 2 = 5 + 1sin ( )2πt/20
m 3 = 10 + 3sin ( )2πt/10

（29）

在三个自由度上均施加白噪声激励，使用龙格‑
库塔法进行数值求解，从系统静止状态开始计算，共

计算 40 s。为消除初始瞬态振动的影响，只选用后

20 s 的响应数据进行分析，三个自由度上的位移响

应如图 3 所示。

对上述位移响应进行 1000 Hz 重采样，将重采

样后的位移响应数据用于递推 DMD 方法的辨识流

程。定义滑动窗时间长度 WL = L/fs，其中，fs 为采

样频率，WL 表征滑动窗内最新和最旧数据所对应

的时间差，可直观地反映辨识结果与真实值的偏离

程度，不受采样频率的影响。图 4 给出了 WL=0.2 s
时递推 DMD 方法对固有频率的辨识结果，其中红

色点线为固有频率的辨识结果，蓝色虚线为“时间冻

结”固有频率的真实值。显然，该方法可以准确辨识

出时变质量三自由度结构系统的固有频率。

为探究滑动窗长度选取对辨识结果的影响规

律，图 5 和 6 分别给出了 WL=0.1 s 和 WL=1 s 时的

固有频率辨识结果。与图 4 进行对比发现，较小的

滑动窗长度可以较好地跟踪时变质量三自由度结构

系统的固有频率，但辨识结果方差较大；较大的滑动

图 5 三自由度结构系统的固有频率辨识结果（WL=0. 1 s）
Fig. 5 Estimated natural frequencies of the 3-DOF structural 

system （WL=0. 1 s）

图 2 三自由度结构系统示意图

Fig. 2 Schematic diagram of the 3-DOF structural system

图 3 三自由度结构系统的位移响应

Fig. 3 Displacement response of the 3-DOF structural 
system

图 4 三自由度结构系统的固有频率辨识结果（WL=0. 2 s）
Fig. 4 Estimated natural frequencies of the 3-DOF structural 

system （WL=0. 2 s）
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窗长度可以降低辨识结果的方差，但对固有频率的

跟踪能力减弱，与真实值出现了明显的跟踪偏差。

为 定 量 描 述 辨 识 精 度 ，定 义 均 值 绝 对 误 差

（mean absolute error，MAE）指标，具体如下：

MAE = 1
n ∑

k = 1

n

|| fk - f ̂k （30）

式中，n 为待辨识数据总量；f ̂k 为第 k时刻选定模态的

固有频率辨识值；fk 为相对应的固有频率理论值。

表 1 给出了不同滑动窗长度下固有频率辨识结

果的 MAE 指标对比，可以发现，随滑动窗长度的增

加，MAE 呈现先减小后增大的趋势，这是由于辨识

精度同时取决于跟踪偏差和方差，二者需要兼顾才

能达到较好的辨识效果。

为探究递推 DMD 方法对噪声的敏感性，对位

移响应添加 20 dB 白噪声后再执行上述辨识流程，

分别取滑动窗长度 WL=0.2 s 和 WL=1 s，相应的

辨识结果如图 7 和 8 所示。将图 7、8 分别与图 4、6 进

行对比可知，当观测数据被噪声污染后，递推 DMD
方法仍能对固有频率进行有效跟踪，但辨识精度有

所下降。对比图 7 和 8 可知，在考虑观测数据的噪声

影响时，相对较大的滑动窗更有利于抑制辨识结果

的方差，提高辨识精度。

表 2 给出了考虑观测数据噪声影响时，不同滑

动窗长度下固有频率辨识结果的 MAE 指标对比。

对比表 1 和 2 可知，一方面，在相同滑动窗长度下，当

考虑噪声影响时，固有频率辨识结果的 MAE 会明

显增大；另一方面，随着滑动窗长度从 0.2 s 增加至

1 s，频率辨识结果的 MAE 有所下降，表明较大的滑

动窗长度有助于降低辨识方法对噪声的敏感性。

综上可知，对于递推 DMD 方法而言，较小的滑

动窗可提高其对时变系统的跟踪能力，但会增大辨

识结果的方差；较大的滑动窗可降低辨识结果的方

差，但时变跟踪能力较弱，会出现局部跟踪偏差。因

此，滑动窗长度的选取需要在辨识精度与时变跟踪

能力之间折中，可参考固有频率辨识结果的 MAE
指标进行滑动窗长度的选取。此外，当观测数据受

到噪声污染时，建议选取相对较大的滑动窗长度，以

有效降低辨识结果的方差，改善辨识效果。需要指

图 6 三自由度结构系统的固有频率辨识结果（WL=1 s）
Fig. 6 Estimated natural frequencies of the 3-DOF structural 

system （WL=1 s）

表 2 考虑噪声影响的不同滑动窗长度下固有频率辨识结果

的 MAE 指标对比

Tab. 2 Comparison of the MAE for estimated natural 
frequencies with different sliding window 
lengths by considering the noise effects

滑动窗长度/
s

0.2
1.0

一阶频率/
Hz

0.255
0.145

二阶频率/
Hz

0.235
0.221

三阶频率/
Hz

0.569
0.548

表 1 不同滑动窗长度下固有频率辨识结果的 MAE 指标

对比

Tab. 1 Comparison of the MAE for estimated natural 
frequencies with different sliding window lengths

滑动窗长度/
s

0.1
0.2
1.0

一阶频率/
Hz

0.035
0.029
0.101

二阶频率/
Hz

0.055
0.051
0.178

三阶频率/
Hz

0.100
0.072
0.158

图 7 考虑噪声影响的固有频率辨识结果（WL=0. 2 s）
Fig. 7 Estimated natural frequencies considering the noise 

effects （WL=0. 2 s）

图 8 考虑噪声影响的固有频率辨识结果（WL=1 s）
Fig. 8 Estimated natural frequencies considering the noise 

effects （WL=1 s）
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出的是，该方法滑动窗长度固定，适用于变化速率相

对稳定的系统。对于变化速率在采样时间内时慢时

快的系统，则需要对滑动窗长度进行自适应优化

处理［38］。

4　实验验证

本节旨在对递推 DMD 方法进行实验验证。搭

建如图 9 所示变质量充液筒结构系统［39］，其目的在

于模拟大长细比的圆柱形航空航天结构的时变质量

特征，例如燃料消耗。变质量充液筒结构的高度为

4 m，外径为 0.11 m，厚度为 0.032 m，其上端由弹性

绳索悬挂，可视为自由边界。通过开启变质量充液

筒结构底部阀门可排出其内部液体，液位变化规律

可由位于底部的液位传感器测量得到。显然，随着

内部液体质量的不断减少，该系统会表现出显著的

时变特性。如图 9 所示，实验系统由变质量充液筒

结构、激振器及其功率放大器、加速度传感器（8
个）、液位传感器、数据采集与监控系统、计算机等

组成。

开展变质量充液筒结构系统的时变动力学实

验，实验过程中，在变质量充液筒结构的 2 号测点位

置施加白噪声激励，沿其轴向均匀布置 8 个加速度

传感器拾取振动响应，如图 9 所示。在 327.68 s 内，

液位从 3.5 m 下降到 0.1 m，液位随时间的变化如

图 10 所示。加速度传感器在液位降至 3.5 m 时开始

测量结构的振动响应，采样频率设为 200 Hz，共产

生 65536 个加速度响应数据。此外，通过设置 35 组

不同液面高度的时不变“时间冻结”实验，参考液位

变化规律即可得到时变实验对应时刻的模态参数参

考值［39］。

基于上述时变动力学实验中的实测加速度响应

数据，图 11 和 12 分别给出了 WL=10 s 和 WL=3 s
时的固有频率辨识结果，图中红色点线为固有频率

辨识结果，蓝色虚线为“时间冻结”实验得到的固有

频率参考值［39］，其中第一阶为悬挂刚体模态，后五阶

为弹性模态。对比图 11 和 12 可知，较大的滑动窗长

度可有效降低辨识结果的方差，虚假模态更少，但对

固有频率的跟踪能力较弱，会出现局部的跟踪偏差，

上述规律与数值算例所得结论基本相同。

在变质量充液筒结构的时变动力学实验中，由

于激励点靠近第一阶弹性模态的振型节点，导致第

一阶弹性模态未被有效激发，因此辨识结果较差［39］。

为进一步获取第一阶弹性模态，可对加速度响应数

据进行 40 Hz 重采样，再执行上述辨识流程。图 13
给出了 WL=10 s时的第一阶固有频率辨识结果，结

果表明，当观测数据中第一阶弹性模态的占比较大

时，递推 DMD 方法依旧可以对其进行高精度的

辨识。

上述辨识结果表明，递推 DMD 方法能够基于

实测加速度响应数据对变质量充液筒结构系统的时

图 9 实验系统

Fig. 9 Experimental system

图 10 实验系统的液位变化规律

Fig. 10 The varying liquid level of the experimental system
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变模态进行仅输出辨识，准确获取其固有频率随时

间的变化规律。总体而言，递推 DMD 方法辨识精

度较高，具备仅输出递推辨识能力，且对噪声的敏感

性较低，未来有望进一步应用于大型工程结构的工

作模态分析。

5　结  论

面向工程时变结构的工作模态分析需求，本文

提出了基于 DMD 的时变模态仅输出递推辨识方

法。一方面，借鉴投影近似子空间跟踪算法和滑动

窗思想对现有 DMD 方法进行理论拓展，提出了

DMD 方法的递推格式，实现了时变模态仅输出递

推辨识。另一方面，分别基于时变质量三自由度结

构系统数值算例和变质量充液筒结构系统实验平台

对所提递推 DMD 方法的有效性进行验证，结果表

明，所提递推 DMD 方法能够仅基于结构系统的振

动响应数据准确辨识得到其时变模态，具备良好的

仅输出递推辨识能力，为工程时变结构的工作模态

分析提供了有效途径。
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