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复实验模态下相控阵天线阵面变形的虚拟感知
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摘要: 相控阵天线阵面变形对电磁性能的影响较大，如何用稀疏光纤光栅应变传感器的应变测量信息实时感知天线阵面变形

是实现结构健康监测和电磁性能调控的关键。本文提出了复实验模态下结构变形的虚拟感知方法。在该方法中，利用复模态

转化方法处理模态测试获得的复模态数据以获得对应的实位移模态；利用模态扩展实现有限量实位移模态的全场扩展；结合

扩展的实位移模态和有限元模态数据，推导了两个表征稀疏应变测量信息与全场位移映射关系的变形虚拟感知方程 CMT‑
SEREP （complex mode transformation ‑system equivalent reduction expansion process）和 CMT ‑LC （complex mode transforma‑
tion‑local correspondence），以实现利用稀疏应变测量信息来估计变形阵面结构形状。研制了大型相控阵天线阵面变形实验平

台，并开展了三种工况下不同感知方法的对比实验。实验结果表明，所提方法能利用稀疏应变测试信息重构出天线阵面结构

的全场位移，并且 CMT‑LC 法比 CMT‑SEREP 法的感知精度高；对比传统的模态法，CMT‑LC 变形虚拟感知的相对百分比误

差至少降低了 6.105%。该方法不仅适用于非比例阻尼天线结构的变形感知，也适用于其他复杂工程结构的健康监测。
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Virtual sensing of surface deformation for phased array antenna 
under complex experimental modal
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Abstract: The electromagnetic performance of phased array antenna is greatly affected by the phased array antenna surface defor‑
mation. How to apply the strain measurement data of sparse fiber grating strain sensors to sense the shape of antenna array is the 
key to realize structural health monitoring and electromagnetic performance control. This paper proposes a virtual sensing method 
for structural deformation under complex experimental modes. In this method， the complex mode transformation is first used to pro‑
cess the complex mode data obtained from modal testing to obtain the corresponding real displacement modes， and then the full 
field expansion of finite real displacement modes is realized using mode expansion； Combining the extended real displacement mod‑
al and finite element modal data， two virtual sensing equations named CMT-SEREP （complex mode transformation-system equiv‑
alent reduction expansion process） and CMT-LC （complex mode transformation-local correspondence）， which characterize the re‑
lationship between sparse measured strain information and the full field displacement of the structure， have been derived to achieve 
the real-time estimation of the deformation shape of the antenna structure from sparse measured strain information. Using the devel‑
oped large phased array antenna array deformation experimental platform， experimental verification of different sensing methods 
was carried out under three deformation working conditions. Experimental results show that the proposed method can reconstruct 
the full field displacement of the antenna array structure using sparse strain measurement information， and the sensing accuracy of 
CMT-LC is higher than that of CMT-SEREP. Compared to the traditional modal method， the relative percentage error of deforma‑
tion sensing using CMT-LC method has been reduced by at least 6.105%. This method is not only suitable for deformation sensing 
of non-proportional damping antenna structures， but also suitable for other complex engineering structures， and it has a great appli‑
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cation potential.
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相控阵天线广泛应用于雷达、通信和电子对抗

等领域，其作用相当于人的“眼睛”。在服役中，相控

阵天线通常会受到重力、振动、风载和高/低温等载

荷的作用，阵面结构会变形，导致电性能恶化，影响

其实战性能［1‑2］。为了保障相控阵天线的高性能服

役，可实时调控天线单元激励，补偿阵面变形的影

响；然而，该方法需要准确感知天线阵面服役期间的

结构变形［3‑4］。

目前，相控阵天线阵面变形感知方法分为非接

触式测量和接触式测量［1］。非接触式测量主要采用

光电检测技术获取被测对象上测量点的位移。常用

的测量设备有经纬仪、激光跟踪仪、工业相机等。接

触式测量通过埋入阵面结构中的有限应变或加速度

传感器测量检测点的应变或加速度，然后利用重构

算法实现天线阵面变形的虚拟感知。对比接触式测

量，非接触式测量需要在阵面前方布设测试仪器，如

相机，这会影响电磁波的收发，难以满足服役中天线

阵面变形的实时感知。因此，在服役中，通常使用接

触式测量实现阵面变形的监测。在接触式测量技术

中，光纤光栅应变传感器具有体积小、抗干扰以及易

与结构集成的特点，已成功应用于智能蒙皮天线和

相控阵天线阵面［1，3‑4］。然而，由于阵面安装空间和

传感器成本的限制，实际应用中通常在有限位置处

布置应变传感器，如何利用稀疏传感器的测量信息

估计感兴趣位置或全场位移成为关键。

虚拟感知是一种利用可测位置处的传感器测量

信息和感知模型来估计感兴趣位置处或全场物理量

（如应变、位移和温度等）的方法，它也被称为软测量

或响应重构等［5］。感知模型是实现虚拟感知的关

键，它需要包含系统动力学和传感器的相关信息，构

建方法包含物理建模、数据建模和混合建模［5‑6］。物

理建模方法通常使用有限元模型信息构建系统感知

模型，然后使用传感器的测试信息和感知模型计算

感兴趣位置或全场的物理量。例如，根据加速度测

量值和有限元模型信息构建应变场感知模型，进而

利用应变场评估结构的疲劳寿命［7］。数据建模方法

利用机器学习算法建立难以直接测量的目标物理量

和传感器测量信息之间的经验映射关系，该方法通

常应用到难以应用物理建模的工业过程等领域［8‑10］。

混合建模是物理建模和数据建模的结合，近年来该

方法逐渐获得了应用。例如，KULLAA［11］提出了贝

叶斯虚拟感知方法。通过结合模态扩展和贝叶斯估

计算法消除测量噪声，进而实现全场响应的高精度

估计［12］。

在结构变形虚拟感知的研究领域，通常使用物

理建模方法构建结构全场响应的感知模型。目前常

用的系统感知方法主要包括模态展开、KO 位移和

逆有限元等。基于模态展开的系统感知方法不受模

型复杂性的限制，它是利用模态叠加原理推导出应

变与位移之间的感知模型，然后根据应变测量信息，

利用感知模型实现任意几何复杂结构的全场位移感

知。该方法在风力发电叶片、海洋平台、桥梁等领域

获得了成功应用［13‑16］。KO 位移是 NASA 根据经典

梁理论提出的机翼变形虚拟感知公式，利用该公式

和有限量的应变测量信息可估计机翼变形［17‑18］。逆

有限元法是利用加权最小二乘泛函的最小化来实现

全场位移的虚拟感知，该方法在板、梁和壳等简单结

构的变形感知中获得了成功应用［19‑20］。然而，相控

阵天线阵面结构中通常安装了很多离散的天线单

元，并且单元的几何形状复杂，难以利用逆有限元单

元和 KO 位移实现天线阵面变形的高精度感知［21］。

考虑到基于模态展开的虚拟感知方法不受结构模型

复杂性的限制，因此，该方法在相控阵天线阵面变形

的感知中具有较大的应用潜力。

模态展开是一种基于模态振型展开系统响应的

线性变换方法，它利用有限量的加速度、位移或应变

测试信息和感知模型来估计结构的全场位移或应变

场。在该领域中，FOSS 等［22］首先利用应变模态、位

移模态和实测应变构建了虚拟感知模型。随后，很

多研究利用该虚拟感知模型实现了由稀疏光纤布拉

格光栅（fiber Bragg grating， FBG）应变传感器测量

信息来实时感知全场位移［13‑16］。系统等效约简展开

过程（system equivalent reduction expansion process， 
SEREP）是另一种利用结构模态振型和最小二乘方

法来找到可用于展开或缩减数据的传递矩阵（矩阵

的逆）的方法［23］。例如，PAK［24］用 KO 位移法将测量

的机翼应变进行积分以获得挠度，然后使用 SEREP
法将其扩展到全场位移，通过翼形平板验证了其有

效性。最近，研究人员使用 SEREP 和有限元应变模

态构建了结构应变场的感知模型，实现了利用有限

量测量应变、估计结构应变场［25］。然而，上述基于模

态展开的全场位移或应变虚拟感知结果依赖结构有

限元模型的准确度，一旦模型建模误差较大，全场应

变或位移的感知精度会受到很大影响。

在模态扩展方法中，利用实验模态振型代替有

限元模态振型能够提高感知精度。扩展实验模态振

型本质上是对有限元模型的更新，它能够降低有限

元模型的建模误差。文献［26‑28］提出并进一步发

展了扩展实验模态振型的方法。该方法通过找到实

验模态和分析模态之间的线性关系来改善精度。通
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常，实验模态振型具有一组空间有限的自由度，而分

析模型具有更大的自由度集。LEVINE‑WEST 等［29］

将扩展方法分为三类：直接法、投影法和误差法。

TARPØ 等［30‑31］通过对实验模态振型的扩展，实现了

海洋实验平台结构的应变场虚拟感知，然后利用感

知的应变场评估其疲劳寿命。随后，TARPØ 等［32］

将扩展实验模态振型推广到非线性时变系统的应变

场估计中，并通过数值仿真和实验测试验证了该方

法提高应变场估计的准确性。然而，TARPØ 没有

研究利用扩展实验模态振型来构建全场位移感知模

型的方法。

本文提出基于复数实验模态扩展的结构变形虚

拟感知方法，以实现从稀疏应变测量信息来实时估

计天线阵面结构的变形形状。考虑到实际中相控阵

天线阵面结构复杂，各组成部件之间的连接装配存

在阻尼或摩擦，天线阵面结构的模态测试结果通常

是复实验模态，难以直接利用实验模态振型实现阵

面变形的感知。为此，本文首先给出复实验模态转

化为实位移模态的计算方法；然后利用模态扩展方

法实现有限实位移模态的全场扩展；最后结合扩展

后的实位移模态和天线阵面结构有限元模态数据，

推 导 两 个 全 场 位 移 虚 拟 感 知 方 程 CMT‑SEREP 
（complex mode transformation‑system equivalent re‑
duction expansion process）和 CMT‑LC （complex 
mode transformation‑local correspondence），进 而 利

用虚拟感知方程和稀疏应变测量信息估计变形天线

阵面形状。

1　问题描述

在服役中，天线阵面在风载、振动、气动、重力等

外部载荷作用下会发生变形，影响阵面中安装的天

线单元位置，天线单元位置变化影响最终的天线电

性能。在前期的工作中，本文作者提出了嵌入光纤

光栅应变传感器的智能天线阵面结构［1，4］。在该结构

中，利用应变传感器的测量信息实现阵面结构变形

感知和电性能主动补偿，以保障天线可靠服役［1，3‑4］。

在实际中，相控阵天线阵面结构中通常安装了

很多离散天线单元，如图 1（a）所示。考虑到安装空

间、电磁干扰和传感器成本的限制，工程中通常使用

有限量的光纤光栅应变传感器，如图 1（b）所示，这

意味着不是在每个天线单元位置处都要布设应变传

感器。然而，相控阵天线服役期间的电性能主动补

偿需要准确地感知每个天线中心处的位移［1，3‑4］。因

此，如何利用稀疏的光纤光栅应变传感器测量的应

变信息来实时估计阵面变形或感知每个天线单元位

置处的位移是一个难题，也是实现服役中变形相控

阵天线电性能主动补偿的关键技术，如图 2 所示。

结构的模态分析理论为稀疏应变测量信息下的

天线阵面变形虚拟感知提供了一个解决途径。根据

模态叠加理论［3，13］，天线阵面结构中任意位置处的位

移响应 y表示为：

y=Φq r （1）
式中，Φ=[ ϕ 1 ϕ 2 ⋯ ϕ r ] 为 N × r 阶的位移模

态矩阵，其中 ϕ r 表示第 r 阶位移模态向量；q r ∈ R r × 1

为模态坐标向量；r 为截取模态数；N 表示全场点的

个数。

与上述位移响应相同，阵面结构任意位置处的

应变 ε可以表示为各阶应变模态的线性组合：

ε= Ψq r （2）
式中，Ψ=[ φ 1 φ 2 ⋯ φ r ] 为 m × r 阶的应变模

态矩阵，其中，φ r 表示第 r 阶应变模态向量，m 为传

感器数目。

图 1 相控阵天线阵面组成的示意图

Fig. 1 Schematic diagram of composition of phased array 
antenna array surface

图 2 稀疏应变测量信息下的结构变形虚拟感知示意图

Fig. 2 Schematic diagram of virtual sensing of structural 
deformation under sparse strain measurement 
information
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由式（2）可知，当传感器数目 m 大于等于截取模

态数 r时（即 m ≥ r），模态坐标向量可以求解为：

q̂ r = Ψ† ε （3）

式中，Ψ† 为Ψ的伪逆矩阵，即Ψ† = (Ψ TΨ )-1
Ψ T。

当应变传感器的数目为 m × r 时，把式（3）代入

式（1），得到变形阵面结构的全场位移计算公式：

ŷ=ΦΨ† ε （4）
如果使用有限元模型提取的位移模态矩阵Φ FE

代替式（4）中的Φ，式（4）就是传统的基于模态法的

变形虚拟感知方程［13‑16，22］：

ŷ=Φ FEΨ† ε （5）
该方程利用提取的全场有限元位移模态矩阵

Φ FE 建立测量应变到全场位移的转换矩阵，然后通

过稀疏的应变测量信息 ( r ≤ m < N )实现全场位移

的虚拟感知。然而由于相控阵天线阵面结构复杂，

实际中不可避免地存在有限元的建模误差，从天线

阵面结构的有限元模态分析结果中提取的位移模态

矩阵 Φ FE 与实际模态通常存在较大的差距，导致阵

面变形的虚拟感知精度较低。为此，本文提出利用

实验模态代替有限元模态，并通过模态扩展实现从

稀疏应变测量信息到全场位移的虚拟感知。

2　变形虚拟感知方法

大型相控阵天线阵面通常使用很多螺栓安装大

量的离散天线单元，阵面结构属于非比例阻尼结构，

其实验模态的测试结果通常为复数模态。因此，方

程（5）中 Φ FE 不能直接使用实测的复数位移模态矩

阵实现变形阵面结构的全场位移感知。为此，本节

提出基于复实验模态扩展的结构变形虚拟感知方

法，以实现稀疏应变测量信息下阵面结构变形的实

时估计，如图 3 所示。

该方法包括三个阶段：第一阶段是建立有限元

模型，为实验模态测试提供参考数据，并通过模态分

析获得有限元位移模态和应变模态。第二阶段是通

过实物模态测试获得复数实验模态，并通过复模态

到实模态的转化获得对应实模态；然后利用模态扩

展方法获得扩展后的实验位移模态，并代替式（5）中

的有限元位移模态矩阵 Φ FE，获得基于实验模态的

全场位移虚拟感知方程。第三阶段是利用稀疏测量

应变信息和虚拟感知方程计算全场位移，以实现变

形阵面结构的全场位移感知。

2. 1　复模态到实模态的转化

针对工程中实验模态测试结果为复模态的问

题，本节给出从复模态到实模态的复模态（complex 
mode transformation， CMT）转化方法，为实现全场

位移虚拟感知方程的推导奠定基础。

首先利用模态测试仪对实物结构进行模态测

试。假设模态测试后获得的复数模态矩阵和复数特

征值向量分别用 H ∈ Ca × n 和 λ∈ Cn × 1 表示，其中，

a 和 n 分别表示模态测试中使用的传感器数目和模

态仿真中提取的结构模态阶数，并且满足 a > n。
根据文献［33］中给出的复模态转化方法，首先

利用H的实部构造特征向量 X ∈ R a × n：

X= [Re (h1)     Re (h2)    ⋯     Re (hn) ] （6）
式中，Re (h i)∈ R a × 1 ( i = 1，2，⋯，n)表示对 H的第 i

列向量 h i 取实部运算。

然后利用奇异值分解方法处理实数矩阵 X，可

以得到：

X= TΣV T （7）
式中，T ∈ R a × n；Σ ∈ R n × n；V ∈ R n × n。

考虑到模态测试后获得的复数模态矩阵 H和

复数特征值向量 λ中的每一个元素都是复数，为此，

将它们分别扩展为复共轭模态矩阵 H con ∈ Ca × 2n 和

复共轭特征向量 λ͂∈ C2n × 1，然后利用矩阵 T对 H con

进行降阶，得到降阶后的位移模态矩阵 H͂ ∈ Cn × 2n：

H͂= T TH con （8）
将 H͂ 和 λ͂代入有阻尼结构的特征值方程中，

得到：

[ ]M-1K M-1C ⋅
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

h͂ 1 h͂ 2 ⋯ h͂ 2n

λ1 h͂1 λ2 h͂2 ⋯ λ2n h͂2n

=

-[ ]λ2
1 h͂1 λ2

2 h͂2⋯ λ2
2n h͂2n （9）

式中，模态向量 h͂ i 为矩阵 H͂的第 i 列；λi 为复数特征

值向量 λ的第 i 个元素；M、K和 C分别表示结构的

质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵。

上述 2n 个方程可以同时求解 M-1K ∈ R n × n 和

M-1C ∈ R n × n。然后，利用M-1K构建无阻尼结构对

应的特征值方程：

M-1KΦ͂ exp = ω2 Φ͂ exp （10）
利用 MATLAB 中的 eig 函数计算式（10），可以

图 3 提出的结构变形虚拟感知方法

Fig. 3 Proposed virtual sensing method for structural 
deformation
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得到M-1K对应的特征向量 Φ͂ exp ∈ R n × n和特征值 ω2。

最后，通过矩阵 T ∈ R a × n 和特征向量 Φ͂ exp，求出

复数位移模态矩阵对应的实位移模态矩阵：

Φ exp，a = TΦ͂ exp （11）

2. 2　基于模态扩展的变形虚拟感知

利用前面复模态到实模态的转化方法，可以获

得 a 个位置处测量的实位移模态 Φ exp，a ∈ R a × n。本

节结合这些实测模态数据和仿真模态数据，推导了

两种从稀疏测量应变到变形阵面全场位移的虚拟感

知方程。下面首先给出两种模态数据的处理方法。

2. 2. 1　模态数据的处理

上述 Φ exp，a 不是结构所有位置处 ( N > a ) 的位

移模态矩阵。为此，本节将利用模态扩展获得全场

的实验位移模态矩阵，然后代替式（4）中的矩阵 Φ

以形成基于实验位移模态扩展的结构变形虚拟感知

方程。

首先，将实位移模态Φ exp，a 中的每一阶位移模态

振型向量 ϕ exp，i（即第 i 列）都分为拟合自由度振型集

和观测自由度振型集：

ϕ exp，i = é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

ϕ exp，fit，i

ϕ exp，obs，i
（12）

式中，ϕ exp，i ∈ R a × 1 表示第 i 阶实验位移模态向量；

ϕ exp，fit，i ∈ R f × 1 表示拟合自由度振型，其中 f表示拟合

点个数；ϕ exp，obs，i ∈ R o × 1 表示观测自由度振型，其中 o

表示观测点个数。

然后，建立实物结构的有限元模型，通过模态分

析提取仿真位移模态 Φ FE ∈ RN × n，并将其分为与实

验模态测试位置对应的激活自由度有限元模态

Φ FEa ∈ R a × n 和剩余自由度模态 Φ FEd ∈ R d × n（d 为剩

余自由度个数）；然后再将 Φ FEa 分为与实验位移模

态具有相同维数的拟合自由度振型 Φ FE，fit ∈ R f × n 和

观测自由度振型Φ FE，obs ∈ R o × n，即

Φ FE = é
ë
êêêê ù

û
úúúúΦ FEa

Φ FEd
，Φ FEa = é

ë
êêêê ù

û
úúúúΦ FE，fit

Φ FE，obs
（13）

2. 2. 2　CMT‑SEREP 变形虚拟感知方程

利用上述实测模态数据Φ exp，a 和有限元模态数

据 Φ FEa，首先，根据系统等效缩减展开过程原理

（SEREP）［23，34］，把这 a 个位置处测量的实位移模态

Φ exp，a 扩展到全场位移模态；然后，利用扩展的全场

位移模态代替式（4）中的 Φ，进而得到基于 SEREP
的全场位移虚拟感知方程，具体做法如下：

根据系统等效缩减展开过程原理，有限测点处

的实验位移模态可以表示为有限元位移模态振型的

线性组合：

Φ exp，a =Φ FEaTSEREP （14）
式中，TSEREP ∈ R n × n 为转换矩阵。

式（14）两边左乘ΦT
FEa 后求逆，得到转化矩阵：

TSEREP =Φ†
FEaΦ exp，a （15）

式中，Φ†
FEa 表示Φ FEa 的伪逆矩阵。

根据 SEREP 的原理［23］和式（13），利用全场有限

元模态Φ FE 对Φ exp，a 进行扩展，得到下式：

Φ exp =Φ FEΦ†
FEaΦ exp，a （16）

式中，Φ exp ∈ RN × n 表示扩展后的全场实验位移模态。

利用扩展后的实验位移模态 Φ exp 代替式（4）中

的 Φ，得到基于复模态转化（CMT）和 SEREP 的全

场位移虚拟感知方程（简称 CMT‑SEREP）：

ŷ=Φ FEΦ†
FEaΦ exp，aΨ† ε （17）

当已知传感器测量的稀疏应变信息 ε时，利用

方程（17）可以快速估计阵面变形的全场位移 ŷ。

2. 2. 3　CMT‑LC 变形虚拟感知方程

上述 CMT‑SEREP 利用固定有限元模态扩展

有限量实验位移模态以形成全场实验位移模态。不

同于上述方法，本节利用局部对应（local correspon‑
dence， LC） 原理［35］选择有限元模态振型的最佳子

空间来扩展实验位移模态，进而形成基于复模态转

化（CMT）和 LC 原理的全场位移虚拟感知方程（简

称 CMT‑LC）。

根据文献［35］中的 LC 原理，第 i 阶实验位移模

态ϕ exp，i可以表示为有限元仿真位移模态的线性组合：

ϕ exp，i =Φ FEa p͂ i （18）
式中，p͂ i ∈ R n × 1 表示投影向量。

为了利用测量的实位移模态 Φ exp，a ∈ R a × n 求解

p͂ i，需要根据第 i阶实验位移模态对应频率到有限元

位移模态对应频率的距离大小，由近到远地选择最

佳有限元位移模态振型。为此，本文引入选择矩阵

S (mi)，从激活自由度有限元模态 Φ FEa 中选择最佳

子振型。因此，第 i阶实验位移模态可以表示为：

ϕ exp，i = (ΦFEaS (mi) ) p͂ i （19）
式中，S (mi)∈ R n × n 为主对角线元素为 0 或 1 的对角

矩阵；mi 表示第 i 阶实验位移模态对应的选择矩阵

中主对角线元素为 1 的个数。

图 4 给出了使用 2 阶有限元位移模态扩展第 i
阶实验位移模态时的选择矩阵案例，图中 coli 表示

图 4 选择矩阵的确定示意图

Fig. 4 Schematic diagram for determining the selection matrix
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第 i 阶频率对应的拟合自由度位移模态振型。在一

般情况下，第 i 阶实验位移模态对应的频率与有限

元位移模态对应的频率 fi 最接近，那么第二接近的

有限元位移模态频率是 fi + 1（或 fi - 1），故选择矩阵第

i 和 i + 1（或 i - 1）列的主对角元素为 1，其他元

素为 0。
根据式（12）和（13），拟合自由度振型和观测自

由度振型都满足方程（19）。因此，在拟合自由度集

下，式（19）经伪逆运算后，得到其投影向量 p͂ i：

p͂ i = (ΦFE，fitS (mi) ) †
ϕ exp，fit，i （20）

将式（20）代入观测自由度振型的计算公式：

ϕ̂͂ exp，obs，i(mi)=Φ FE，obs p͂ i （21）

式中，ϕ̂͂ exp，obs，i(mi)∈ R o × 1 为计算的观测自由度振型。

利用模态置信准则（modal assurance criterion， 
MAC）评估上述计算振型与测量振型的拟合质量：

F obs，i(mi)=
|
|
|||||

|
|||| ϕ̂͂T

exp，obs，i( )mi ϕ exp，obs，i

2

( )ϕ̂͂T
exp，obs，i( )mi ϕ̂͂ exp，obs，i( )mi ( )ϕΤ

exp，obs，iϕ exp，obs，i

（22）
最后，利用下式找到最大 MAC 值对应的最优

模态数目 m 0
i ，并确定选择矩阵 S (m 0

i )：
m 0

i = max
0 < mi ≤ n

F obs，i(mi) （23）

式（23）使用枚举法求解，其过程如下。当扩展

第 i 阶实验位移模态时，按照频率差值由小到大的

顺序选择有限元位移模态，如图 4 所示。首先，选取

频率差值最小的第 i 阶有限元位移模态，其次选择

邻近的第 i - 1 或 i + 1 阶有限元位移模态。如果选

取 mi 个有限元位移模态 ，利用式（22）计算得到

MAC 值为 F obs，i(mi)；当 mi 从 1 取到 n 时会产生 n 个

MAC 值，即 F obs，i(1)，F obs，i(2)，⋯，F obs，i(n)，从求得

的 n 个 MAC 值中选取最大的 MAC 值，其对应的模

态数目为最优振型数 m 0
i ，进而确定了第 i 阶实验位

移模态的最优选择矩阵 S (m 0
i )。

根据式（20），确定了 S (m 0
i )就相当于已知了投

影向量 p͂ i。然后，根据式（18）并利用模态扩展原理，

第 i 阶实验位移模态经过扩展后的全自由度位移模

态可以表示为：

ϕ͂ exp，i =Φ FE p͂ i =Φ FE (ΦFE，fitS (m 0
i ) ) †

ϕ exp，fit，i   （24）

式中，ϕ͂ exp，i ∈ RN × 1 表示扩展后的第 i 阶实验位移模

态，其自由度大于扩展前的实测自由度 a，即 N > a。
通过方程（24），实现了第 i 阶实验位移模态自

由度的全场扩展。重复上述过程，直到完成所有阶

实验位移模态自由度的全场扩展。最后将扩展后的

向量 ϕ͂ exp，i 组成扩展实验位移模态矩阵 Φ͂ exp ∈ RN × n：

Φ͂ exp = [ ϕ͂ exp，1    ϕ͂ exp，2    ⋯    ϕ͂ exp，n ] （25）

使用 Φ͂ exp 代替式（4）中的Φ，得到基于复实验位

移模态扩展后的全场位移虚拟感知方程（CMT ‑
LC）：

ŷ= Φ͂ expΨ† ε （26）
代入稀疏 FBG 应变传感器测量的应变 ε，利用

式（26）计算变形量 ŷ，以实现全场位移虚拟感知。

2. 3　虚拟感知方程的应用

上面推导了复模态下两个变形虚拟感知方程

CMT‑SEREP 和 CMT‑LC，下面给出方程的应用。

算法算法 1： CMT‑SEREP 虚拟感知

输入：

实测复数模态矩阵 H，复数特征值向量 λ，有限元

位移模态矩阵 Φ FE，应变模态矩阵 Ψ，传感器测量

应变 ε；
感知：

1. 依次利用式（6）、（7）、（8）得到降阶后的位移模

态矩阵 H͂；

2. 依次利用式（9）、（10）、（11）得到实位移模态

振型Φ exp，a；

3. 利用式（16）计算扩展后的实验位移模态Φ exp；

4. 利用式（17）计算结构变形后的全场位移 ŷ；

输出：

感知的全场位移 ŷ。

算法算法 2： CMT‑LC 虚拟感知

输入：

实测复数模态矩阵 H及频率，复数特征值向量 λ，
有限元位移模态矩阵 Φ FE 及频率，应变模态矩阵

Ψ，传感器测量应变 ε；
感知：

1. 依次利用式（6）、（7）、（8）得到降阶后的位移模

态矩阵 H͂；

2. 依次利用式（9）、（10）、（11）得到实位移模态

振型Φ exp，a；

3. 利用式（23）找到最大 MAC 值对应的最优模态

数目 m 0
i ；

4. 利用式（24）计算第 i 阶实验位移模态扩展后的

模态；

5. 重复步骤 3 和 4，得到扩展后的所有实验位移

模态；

6. 利用式（25）形成扩展后的全场实验位移模态

矩阵 Φ͂ exp；

7. 利用式（26）计算结构变形后的全场位移 ŷ；

输出：

感知的全场位移 ŷ。
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3　实验系统

本文使用相控阵天线阵面变形实验平台开展验

证，其详细介绍见文献［1］。该平台的阵面是由长、

宽和厚分别为 2780、1734 和 10 mm 的铝板、天线单

元、FBG 应变传感器和作动器等组成，如图 5 所示。

在图 5（a）中，阵面背面通常安装微波收发组件电

路，FBG 应变传感器埋入阵面结构中的有限位置。

该平台主体是由天线面板、控制面板形状的 9
个调整机构和平台的支撑骨架组成。天线面板安装

在 9 个调整机构上，通过控制 9 个调整机构使天线面

板产生不同的阵面变形以模拟实际服役工况，如

图 5（b）所示。本实验利用调整结构使天线阵面产生

变形，并通过有限量 FBG 应变传感器测量的稀疏应

变信息和虚拟感知方程来估计天线阵面结构变形。

3. 1　FBG 应变传感器串的制作

图 5（a）中的天线阵面结构埋入了 4 串裸光纤光

栅应变传感器。通过在一根光纤上布置多个光纤布

拉格光栅应变传感器，可以实现分布式应变测试。

工程中通常有两种制作裸光纤光栅串的方法：第一

种是将单个光纤光栅通过光纤熔接机熔接在一起；

第二种是根据传感器位置的需求，设计并制备裸光

纤光栅应变传感器串。

本文使用第二种方法设计并制备了两种型号的

光纤光栅串，以避免多个光纤光栅熔接形成的信号

衰减而导致的应变测试误差。图 6 给出了本文设计

的两种型号的光纤光栅应变传感器串。两种型号的

栅区长度均为 10 mm。型号 1 设计了 10 个栅区，栅

区间距均为 170 mm；型号 2 设计了 7 个栅区，栅区间

距是不均匀的，即从传感器 1 到传感器 7 的栅区间距

分别为：600、315、665、665、315 和 600 mm。

为了避免波长变化对相邻波长信号的影响，将

相邻波长间隔分别定为 7 和 10 nm，波长设置如表 1
所示。裸光纤光栅应变传感器串的涂层材料为聚酰

亚胺。对比传统的丙烯酸酯，聚酰亚胺具有较好的

力学性能和可靠性。

3. 2　相控阵天线阵面

利用上述设计的 FBG 应变传感器串，本文制备

了型号 1 和型号 2 的裸光纤光栅应变传感器串各两

条。然后，将这些应变传感器串埋入天线阵面结构

面板的沟槽中，其在阵面的布局如图 7（a）所示。最

后，将这 4 条传感器串与解调仪的 4 个通道相连，其

图 5 相控阵天线阵面变形实验平台

Fig. 5 Experimental platform for phased array antenna array 
surface deformation

图 6 光纤光栅应变传感器串的设计

Fig. 6 Design of FBG strain sensor string

表 1 裸光纤光栅应变传感器串的波长设置

Tab. 1 Wavelength setting of bare FBG strain sensor 
string

编号（型号 1）
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

中心波长/nm
1515
1522
1529
1536
1543
1550
1557
1564
1571
1578

编号（型号 2）
1
2
3
4
5
6
7
—

—

—

中心波长/nm
1515
1525
1535
1545
1555
1565
1575
—

—

—
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中，第 1、2 通道连接型号 1 的两条传感器串，第 3、4
通道连接型号 2 的两条传感器串。

FBG 应变传感器的安装质量决定最终应变测试

的准确性。在安装时，首先用砂纸打磨需要粘贴传

感器的位置并用酒精擦拭，以确保粘贴位置的清洁；

然后用胶带在栅区外的两端初步固定其位置，在此

过程中要保证安装的传感器栅区处有一定初始应力；

接着按照 1∶1 的比例混合调制出环氧树脂胶，并轻

轻涂抹在栅区的位置以保证胶的厚度适宜；最后经

过晾干固化后，传感器便安装完成，如图 7（b）所示。

完成应变传感器粘接后，通过螺栓连接，在铝板

正面装配 8块天线子阵，每个天线子阵中安装了 32个

天线辐射单元。图 8给出了该实验平台的天线装配。

4　模态测试结果

利用上述相控阵天线实验平台开展模态测试，

并根据 2.1 节给出的复模态到实模态的转化方法计

算出其对应的实模态，为后面基于实验模态扩展的

虚拟感知提供实位移模态数据。

4. 1　模态测试实验

相控阵天线实验平台安装完成后，利用模态测

试实验获得该实验平台的模态数据。模态测试实验

如图 9 所示。

根据有限元位移模态振型以及相控阵天线实验

平台的大小和形状，在天线阵面上布置 113 个模态

测点，如图 10 所示。图中，红色方框代表拟合自由

度，紫色三角框代表观测自由度。模态实验中使用

两种测试方式：一是使用移动加速度传感器固定点

锤击的方式进行模态测试（在模态测点 8 处进行多

次敲击，每次移动 6 个加速度传感器）；二是在模态

测点 1、7、53、61、107、113 处粘贴加速度传感器，移

动力锤敲击。通过这两种测试结果的对比，获得较

为准确的结果。

4. 2　复模态转化结果

根据上述实物建立其有限元模型，如图 11 所

示。然后通过模态分析提取位移模态、应变模态和

频率。表 2 给出了模态测试获得的频率和有限元模

型分析获得的频率，并用相对误差 E 评估二者的

差异：

E =
|| fm - fc

fm

× 100% （27）

式中，fm 和 fc 分别表示实验模态频率和有限元模态

频率。

由表 2 可知，第 2、5、6 和 7 阶的频率相对误差较

大，其原因可能是由有限元建模中螺栓连接部分的

建模误差引起的。

图 8 实验平台的天线装配

Fig. 8 Antenna assembly of experimental platform

图 7 裸光纤光栅应变传感器串的安装

Fig. 7 Installation of bare FBG strain sensor string

图 9 实验平台的模态测试

Fig. 9 Modal test of experimental platform
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上述阵面结构属于非比例阻尼结构，其实验测

试的位移模态振型属于复模态。为此，利用 2.1 节

的复模态到实模态的转化方法，将模态实验测得的

前 10 阶复实验位移模态转换为实位移模态。实验

测试的模态频率和转化后的无阻尼结构实模态频率

对比如表 3 所示。由表 3 可知，复模态转化为实模态

后，不仅转化后的模态频率相对误差较小，并且通过

转化获得了该结构的实位移模态振型数据，为后续

的变形虚拟感知奠定了基础。

5　变形感知结果

利用上述实验平台的实验模态数据和变形实验

装置，本节将评估复模态下的两种变形虚拟感知方

程 CMT‑SEREP 和 CMT‑LC 的有效性。除此之外，

本节还使用工程中常用的基于有限元模态的虚拟感

知 方 法［13‑16，22］与 本 文 提 出 的 CMT ‑ SEREP 法 和

CMT‑LC 法进行对比。为了评估阵面变形感知的

精 度 ，本 文 使 用 均 方 根 误 差 RMSE、最 大 误 差

MAE、相对百分比误差 RPE 三个指标对结果进行

评估：

表 2 实测与仿真模态频率对比

Tab. 2 Comparison of measured and simulated modal 
frequencies

模态数

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

实测模态

频率/Hz
14.395
16.361
20.974
21.862
32.315
33.428
34.157
39.007
43.712
45.977

仿真模态

频率/Hz
15.021
19.768
19.971
23.626
26.327
26.899
38.186
38.195
42.031
45.205

相对误差/%

4.35
20.82

4.78
8.07

18.53
19.53
11.79

2.08
3.85
1.71

表 3 转化前后的模态频率对比

Tab. 3 Comparison of modal frequencies before and after 
conversion

模态数

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

阻尼比/
%

0.75
0.76
0.66
0.94
0.70
0.49
0.46
0.89
0.82
0.94

实测模态

频率/Hz
14.395
16.361
20.974
21.862
32.315
33.428
34.157
39.007
43.712
45.977

转化后的

模态频率/Hz
14.426
17.399
19.193
22.350
28.538
33.150
33.550
42.201
43.203
48.537

相对

误差/%
0.22
6.34
8.49
2.23

11.69
0.83
2.36
8.19
1.16
5.57

图 10 天线阵面的模态测点布置

Fig. 10 Layout of modal measuring points on antenna array surface

图 11 天线阵面的有限元模型

Fig. 11 Finite element model of antenna array surface
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RMSE = ∑( )ym - ŷ
2

N
（28）

MAE = max (| ym - ŷ | ) （29）

RPE = mean ( || ym - ŷ

ym )× 100% （30）

式中，ŷ表示利用虚拟感知方程计算的位移值；ym 表

示实际测量位移，本实验使用郑州辰维科技股份有

限公司的摄影测量系统进行位移测量；N 表示全场

位移虚拟感知点的数量。

5. 1　实验设置

利用相控阵天线实验平台背面安装的调整机

构，使阵面产生变形以模拟相控阵天线服役中的阵

面结构变形。如图 12 所示，9 个调整机构连接在面

板背部，通过控制调整机构的伸缩位移使面板产生

前后运动，从而导致阵面产生不同的结构变形。

利用下述实验装置，在相同的阵面变形工况和

应变测试信息下，本文使用模态法［13‑16，22］和两种感知

方法（CMT‑SEREP 法和 CMT‑LC 法）分别实现阵

面变形形状的虚拟感知，然后与摄影测量结果进行

对比，以评估不同感知方法的有效性。

在实验中，直接利用有限元模型提取的位移模

态振型和传感器测量的应变数据，通过式（5）实现全

场位移虚拟感知。在应用 CMT‑SEREP 法和 CMT‑
LC 法时，首先需要开展模态测试，然后通过复模态

转化方法将实验测得的复位移模态转换为位移实模

态，进而利用式（17）和（26）分别实现全场位移的虚

拟感知。最后，利用摄影测量结果评估阵面变形的

虚拟感知。在该实验中，三种方法都使用前 8 阶模

态振型实现虚拟感知。

在应用 CMT‑LC 法时，需要将部分模态测点自

由度分为拟合自由度和观测自由度两组，然后利用

拟合自由度对实验位移模态进行扩展，最后利用观

测自由度来观测拟合的质量。

首先，需要选定图 10 中所示的测点 1、3、5、7、9、
11、13、15、18、20、22、24、27、29、31、33、36、38、40、
42、45、47、49、51、54、56、58、60、63、65、67、69、72、
74、76、78、81、83、85、87、90、92、94、96、99、101、103、
105、107、109、111、113 等 52 个测点为拟合自由度。

测点 2、4、6、10、12、14、19、21、23、28、30、32、 37、39、
41、46、48、50、55、57、59、64、66、68、73、75、77、82、
84、86、91、93、95、100、102、104、108、110、112 等 39
个测点为观测自由度。然后，从有限元模型中找到

与上述 52 个拟合自由度测点和 39 个观测自由度测

点对应的有限元模型节点编号，从而使实验模态信

息和有限元模态信息相对应。

下面以第 1 阶实验位移模态（表 3 中的第 1 阶模

态频率 14.395 Hz）的扩展为例，说明 CMT‑LC 法在

本实验中的实验位移模态扩展实现过程。

首先，根据有限元位移模态所对应的频率到所

需扩展实验位移模态频率之间的距离，由近到远排

列有限元位移模态振型。表 4 为扩展第 1 阶实验位

移模态建立的有限元位移模态频率，有限元第 1 阶

模态频率与第 1 阶实验位移模态频率最相近，故有

限元第 1 阶模态会包含第 1 阶实验位移模态最多振

型信息。

根据式（22）计算得到各阶有限元位移模态扩展

第 1 阶实验位移模态的 MAC 值，然后利用 MAC 值

评估拟合质量。图 13 给出了本实验中扩展第 1 阶实

验位移模态的 MAC 值。

表 4 第 1 阶有限元位移模态频率

Tab. 4 First order finite element displacement mode 
frequencies

模态

1
2
3

频率/Hz
15.0
19.7
19.9

模态

4
5
6

频率/Hz
23.6
26.3
26.8

模态

7
8

频率/Hz
38.1
38.2

图 13 观测自由度上的 MAC 值

Fig. 13 MAC values on observation degrees of freedom

图 12 调整机构的位置

Fig. 12 Positions of the adjusting mechanism
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当有限元的模态阶数为 7 时，MAC 值最大，拟

合质量最好。当加上第 8 阶模态时，MAC 值下降，

表明出现了过拟合现象。因此，取表 4 中的前 7 阶有

限元位移模态建立投影向量去扩展第一阶实验位移

模态时，能够得到最高的拟合质量。

重复上述流程可以扩展其他阶的实验位移模

态。扩展后的实验位移模态可用于方程（26）中，以

实现稀疏应变测量信息下的全场位移虚拟感知。

5. 2　结果对比

根据相控阵天线服役中的典型变形情况，本实

验设计了两个静态变形工况和一个动态变形工况开

展实验验证工作。

（1）工况一

在该工况下，图 12 所示的相控阵天线实验平台

的左右两端六个作动器固定，中部三个作动器 4、5
和 6 同时向前施加相同的位移，导致阵面中部出现

弯曲变形。本研究开展了变形位移分别为 1.2 和

2.5 mm 的两个实验。根据这些实验数据，利用模态

法、CMT‑SEREP 法和 CMT‑LC 法分别实现阵面结

构中 256 个目标点位移的虚拟感知。图 14 给出了三

种方法的虚拟感知结果和实测变形形状的对比。从

图 14 中可以看到，CMT‑LC 法和模态法的变形感知

结果最接近实测变形形状。

利用均方根误差 RMSE、最大误差 MAE 和相

对百分比误差 RPE 定量评价这三种方法的感知精

度。表 5 给出了工况一下的虚拟感知误差对比结

果。从表 5 中可以看到，CMT‑SEREP 法的全场位

移感知误差最大，而 CMT‑LC 法的感知误差最小。

根据表 5 中的数据，如果利用相对百分比误差的差

值作为变形感知误差降低的评价指标，那么在两种

变形下，CMT‑LC 法比工程中常用模态法的相对百

分比误差分别降低了 6.105% 和 11.15%。

（2）工况二

在该工况下，图 12 所示的实验平台左右两端六

个作动器及中部上下两个作动器固定，中间的作动

器 5 做前后运动，导致阵面中部凸起变形。本文通

过给作动器 5 分别施加位移为 1.2 和 2.5 mm 的两种

变形量，以评估不同虚拟感知方法的有效性。根据

这些实验数据，利用三种方法分别实现阵面结构中

256 个目标点位移的虚拟感知。图 15 给出了阵面变

形感知结果的对比。

表 6 给出了工况二下的三种方法虚拟感知误差

对比结果。由图 15 和表 6 可知，在工况二下，CMT‑
LC 法的感知精度最高，CMT‑SEREP 法的感知精

度最低。根据表 6 中的数据，如果利用不同方法的

相对百分比误差差值作为变形感知误差降低的评价

指标，那么在这两种变形下，CMT‑LC 法比模态法

的相对百分比误差分别降低了 22.89% 和 19.13%。

对比工况一和工况二，三种虚拟感知方法在工

况二的感知精度降低。原因可能是工况二下的有限

元模型建模误差大，造成有限元位移模态与实验位

移模态差距增大，导致虚拟感知误差增大。尽管如

此，在同样的有限元建模误差和输入数据下，CMT‑
LC 法比其他方法具备更高的感知精度。

表 5 工况一下两组实验的虚拟感知误差对比

Tab. 5 Comparison of virtual sensing accuracy between 
two experiments under the first working condition

变形量

位移 1
1.2 mm

位移 2
2.5 mm

感知方法

CMT-SEREP 法

模态法

CMT-LC 法

CMT-SEREP 法

模态法

CMT-LC

虚拟感知误差

RMSE/
mm

0.470
0.130
0.085
0.62
0.39
0.20

MAE/
mm

0.665
0.210
0.162
1.01
0.77
0.21

RPE/
%

50.991
15.110

9.005
38.75
24.27
13.12

图 14 工况一下阵面变形感知结果的对比

Fig. 14 Comparison of sensing results of the array surface 
deformation under the first working condition
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（3）工况三

在该工况下，实验平台左右两端六个作动器及

中部上下两个作动器固定，中间的作动器 5 做前后

伸缩运动，其运动轨迹如图 16 所示。根据阵面布设

的光纤光栅应变传感器测量的应变信息，利用 CMT‑
LC 法进行天线阵面变形的虚拟感知，然后与测量的

真实位移进行对比。图 16 给出了实验平台中心处

的感知位移与真实位移的对比结果。

从图 16 中可知，CMT‑LC 法能够利用稀疏传感

器测量的应变信息实现未布设应变传感器位置处动

态位移的虚拟感知，其感知误差随着结构变形量的

增加而增加。当作动器 5 伸出量的最大位移为

5 mm 时，其最大的感知误差小于 0.4 mm。

5. 3　结果讨论

从上述实验结果可知，本文提出的 CMT‑LC 法

比 CMT‑SEREP 法能更准确地实现稀疏应变测量

信息下的阵面位移感知。主要原因如下：CMT ‑
SEREP 法通过选择固定有限元振型的子空间来扩

展少量实验模态振型，以形成扩展的全场实验位移

模态，然而固定有限元振型的使用会导致过拟合，进

而导致感知误差大；CMT‑LC 法通过选择有限元模

态振型的最佳子空间来扩展少量实验模态振型，并

通 过 MAC 值 的 计 算 以 避 免 其 过 拟 合 。 CMT ‑
SEREP 法比模态法的感知精度低，主要原因是本研

究利用模态测试结果对实验平台的有限元模型进行

了修正，使得修正后的仿真模型与实际结果非常接

近。对比工程中常用的模态法，CMT‑LC 法变形感

知的相对百分比误差至少降低了 6.105%。考虑到

实际中复杂结构的有限元模型建模误差通常比较

大，因此，CMT‑LC 法比模态法的变形感知精度会

更高。

相控阵天线阵面变形感知精度的需求与其工作

频率密切相关，其工作频率越高，要求的变形感知精

度越高。在本案例中，天线工作频率是 10 GHz，其
对应的工作波长 λ = 30 mm。根据工程经验和机电

耦合分析可知，当天线单元中心变形量小于 0.02λ

时，变形对其电性能的影响非常小。因此，本案例中

的最大感知误差小于 0.4 mm 可以满足需求。

本文提出的 CMT‑LC 法和 CMT‑SEREP 法是

通过实验模态扩展形成全场位移感知方法。不仅如

此，该方法也可以拓展到应变场虚拟感知中，以实现

结构损伤定位和疲劳寿命预测等。除此之外，与传

统基于有限元模型的模态法一样，该方法不受结构

模型复杂度的限制，通用性强。该方法不仅适用于

表 6 工况二下两组实验的虚拟感知误差对比

Tab. 6 Comparison of virtual sensing accuracy between 
two experiments under the second working condition

变形量

位移 1
1.2 mm

位移 2
2.5 mm

感知方法

CMT-SEREP 法

模态法

CMT-LC 法

CMT-SEREP 法

模态法

CMT-LC 法

虚拟感知误差

RMSE/
mm
0.78
0.35
0.23
0.82
0.42
0.30

MAE/
mm
0.62
0.45
0.27
1.25
0.82
0.28

RPE/
%

45.32
36.15
13.26
48.72
34.27
15.14

图 16 实验平台中心处的动态位移与重构误差

Fig. 16 Dynamic displacements and reconstruction errors at 
the center of the experimental platform

图 15 工况二下阵面变形感知结果的对比

Fig. 15 Comparison of sensing results of the array surface 
deformation under the second working condition
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复杂天线阵面的全场位移感知，也适用于其他复杂

结构的健康监测，具有工程应用价值。

6　结　论

（1） 提出了复实验模态下结构变形的虚拟感知

方法。该方法首先利用复模态转化获得对应的实模

态，然后通过模态扩展，推导了两个全场位移虚拟感

知方程 CMT‑SEREP 和 CMT‑LC，以实现从稀疏应

变测量信息来实时估计结构变形。

（2） 研制了相控阵天线阵面变形实验平台，并

开展了不同变形工况和虚拟感知方法的实验验证。

实验结果表明：提出的 CMT‑LC 虚拟感知方程能更

准确地实现变形天线阵面结构的全场位移感知。

（3） 本文方法适用非比例阻尼结构的变形感

知，通过结合有限元模态和实测模态数据以提高稀

疏应变测量信息下全场位移的感知精度，并且该方

法不受几何结构复杂性的限制，通用性好。
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