
第  37 卷第  9 期
2024 年 9 月

振 动 工 程 学 报
Journal of Vibration Engineering

Vol. 37 No. 9
Sept. 2024

汽车制动器系统稳定性响应的不确定性
和相关性分析

吕 辉 1，2， 杨 超 1， 上官文斌 1， 于德介 2， 赵克刚 1

（1.华南理工大学机械与汽车工程学院，广东  广州  510641；
2.湖南大学整车先进设计制造技术全国重点实验室，湖南  长沙  410082）

摘要: 在制动噪声现象中，汽车制动器系统参数不可避免地存在着不确定性和相关性，使得系统响应亦可能同时存

在一定的不确定性和相关性，针对该问题开展了制动器系统稳定性响应的不确定性和相关性分析研究。采用多椭

球凸模型描述系统参数的不确定性和相关性，以不稳定模态阻尼比表征系统稳定性响应。将多椭球凸模型分别与

蒙特卡罗仿真、一阶摄动法和二阶摄动法相结合，提出了三种系统稳定性响应的不确定性分析方法；结合蒙特卡罗

仿真和一阶摄动法，分别提出了两种系统不确定响应的相关性分析方法；基于不确定性和相关性分析方法，提出了

建立系统响应椭球域的组合方法。通过算例分析验证了方法的有效性。分析结果表明，所提出的方法可有效地求

得系统稳定性响应的边界区间、相关系数和椭球域，并且该方法具有较高的计算精度和效率。
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引  言

汽车制动噪声与制动器的振动稳定性密切相

关，众多学者主要通过研究系统稳定性来改善制动

噪声问题。受工作条件变化、制造误差、材料老化等

因素的影响，制动器系统的诸多参数往往存在不确

定性［1］。因此，研究考虑不确定性的制动器系统稳

定性具有重要的工程意义。

近年来，基于不确定性模型的制动器系统稳定

性研究受到了越来越多的关注。张立军等［2］通过考

虑制动盘参数的随机不确定性，采用稳健性设计方

法研究了制动尖叫问题。SARROUY 等［3‑4］基于混

沌多项式展开提出了一种不确定性分析方法，用于

研究线性制动器系统稳定性问题。NOBARI 等［5］引

入代理模型研究制动噪声问题，大大减少了计算时

间和成本。黄晓婷等［6］基于模糊模型对制动器的参

数不确定性进行建模，提出了一种面向制动噪声控

制的模糊不确定性分析方法。吕辉等［7‑8］基于证据

理论提出了非精确的概率不确定性分析方法，用于

分析制动尖叫问题。

可以看出，基于不确定性模型的制动器系统稳

定性研究已经取得较多研究成果。但现有研究还存

在如下两点不足：第一，上述对于制动器稳定性的研

究均将系统参数视为相互独立的不确定变量，没有

考虑不确定参数之间的相关性。然而，在工程实际

中 ，系 统 不 确 定 参 数 之 间 往 往 存 在 一 定 的 相 关

性［9‑10］。例如系统制动压力和摩擦系数之间往往存

在相关性。第二，对于实际的工程结构，不仅输入参

数间存在相关性，输出响应之间也可能存在相关性。

当一个响应发生变化，可能会影响其他响应的变化，

通过响应相关性分析可以获得此类影响规律，进而

更好地指导后续的优化设计。然而，现有研究很少

涉及系统响应的相关性分析。

针对上述可能存在的问题，本文基于多椭球凸

模型开展了制动器稳定性响应的不确定性和相关性

分析，有针对性地研究了系统不确定参数存在相关

性的情形。首先，采用多椭球凸模型描述系统参数

的不确定性和相关性；然后，结合蒙特卡罗法、一阶

摄动法和二阶摄动法开展了系统稳定性响应的不确

定性分析；接着，结合一阶摄动法求解了系统响应的

相关性；最后，通过算例验证了方法的有效性。
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1　分析模型

1. 1　盘式制动器模型

图 1 为一汽车浮动钳盘式制动器模型［8］，其主要

由制动卡钳、定位销、支架、制动块、法兰盘、制动盘

等部件组成。其中，制动盘刚性地连接在轮毂上随

着车轮转动。制动块则由衬片底板和摩擦材料组

成。系统主要通过制动盘和制动块间产生的摩擦阻

力矩使得汽车减速或停止运动。制动过程中，如果

系统处于不稳定状态，则有可能引发制动噪声［8］。

制动器系统的振动方程可表示为［1］：

Mv̈+ Cv̇+ (K- J ) v= 0 （1）
式中  M，C和 K分别为无摩擦制动器系统的质量、

阻尼和刚度矩阵；J为摩擦接触矩阵；v为系统振动

的广义位移量，由欧拉公式可得：

v= φeλt （2）
式中  λ 为系统特征值；φ为振型矩阵。

结合式（1）和（2）可得：

( λ2M+ λC+ K- J ) φ= 0 （3）
系统第 i 阶的特征值可表示为 λi = σi + jωi，其

中，σi 和 ωi 分别表示特征值的实部和虚部。

系统第 i阶特征值对应的模态阻尼比定义为：

ζi = - σi

πωi
（4）

当 ζi 为负时，对应的复特征值实部为正，此时系

统不稳定，有可能引发制动噪声。因此，模态阻尼比

可以作为评判制动器系统稳定性的指标。

1. 2　多椭球凸模型

制动器的诸多不确定参数之间可能存在着一定

的相关性。针对该复杂情形，本文引入多椭球凸模

型描述系统参数的不确定性和相关性，即将系统参

数分为若干组，每组参数用一个单椭球模型描述，组

与组之间相互独立。

假定系统存在 n 个不确定参数 x=（x1  …  xi 
 …  xn）

T，对于任一 xi，记其上界为 xU
i ，下界为 xL

i ，则

其中心 xM
i 和半径 xR

i 定义为：

xM
i = xU

i + xL
i

2 ，    xR
i = xU

i - xL
i

2 （5）

xi 的不确定度表示为 ui = xR
i

xM
i

× 100%，方差表

示为 D ( xi )= ( xR
i )2。

将 n 个不确定参数分成 N 组，即 x={ x T
1   ⋯  x T

i   
⋯  x T

N }T，i = 1，2，⋯，N。

则不确定参数的中心值也会被分成 N 组：xM =

{( x M
1 )T  ⋯  ( x M

i )T  ⋯  ( x M
N )T}T

，i = 1，2，⋯，N。

对于 x T
i ，其单椭球凸模型描述为：

( x i - x M
i ) T

C-1
i ( x i - x M

i )≤ 1，i = 1，2，⋯，N （6）
式中  C i 为椭球凸模型的协方差矩阵。

任意两个不确定变量 xα 和 xβ 的协方差定义为：

Cov ( xα，xβ) = tanθ
1 - tan2 θ

[D ( xα) - D ( xβ) ]，其 中 ，

θ 为椭圆的旋转角度。

为剔除参数级大小不同的影响，引入相关系数

描述 xα 和 xβ 的相关性：

ρ ( xα，xβ)=
Cov ( )xα，xβ

D ( )xα ⋅ D ( )xβ

（7）

不确定参数 x的协方差矩阵可表示为：

C i =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úCov ( )x 1，x1 Cov ( )x 1，x2 ⋯ Cov ( )x 1，xn

Cov ( )x2，x1 Cov ( )x2，x2 ⋯ Cov ( )x2，xn

⋮ ⋮ ⋮
Cov ( )xn，x1 Cov ( )xn，x2 ⋯ Cov ( )xn，xn

（8）
不确定参数 x的相关系数矩阵可表示为：

ρ=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úρ ( )x 1，x1 ρ ( )x 1，x2 ⋯ ρ ( )x 1，xn

ρ ( )x2，x1 ρ ( )x2，x2 ⋯ ρ ( )x2，xn

⋮ ⋮ ⋮
ρ ( )xn，x1 ρ ( )xn，x2 ⋯ ρ ( )xn，xn

（9）

令 δ i = x i - x M
i ，单椭球凸模型也可描述为：

δT
i C-1

i δ i ≤ 1，    i = 1，2，…，N （10）
此时，N 组单椭球模型构成的多椭球凸模型为：

Γx=
{δT

1 C-1
1 δ1≤1  ⋯  δT

i C-1
i δ i≤1  ⋯  δT

NC-1
N δΝ≤1}

（11）
式中  Γx即为描述制动器系统参数 x的 N 组单椭球

凸模型构成的不确定模型。

2　响应不确定性分析

开展制动器系统模态阻尼比响应的不确定性分

图 1 盘式制动器模型

Fig. 1 The model of a disc brake
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析，能获得响应的上、下边界。将响应边界控制在给

定的设计范围内，能有效降低制动噪声的产生倾

向［7］。以 ζj ( x ) 表示系统第 j 个待研究的模态阻尼

比，x表示系统参数并且采用多椭球凸模型描述。

下面给出三种方法用于求解 ζj ( x )。

2. 1　MCUA方法

首先，基于蒙特卡罗仿真［11］提出一种求解 ζj ( x )
的蒙特卡罗不确定性分析（Monte Carlo Uncertainty 
Analysis，MCUA）方 法 。 MCUA 法 的 主 要 步 骤

如下：

（1）根据参数 x的相关性，将不确定参数分为 N

组 ，x={x T
1   ⋯  x T

i   ⋯  x T
N }

T ( i = 1，2，⋯，N )，然 后

构建多椭球凸模型 Γx。

（2）假设不确定参数 x相互独立，在 [ xL，xU ]范
围内随机抽取样本。

（3）将上述样本代入多椭球凸模型，如满足模型

方程，则将样本保存；若不满足，则舍去。

（4）重复步骤（2）和（3），直至获得 P 组满足要求

的样本。

（5）计算每一组满足要求的样本对应的 ζj ( x )
值，得到 P 个 ζj ( x )响应值。

（6）选取 P 个响应值中的最大和最小值作为

ζj ( x )的上、下界，分别记为 ζ U
j ( x )和 ζ L

j
( x )，并得到

ζj ( x )的响应区间 [ ζ L
j

( x )，ζ U
j

( x ) ]。

MCUA 的计算精度随着样本数量的增大而提

高，当抽取样本数量足够大时，能获得相当精确的结

果。因此，MCUA 可作为参考方法验证其他分析方

法的有效性。

2. 2　FPUA方法

MCUA 的计算精度严重依赖于样本数量，计算

效率往往较低。基于一阶摄动法、拉格朗日乘子法

和中心差分法提出一种求解 ζj ( x )的方法。

ζj ( x )在 xM 处的一阶泰勒展开为：

ζj ( x )= ζj( )xM + ∑
p = 1

n ∂ζj ( x )
∂xp

| x= xM ( )xp - xM =

ζj( )xM + ( )g M
j

T
δ （12）

式中  gM
j 为 ζi ( x ) 的一阶偏导数，可表示为：gM

j =

é

ë
ê
êê
ê ∂ζj ( x )

∂x1
| x= xM  ⋯  ∂ζj ( x )

∂xp

| x= xM  ⋯  ∂ζj ( x )
∂xn

| x= xM
ù

û
úúúú

T

。

采用中心差分法求解偏导数，有：

∂ζj ( x )
∂xp

| x= xM =
ζj( )xM + h p - ζj( )xM - h p

2hp
， 

p = 1，2，⋯，n （13）
式中  hp 为差分步长，且 h p =[ 0  ⋯  hp ⋯  0 ]T。

δ，gM
j 也可被分成 N 组，δ={δ T

1   ⋯  δ T
i   ⋯  δ T

N }
T
，

gM
j ={( gM

j，1) T
  ⋯  ( gM

j，i) T
  ⋯  ( gM

j，N ) T}T

，i=1，2，…，N。

定义 ζj ( x )的拉格朗日方程为：

Lj ( δ )= ζj( )xM + ( )gM
j

T
δ+ ∑

i = 1

N

li( )δ T
i C-1

i δ i - 1 =

ζj( )xM + ∑
i = 1

N
é
ë

ù
û( )gM

j，i

T
δ i + li( )δ T

i C-1
i δ i - 1

（14）
式中  l1，⋯，li，⋯，lN 为拉格朗日乘子；结合拉格朗

日函数取得极值的必要条件
∂Lj ( δ )

∂δ i
=0 以及约束条

件 δ Ti C-1
i δ i - 1 = 0，可 求 得 ζj ( x ) 的 上 、下 界 分

别为：

ζ U
j

( x )= ζj( xM )+ ∑
i = 1

N

( )gM
j，i

T
C i gM

j，i （15）

ζ L
j

( x )= ζj( xM )- ∑
i = 1

N

( )gM
j，i

T
C i gM

j，i （16）

为表述方便，上述方法称为一阶摄动不确定性

分析（First‑order Perturbation Uncertainty Analysis，
FPUA）方法。

2. 3　SPUA方法

FPUA 适用于不确定度较小或者非线性较弱的

情况。为进一步提高计算精度，基于二阶摄动法提

出一种求解 ζj ( x )的方法。

基于二阶泰勒展开，ζj ( x )可表示为：

ζj ( x )= ζj( xM )+ ( gM
j ) T

δ+ 1
2 δTH M

j δ （17）

式中  H M
j 为海森矩阵，可表示为：

H M
j =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú∂2 ζj ( x )
∂x1 ∂x1

| x= xM

∂2 ζj ( x )
∂x1 ∂x2

| x= xM ⋯ ∂2 ζj ( x )
∂x1 ∂xn

| x= xM

∂2 ζj ( x )
∂x2 ∂x1

| x= xM

∂2 ζj ( x )
∂x2 ∂x2

| x= xM ⋯ ∂2 ζj ( x )
∂x2 ∂xn

| x= xM

⋮ ⋮ ⋮
∂2 ζj ( x )
∂xn ∂x1

| x= xM

∂2 ζj ( x )
∂xn ∂x2

| x= xM ⋯ ∂2 ζj ( x )
∂xn ∂xn

| x= xM

（18）
忽略H M

j 的非对角元素，可简化为：

-
H

M
j = diag é

ë
ê
êê
ê ∂2 ζj ( x )

∂x1 ∂x1
| x= xM  ⋯  ∂

2 ζj ( x )
∂xn ∂xn

| x= xM
ù

û
úúúú。
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采用中心差分法求二阶偏导有：

∂2 ζj ( x )
∂xp ∂xp

| x= xM =

1
2hp

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú∂ζj( )x+ h p

∂xp

| x= xM
∂ζj( )x- h p

∂xp

| x= xM =

1
4h2

p
[ ]ζj( )xM + 2h p - 2ζj( )xM + ζj( )xM - 2h p ，

p = 1，2，⋯，n （19）
根 据 参 数 的 相 关 性 ，H M

j 也 可 以 分 为 N 组 ，
-
H

M
j = diag { -H M

j，1  
-
H

M
j，2  ⋯  -H M

j，N }， 其 中 ，
-
H

M
j，i =

diag é
ë
ê
êê
ê ∂2 ζj( )x i

∂x ( 1 )
i ∂x ( 1 )

i

| x i = xM
i   ⋯  ∂2 ζj( )x i

∂x ( r )
i ∂x ( r )

i

| x i = xM
i

ù

û
úúúú，r 表 示 第 i

组的第 r个参数。

ζj ( x )的表达式可改写为：

ζj ( x )= ζj( )xM + ( )gM
j

T
δ+ 1

2 δT-H
M
j δ=

ζj( )xM + ∑
i = 1

N é
ë
êêêê

ù
û
úúúú( )gM

j，i

T
δ i + 1

2 δ T
i
-
H

M
j，i δ i （20）

以多椭球凸模型为约束，定义第 i 个拉格朗日

函数为：

Lj ( δ )= ζj( xM )+ ( g M
j ) T

δ+ 1
2 δ

T-H
M
j，iδ+

∑
i = 1

N

li( )δT
i C-1

i δ i - 1 = ζj( xM )+

∑
i = 1

N é
ë
êêêê

ù
û
úúúú( )gM

j，i

T
δ i + 1

2 δ T
i
-
H

M
j，i δ i + li( )δ T

i C-1
i δ i - 1

（21）
Lj ( δ )存在多个方程累加，考虑第 i个椭球凸模型

Lj，i ( δ )= ( gM
j ) T

δ+ 1
2 δT-H

M
j，1 δ+∑

i = 1

N

li( )δ T
i C-1

i δ i - 1 ，

( i = 1，2，⋯，N ) 为 非 线 性 方 程 ，此 时 根 据

Kuhn‑Tucker条件，需要讨论以下两种情况。

（1） 极值点出现在椭球内部时有：

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

∂Lj，i ( δ )
∂δ i

= gM
j，i +-H M

j，i δ i = 0

s.t.         δ T
i C-1

i δ i - 1 < 0
（22）

求解式（22）可得 δ͂ ( 1 )
i = -(-H M

j，i)-1

gM
j，i。

（2） 极值点出现在椭球边界时有：

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

∂Lj，i ( δ )
∂δ i

= gM
j，i +-H M

j，i δ i + 2liC-1
i δ i = 0

s.t.       δ T
i C-1

i δ i - 1 = 0
（23）

求解式（23）可得第二种情形的解 δ͂ ( 2 )
i 。综合以

上两种情形的解 δ͂ ( 1 )
i 和 δ͂ ( 2 )

i ，记为解集 δ͂ i，则存在 N 组

解集 δ͂ 1，δ͂ 2，⋯，δ͂N。对它们进行排列组合，得最终

的解集为 δ͂={δ͂( 1 )，δ͂( 2 )，⋯，δ͂( k )，⋯}。
将这些解代入式（17）得到一系列的 ζj ( x ) 值，

则 ζj ( x )的上、下界分别为：

ζ U
j ( x )= max{ }ζj ( δ͂( 1 ) )，⋯，ζj ( δ͂( k ) )，⋯ ，

ζ L
j ( x )= min{ }ζj ( δ͂( 1 ) )，⋯，ζj ( δ͂( k ) )，⋯ （24）

为表述方便，上述方法称为二阶摄动不确定性

分析（Second‑order Perturbation Uncertainty Analy‑
sis，SPUA）方法。

3　响应相关性及椭球域分析

引入相关系数 ρ (ζα，ζβ)描述系统任意两个待研

究的模态阻尼比响应 ζα ( x ) 和 ζβ ( x ) 间的相关性。

下面将给出两种方法用于开展系统响应相关性分

析，即求解 ρ (ζα，ζβ)。
3. 1　MCCA方法

首先提出一种求解 ρ (ζα，ζβ)的蒙特卡罗相关性

分析（Monte Carlo Correlation Analysis，MCCA）方

法。MCCA 法的主要步骤如下：

（1）执行 MCUA 方法的前 4 个步骤。

（2）计算每一组满足要求的样本对应的 ζα ( x )
和 ζβ ( x )值，得到各响应的 P 个值。

（3）基于各响应的 P 个值，根据定义可以求得各

响应的方差 D (ζα)和 D (ζβ)，以及两个响应间的协方

差 Cov (ζα，ζβ )。进而，可求得两个响应间的相关系

数 ρ (ζα，ζβ)。
MCCA 法计算过程主要基于蒙特卡罗抽样，计

算效率较低。

3. 2　FPCA方法

为进一步提高相关性分析效率，基于一阶摄动

法提出一种求解 ρ (ζα，ζβ)的方法。

由式（6）可知第 i个椭球方程为：

Ωx i
={x i

|
| ( )x i - x M

i

T
C i

-1 ( )x i - x M
i ≤ 1}，

i = 1，2，⋯，N （25）
对椭球方程进行处理，得到：

Ωx i
={x i

|
| ( )x i - x M

i ( )x i - x M
i

T
C-1

i ( )x i - x M
i ·

}( )x i - x M
i

T ≤ ( )x i - x M
i ( )x i - x M

i

T
（26）

仅考虑椭球表面时：

Ω̂x i
={x i

|
| ( )x i - x M

i ( )x i - x M
i

T ·

}( )C i
-1 ( )x i - x M

i ( )x i - x M
i

T - E = 0 （27）

式中  E为单位矩阵。因此，有 C i
-1 ( x i - x M

i )( x i -
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x M
i ) T - E = 0。即协方差矩阵可表示为：

C i = ( x i - x M
i ) ( x i - x M

i ) T
（28）

得到任意两个响应 ζα，ζβ 的相关系数表达式为：

Cov (ζα，ζβ)=( g M
α )T ( x- xM ) ( ( g M

β )T ( x- xM ) ) T
=

∑
i= 1

N

( g M
α，i )TC T

i ( g M
β，i )T +

∑
i= 1

N

∑
j= 1，j≠ i

N

( gM
α，i )T ( x i - x M

i ) ( x j - x M
j ) T

gM
β，i

（29）
等式两边同时在不确定域内积分，且 N 个椭球

域都是关于中心对称的，可得：

∫ ...
Ωx1 + … + Ωxn

n ∫Cov ( )ζα，ζβ dx 1 dx 2…dx n =

∫ ...
Ωx1 + … + Ωxn

n

( gM
α，i )T ( x i - x M

i ) ( x j - x M
j ) T

gM
β，i

因此，两个响应间的协方差为：

Cov (ζα，ζβ)= ∑
i = 1

N

( gM
α，i )TC T

i gM
β，i （30）

最后可求得相关系数为：

ρ ( )ζα，ζβ =
Cov ( )ζα，ζβ

Cov ( )ζα，ζα Cov ( )ζβ，ζβ

≈

∑
i = 1

N

( gM
α，i )TC T

i gM
β，i

∑
i = 1

N

( gM
α，i )TC T

i gM
α，i ∑

i = 1

N

( gM
β，i )TC T

i gM
β，i

（31）
为表述方便，上述方法称为一阶摄动相关性分

析（First‑order Perturbation Correlation Analysis，FP‑
CA）方法。

3. 3　椭球域分析

得到任意两个响应的上、下边界以及相关系数

后，可建立一个椭球域用于量化 ζα ( x )和 ζβ ( x )的不

确定域，其数学表示为：

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úζα ( x )- ζα ( xM )

ζβ ( x )- ζβ ( xM )

T

C-1 ( ζα，ζβ )
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úζα ( x )- ζα ( xM )

ζβ ( x )- ζβ ( xM )
≤ 1

（32）
式中  C ( ζα，ζβ )为协方差矩阵：

C ( ζα，ζβ )=
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úD ( )ζα ( x ) Cov ( )ζα ( x )，ζβ ( x )

Cov ( )ζα ( x )，ζβ ( x ) D ( )ζβ ( x )
，其中，

D (ζα ( x ))= ( ζ U
α ( x ) - ζ L

α ( x )
2 ) 2

，D ( )ζβ ( x ) =

( )ζ U
β ( x ) - ζ L

β ( x )
2

2

，Cov ( )ζα ( x )，ζβ ( x ) =

ρ ( )ζα，ζβ D ( )ζα ( x ) D ( )ζβ ( x ) 。

根据 MCUA 和 MCCA，可求得 ζα ( x ) 和 ζβ ( x )
边界和相关系数 ρ (ζα，ζβ)，进而建立响应的椭球域。

将结合 MCUA 和 MCCA 求响应椭球域的方法简称

为 MCUA‑MCCA法。类似地，可得到 FPUA‑FPCA
法和 SPUA‑FPCA 法。

4　算例分析

4. 1　研究模型

以图 1 所示的制动器系统为研究对象，由文

献［8］可知该系统在制动过程中存在的制动噪声问

题。结合文献［8，12］，选取系统研究参数为：制动盘

与制动块之间的摩擦系数 f、制动压力 p、摩擦材料

密度 ρ l 和摩擦材料的杨氏模量 e l。这些参数与摩擦

接触特性紧密相关，在工程实际中表现出较强的不

确定性。故将这些参数均视为不确定参数，其取值

如表 1 所示。同时，根据文献［13‑14］可知摩擦系数

f 和制动压力 p 存在相关性，摩擦材料密度 ρ l 和杨氏

模量 e l 亦存在一定相关性。

结合文献［1］可知，在 1~16 kHz 的范围内，该

模型在 7.28 和 12.9 kHz 左右的不稳定模态的阻尼

比绝对值较大。因此，选取这两个模态阻尼比作为

主要响应来反映系统的不稳定性。基于有限元分析

和响应面法，可建立两个不稳定模态的阻尼比响应

函数，分别记为 ζ1 ( x )和 ζ2( x )：
ζ1 ( x )= ζ1 ( f，p，ρ l，e l)=

10.09273 - 24.84553f + 0.71694p -
0.48950ρ l - 1.12423e l - 0.21561fp +
1.29826fρ l + 0.36183fe l - 0.23732pρ l +
0.01364pe l - 0.05786ρ l e l + 16.98764f 2 -
0.00558p2 + 0.04551ρ2

l + 0.09857e2
l

（33）
ζ2( x )= ζ2( f，p，ρ l，e l)=

1.8835 + 7.1091f - 0.4801p -
0.02224ρ l - 1.1163e l + 1.0553fp -
0.6360fρ l + 1.0196fe l + 1.0196pρ l -
0.0816pe l + 0.0619ρ l e l - 12.86144f 2 +
0.05915p2 - 0.0304ρ2

l + 0.0441e2
l （34）

表 1 参数不确定取值

Tab. 1 The uncertain values of parameters

取值

标称值

最小值

最大值

f

0.5
0.44
0.56

p/MPa
1.2
0.9
1.5

ρ l/ ( kg·m-3 )
30
27
33

e l/GPa
6.4
5.8
7.6
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式中  x= [ f  p  ρ l  e l ] T
，并采用多椭球凸模型描述

其不确定性和相关性。

两个响应面模型的决定系数 R2 分别为 0.9837
和 0.8932，模型 F 值分别为 64.83 和 17.73，两模型与

有限元模型逼近程度较高，能较好地满足预测精度

要求。

4. 2　不确定性分析

考虑系统不确定参数间的相关性，设定相关系

数 ρ ( f，p )= ρ ( ρ l，e l )= 0.5。为分析系统参数不确

定性对响应不确定性的影响，以及分析 FPUA 和

SPUA 适用的不确定度范围，给定一系列参数的不

确定度，使用不同方法计算响应的边界，表 2 和 3 给

出了不同情形下 MCUA，FPUA 和 SPUA 的计算结

果。其中，MCUA 的样本数为 105。

以表 2 和 3 为基础，绘制出 MCUA，FPUA 和

SPUA 的 计 算 结 果 如 图 2 所 示 。 计 算 FPUA 和

SPUA 相较于 MCUA 的相对误差，如图 3 所示。

由图 2 可知，ζ1 ( x )和 ζ2( x )也存在不确定性，且

随参数不确定度增大，ζ1 ( x )和 ζ2( x )的不确定区间

逐渐增大。此外，当 u ≤ ±3% 时，三种方法的曲线

几乎是重合的，说明此时 FPUA 和 SPUA 方法的计

算精度均很高；而随着参数不确定度增大，FPUA 和

SPUA 方法求得的曲线逐渐偏离 MCUA 求得的参

考值曲线，其中 FPUA 的曲线差异更明显。在求解

ζ1 ( x )的响应时，SPUA 方法求得的曲线与参考曲线

基本重合。这说明 SPUA 的计算精度整体上优于

FPUA。

表 3 三种方法求得的 ζ2( x )范围

Tab. 3 The ranges of ζ2( x ) obtained by the three methods

不确定度 u

±1%
±3%
±5%
±7%
±9%

MCUA
下界

−0.05665
−0.06305
−0.07301
−0.08648
−0.10297

上界

−0.04956
−0.04071
−0.02943
−0.01583
−0.00040

FPUA
下界

−0.05688
−0.06401
−0.07114
−0.07828
−0.08541

上界

−0.04974
−0.04261
−0.03547
−0.02834
−0.02121

SPUA
下界

−0.05702
−0.06534
−0.07488
−0.08588
−0.09898

上界

−0.04988
−0.04249
−0.03367
−0.02341
−0.01170

表 2 三种方法求得的 ζ1( x )范围

Tab. 2 The ranges of ζ1( x ) obtained by the three methods

不确定度 u

±1%

±3%

±5%

±7%
±9%

MCUA
下界

−0.35008

−0.38237

−0.41006

−0.43351
−0.45201

上界

−0.31279

−0.27119

−0.22418

−0.17289
−0.11715

FPUA
下界

−0.35079

−0.38832

−0.42586

−0.46340
−0.50094

上界

−0.31325

−0.27571

−0.23817

−0.20063
−0.16309

SPUA
下界

−0.35013

−0.38256

−0.41025

−0.43352
−0.45264

上界

−0.31257

−0.26952

−0.22062

−0.16563
−0.10437

图 2 三种方法求解 ζ1( x )和 ζ2( x )的结果

Fig. 2 The results of ζ1( x ) and ζ2( x ) solved by the three methods
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由图 3 可知，对于 ζ1 ( x )下界，当 u ≥ ±5% 时，

FPUA 方法计算的相对误差大于 5%，但 SPUA 方

法计算的相对误差均在 5% 以内；对于 ζ1 ( x )上界，

当 u ≥ ±5% 时，FPUA 方法计算的相对误差超过

5%，而 SPUA 方法计算的相对误差均在 5% 以内；

对于 ζ2( x )下界，当 u ≥ ±7% 时，FPUA 的相对误差

超过 5%，但 SPUA 的相对误差均在 5% 以内；对于

ζ2( x )上界，由于其值接近 0，两种方法计算的相对

误差均较大，FPUA 方法和 SPUA 方法均在 u ≥
±3% 后相对误差超过 5%。总的来说，SPUA 方法

的计算精度高于 FPUA 方法，且适用的不确定度范

围更大。

在计算效率方面，在求解上述响应结果时，

MCUA 用时 48 s，FPUA 用时 0.25 s，SPUA 用时

0.4 s。可见 FPUA 和 SPUA 在求解系统响应时均

具有较高的计算效率。与 FPUA 相比，SPUA 方法

的计算效率略低，但大大提高了计算精度。

4. 3　相关性分析

令参数不确定度 u = ±3%，分 5 种情况考虑两

组 参 数 的 相 关 性 ，即 ρ0 = ρ ( f，p )= ρ ( ρ l，e l )=0，
0.3，0.5，0.7 和 0.9。然后分别采用 MCCA 方法和

FPCA 方法求解 ζ1 ( x )和 ζ2( x )之间的相关系数，其

中，MCCA 的样本数为 105，结果如表 4 所示。以

MCCA 方法为参考，给出 FPCA 方法计算的相对误

差，结果如图 4 所示。

由表 4 和图 4 可知，以 MCCA 为参考，FPCA 求

解响应相关系数的相对误差均在 4.5% 以下，两种

方法的计算结果较为接近。此外，还可看出，参数相

关性越大时，响应相关性的计算误差越小。

绘制响应的相关系数与参数的相关系数曲线

图，如图 5 所示，由图可见，两种方法曲线的重合度

较高，也体现了 FPCA 具有较高的计算精度。此外，

随着参数的相关系数逐渐增大，ζ1 ( x )和 ζ2( x )的相

关系数逐渐减小，即两响应的关联程度逐渐减弱。

特别地，当系统参数的相关系数为 0，即不考虑

参数的相关性时，系统响应之间的相关系数并不为

0。这表明响应间的相关性不是完全来自系统参数，

当参数独立时，响应间也可能存在相关性。

图 5 响应的相关系数与参数的相关系数曲线图

Fig. 5 Correlation coefficient of response and correlation 
coefficient curve of parameter

表 4 相关系数求解结果

Tab. 4 The results of correlation coefficients

相关系数 ρ0

0
0.3
0.5
0.7
0.9

ρ ( ζ1,ζ2 )
MCCA
0.4752
0.3973
0.3372
0.2708
0.1941

FPCA
0.4958
0.4102
0.3470
0.2769
0.1967

图 4 FPCA 方法计算的相对误差

Fig. 4 The relative errors calculated by FPCA

图 3 两种方法计算的相对误差

Fig. 3 The relative errors calculated by two methods
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在计算效率方面，MCCA 用时 5 s，FPCA 用时

0.3 s。可见 FPCA 在求解系统响应相关性时具有很

高的计算效率。

综上，FPCA 方法在求解系统响应相关性时具

有较高的计算精度和计算效率。

4. 4　椭球域分析

获得响应的不确定边界和相关性后，可建立响

应的椭球域来直观反映响应的不确定性和相关性。

分别采用 MCUA‑MCCA，FPUA‑FPCA 和 SPUA‑ 
FPCA 三种组合方法研究以下两种情形的响应椭球

域：（1）保持参数不确定度 u = ±5% 不变，改变参数

的相关系数取值为 ρ0 =0.3，0.5，0.7 和 0.9，分析结果

如图 6 所示；（2）保持参数的相关系数 ρ0 = 0.5 不变，

改变参数的不确定度为 u = ±3%，±5%，±7% 和

±9%，分析结果如图 7 所示。

图 6 不同参数相关系数下的椭圆域

Fig. 6 The elliptical domains under different parameter correlation coefficients

图 7 不同参数不确定度下的椭圆域

Fig. 7 The elliptical domains under different parameter uncertainties
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由图 6 可知，以 MCUA‑MCCA 求得的结果为

参考，SPUA‑FPCA 求得的椭圆域比 FPUA‑FPCA
求得的椭圆域更接近参考值，表明 SPUA‑FPCA 的

计算结果更为精确。同时，随着参数相关系数增大，

椭圆旋转角度变小且保持正值，椭圆域逐渐变圆。

即响应 ζ1 ( x )和 ζ2( x )的相关系数在减小，正相关程

度在降低，这与前文分析一致。

由图 7 可知，随着参数不确定度增大，三种方法

求得的椭圆域均增大，椭圆旋转角度基本不变。说

明响应 ζ1 ( x )和 ζ2( x )的不确定范围在扩大，但正相关

性变化不大。此外，FPUA‑FPCA 和 SPUA‑FPCA
求得的椭圆域随着参数不确定度增大逐渐偏离参考

值，但 SPUA‑FPCA 求得的结果始终接近参考值。

这也说明 SPUA‑FPCA 的求解精度更高。

5　结  论

随着参数不确定度增大，制动器系统稳定性响

应 的 不 确 定 域 变 大 ；以 MCUA 方 法 作 为 参 考 ，

SPUA 方法计算的响应不确定边界具有更高的精

度，且适用于更大的参数不确定度范围，FPUA 方法

仅适用于参数不确定度小的情形；FPUA 和 SPUA
方法均具有较高的计算效率。

在求解制动器系统稳定性响应的相关性方面，

以 MCCA 方法为参考，所提出的 FPCA 方法求得的

响应相关系数是有效的，且计算效率更高。

随着不确定参数相关性增大，所研究的制动器

系统两个稳定性指标响应之间的相关系数减小，正

相关性减弱。本文方法亦适用于盘式制动器外的其

他类型制动器系统。
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Uncertainty and correlation analysis for the stability responses of 
automotive brake systems

LÜ Hui1，2， YANG Chao1， SHANGGUAN Wen-bin1， YU De-jie2， ZHAO Ke-gang1

（1.School of Mechanical and Automotive Engineering， South China University of Technology， Guangzhou 510641，China； 
2.State Key Laboratory of Advanced Design and Manufacturing for Vehicle， Hunan University， Changsha 410082， China）

Abstract: In the phenomenon of brake noise， the parametric uncertainty and correlation inevitably exist in the automotive brake sys‑
tems， leading to some uncertainty and correlation of the system response. To address this problem， the uncertainty and correlation 
analysis for the stability responses of brake systems was carried out. A multi-ellipsoidal convex model was used to depict the uncer‑
tainty and correlation of system parameters， and the stability responses of system were characterized by the unstable modal damp‑
ing ratios. The Monte Carlo simulation， the first-order perturbation method and the second-order perturbation method were respec‑
tively combined with the multi-ellipsoidal convex model respectively， and three uncertainty analysis methods of system stability re‑
sponses were proposed. Based on the Monte Carlo simulation and the first-order perturbation method， two correlation analysis 
methods of system uncertain responses were developed respectively. The combinatorial methods for establishing the ellipsoid do‑
mains of system responses were presented by combining the uncertainty analysis and correlation analysis methods. A numerical ex‑
ample was given to verify the effectiveness of the proposed methods. The analysis results demenstrate that the proposed methods 
can effectively obtain the boundary intervals， correlation coefficients and ellipsoid domains of system responses， and the methods 
have high computational accuracy and efficiency.

Key words: automotive brake system；multi-ellipsoid convex model；uncertainty analysis；correlation analysis；brake noise
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