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非平稳非高斯随机过程插值模拟方法
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摘要: 针对非平稳非高斯随机过程模拟中存在的随机变量数目过多和潜在高斯随机过程的功率谱计算耗时大的问题，本文结

合随机谐和函数，提出一种基于样本插值的非平稳非高斯随机过程快速模拟方法。在已知非高斯随机过程的目标演变功率谱

和目标密度函数的前提下，通过 Mehler 公式建立非高斯随机过程和潜在高斯随机过程的相关函数方程，并采用插值求解的方

式提出潜在高斯随机过程的演变功率谱快速计算方法，结合随机谐和函数提出非平稳非高斯随机过程快速模拟方法，采用单

点均匀调制非高斯随机过程和多点非均匀调制非高斯随机过程模拟验证该方法的有效性。结果表明：在保证计算精度的前提

下，插值求解潜在高斯随机过程的演变功率谱的计算耗时低于 Mehler公式求解的耗时，且随着激励数目的增多，插值求解计算

潜在高斯随机过程的演变功率谱的效率更为明显；所提非平稳非高斯随机过程快速计算方法，能够有效模拟具有目标演变功

率谱和目标密度函数的非高斯随机过程。

关键词: 随机振动； 非高斯随机过程； 非平稳； 演变功率谱； 随机谐和函数

中图分类号: O324； TU311.3  文献标志码: A  DOI：10.16385/j.cnki.issn.1004⁃4523.202309035

Interpolation simulation method of non‑stationary non-Gaussian 
stochastic processes

SHENG Xiangqian1， YU Kuahai1， FAN Wenliang2， NIU Lanjie3

（1.Department of Engineering Mechanics， Henan University of Science and Technology， Luoyang 471000， China；
2.Department of Architectural Mechanics， Chongqing University， Chongqing 400045， China；

3.Xi’an Institute of Electromechanical Information Technology， Xi’an 710065， China）

Abstract: To address the problems of large number of random variables and time-consuming computation in the simulation of non-

stationary non-Gaussian stochastic processes， a fast computation method of non-stationary non-Gaussian stochastic processes is pro⁃
posed based on sample interpolation by combining the stochastic harmonic function. With the known of the target evolutionary pow⁃
er spectrum and target density function of non-Gaussian stochastic processes， the correlation function equations of non-Gaussian 
stochastic processes and underlying Gaussian stochastic processes are established through Mehler’s formula， and a fast calculation 
method for the evolutionary power spectrum of underlying Gaussian stochastic processes is proposed through interpolation method. 
Subsequently， a fast simulation method for non-stationary non-Gaussian stochastic processes is proposed by combining stochastic 
harmonic functions， The effectiveness of this method is verified by simulating single-point uniformly modulated non-Gaussian sto⁃
chastic process and multi-point non-uniformly modulated non-Gaussian stochastic processes. The results show that， when calculat⁃
ing the evolutionary power spectrum of the underlying Gaussian random process under the condition of ensuring accuracy， the calcu⁃
lation time of interpolation solution is lower than that of Mehler’s formula solution， and as the number of excitations increases， the 
efficiency of interpolation solution in calculating the evolutionary power spectrum of the underlying Gaussian random process is 
more obvious. The proposed fast computational method of non-stationary non-Gaussian stochastic processes can effectively simu⁃
late the non-Gaussian stochastic processes with the target evolutionary power spectrum and the target density function.

Keywords: random vibration； non-Gaussian stochastic processes； non-stationary； evolutionary power spectrum； stochastic 
harmonic functions

工程结构在服役期间所遭受的荷载具有非高斯 特性的现象，如地震［1］、风压［2］和火箭起飞的振动环
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境［3］等逐渐引起研究者关注。为评估工程结构在非

高斯随机激励下的响应特性，通常需要采用时域方

法获得结构响应的时程信息。因此，在随机振动分

析中，非高斯随机过程模拟尤为重要。

针对非高斯随机过程模拟，目前已发展多种方

法 ，主 要 包 括 传 递 函 数 的 谱 表 示 法［4⁃12］ 、

Karhunen⁃Loeve （K⁃L） 展开法［13］和高阶谱表示法［14］

等，其中传递函数的谱表示法应用最为广泛。关于传

递函数的谱表示法，其主要步骤为：（1） 结合目标非高

斯随机过程的概率信息确定非高斯随机过程和潜在

高斯随机过程的传递函数；（2） 基于目标非高斯随机

过程的功率谱函数确定潜在高斯随机过程的功率谱

函数；（3） 结合潜在高斯随机过程的功率谱函数，采用

高斯随机过程模拟方法得到相应的时程样本；（4） 基
于已确定的传递函数，将潜在高斯随机过程的时程样

本映射得到非高斯随机过程的时程样本。传递函数

的谱表示法主要包括三部分内容：传递函数的确定、

潜在高斯随机过程的功率谱函数确定以及高斯随机

过程模拟。根据已知非高斯随机过程的概率信息，确

定传递函数的方法可分为两种：第一种是基于非高斯

随机过程的概率密度函数建立无记忆非线性传递函

数［4⁃9］；第二种是基于非高斯随机过程的统计信息建立

多项式传递函数［10⁃11］。由于非高斯随机过程的统计信

息可由相应的概率密度函数得到，所以第二种传递函

数是第一种传递函数的近似形式。由传递函数的谱

表示法的主要步骤可知，潜在高斯随机过程的功率谱

函数是高斯随机过程模拟的前提条件，也是影响高斯

随机过程模拟的关键因素，所以在现有的非高斯随机

过程模拟研究中大多关注潜在高斯随机过程的功率

谱函数计算［4⁃12］，且主要分为频谱迭代更新［4⁃8］和频谱

修正［9⁃12］。频谱迭代更新主要是经验性地调整，并不能

保证所有非线性传递的收敛性［15］，特别是对于非平稳

潜在高斯随机过程的功率谱函数的计算，其计算效率

和计算精度通常会受到时间点数目以及收敛准则的

影响。相对而言，频谱修正通过修正不兼容的功率谱

函数，从而直接获得潜在高斯随机过程的功率谱函

数，是一种高效的非迭代方法。在已知高斯随机过程

功率谱的前提下，谱表示法是将一系列谐和分量进行

叠加，得到高斯随机过程样本。当模拟多点高斯随机

过程时，通常需要对互功率谱矩阵进行 Cholesky 分

解［16］。当模拟随机过程的点数和频率离散数目较多

时，互功率谱矩阵分解效率将会降低。针对此问题，

有研究者通过插值方法［17⁃20］减少互功率谱矩阵分解的

次数，或通过波数⁃频率谱的方式［21⁃24］避免互功率谱矩

阵分解。在已知传递函数的前提下，潜在高斯随机过

程的功率谱函数确定以及高斯随机过程模拟是非高

斯随机过程模拟的重要组成部分，也是影响模拟效率

的决定因素。关于多点高斯随机过程模拟中的 Cho⁃
lesky分解问题已发展多种高效解决方法，本文则主要

关注潜在高斯随机过程的功率谱函数的高效计算方

法。同时，工程结构在服役期间所遭受的荷载不仅具

有非高斯概率特性，而且其概率特性具有时变性［25⁃27］，

所以采用非平稳非高斯随机过程对工程荷载进行描

述更为合理。因此，本文将针对非平稳非高斯随机过

程模拟开展研究。

值得指出的是，由于 Mehler 公式能够精确且高

效地应用于 Nataf 变换中等效相关系数的计算［28⁃30］，

所以文献［9］通过 Mehler 公式构建相关函数方程，

并通过求解方程确定潜在高斯随机过程的等效相关

函数，虽然该方法能够有效避免求解相关函数时所

遇到的数值积分问题，但对于非平稳非高斯随机过

程模拟中的每一个时间点和时间延迟都需要求解方

程，这必然会导致计算效率下降。为此，本文在文献

［9］的基础上，通过 Mehler 公式建立时变相关函数

方程，并针对时变相关函数方程求解所遇到的效率

问题，提出一种快速插值求解方法，并以包含较少随

机变量的随机过程模拟为目标，基于随机谐和函数

提出非平稳非高斯随机过程快速模拟方法。

1　多点非平稳非高斯随机过程模拟

模拟具有特定目标功率谱和概率密度函数的多

点非平稳非高斯随机过程，采用无记忆非线性变换的

思路，在时间 t，将多点非平稳高斯向量随机过程

Y（t）=｛Y1（t）， Y2（t），…， Yn（t）｝映射得到多点非平稳

非高斯向量随机过程Z（t）=｛Z1（t），Z2（t），…，Zn（t）｝，即

Zj ( t )= F-1
j {Φj[Y j ( t )，t ]，t}≜ H [Y j ( t )，t ]（1）

式中，Zj（t）∈Z（t） （j∈｛1，2，…，n｝）为指定时变边缘

概率密度函数的非平稳非高斯过程；Yj（t）∈Y（t）为

零均值且方差为 1 的潜在非平稳高斯过程；Fj（·，t）
和 Φj（·，t）分别表示时间 t对应的非高斯边缘累计分

布函数和高斯边缘累计分布函数；F-1
j （·，t）为 Fj（·，t）

的逆函数；H（·，t）为转换函数。

由传递函数的谱表示法进行非高斯随机过程

模拟的主要步骤可知，在式（1）建立的非高斯随机

过程和潜在高斯随机过程的传递函数基础之上，精

确 且 高 效 地 求 解 潜 在 高 斯 随 机 过 程 的 功 率 谱

SY（ω，t）是非高斯随机过程模拟的主要步骤之一。

为此，本文结合 Mehler 公式建立潜在高斯随机过程

的功率谱 SY（ω，t）求解方法，并针对求解 SY（ω，t）时

所遇到的计算效率问题进一步提出快速插值求解

方法，进而提出多点非平稳非高斯随机过程快速模

拟方法。
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1. 1　潜在高斯随机过程功率谱计算

基于时变 Wiener⁃Khinchin 定理［6］，建立非平稳

非 高 斯 随 机 过 程 的 时 变 功 率 谱 SZ
j，k（ω，t）（j=1，

2，…，n；k=1，2，…，n）和时变自相关函数 RZ
j，k（t，τ）

之间的转换关系，即

RZ
j，k( t，τ )= 1

2π ∫
-∞

+∞

[SZ
j，k ( ω，t ) SZ

j，k ( ω，t + τ )]
1
2 eiωτ dω

（2）
式中，i2=-1；ω 为频率；τ为时间延迟。

非高斯随机过程 Z（t）和对应潜在高斯随机过

程Y（t）的概率信息转换关系可以表示为：

ρZ
j，k ( t，τ )= RZ

j，k( )t，τ
σ Z

j，j( )t σ Z
k，k( )t

=

            
E [ ]( )Zj ( t )- μZ，j( )t ( )Zk ( t + τ )- μZ，k( )t + τ

σ Z
j，j( )t σ Z

k，k( )t
=

            ∫
-∞

+∞∫
-∞

+∞ F-1
j { }Φj[ ]yj( )t ，t ，t - μZ，j( )t

σ Z
j，j( )t

·

            
F-1

k { }Φk[ ]yk( )t + τ ，t ，t - μZ，k( )t + τ

σ Z
k，k( )t

·

            φ ( yj( t )，yk( t + τ )，ρY
j，k( t，τ ) ) dyj dyk （3）

式中，ρZ
j，k（t，τ）为 Zj（t）和 Zk（t）的相关函数；E［∙］表示

期望运算；μZ，A（t）和 σZ
A，A（t）分别为 ZA（t）的时变均值

和标准差，A=j，k；φ ( yj( t )，yk( t + τ )，ρY
j，k( t，τ ) ) 为

联合高斯密度函数，可表示为：

φ ( yj( t )，yk( t + τ )，ρY
j，k( t，τ ) )=

1

2π 1 - ( )ρY
j，k( )t，τ

2
⋅

exp
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç - y 2

j ( )t + y 2
k ( )t + τ - 2ρY

j，k( )t，τ yj( )t yk( )t + τ

2 ( )1 - ( )ρY
j，k( )t，τ

2

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

（4）
式中，ρY

j，k（t，τ）为 Yj（t）和 Yk（t）的相关函数。

根 据 Mehler 公 式［28⁃30］，式（3）可 转 化 为 关 于

ρY
j，k（t，τ）的多项式函数，即

ρZ
j，k( t，τ )≈ ∑

m = 1

M 1
m！

Ij，m ( t ) Ik，m ( )t + τ ( ρY
j，k( t，τ ) ) m

≜

                      Tρ( t，τ，ρY
j，k ( t，τ )) （5）

式中，Tρ（t， τ， ·）为在时刻 t 和时间延迟 τ 的高次多

项式函数；M 为 Hermite 多项式截断项的阶次。

IA，m ( t )= ∫
-∞

+∞ F-1
A [ ]Φ ( )yA ( )t ，t ，t - μZ，A ( )t

σ Z
A，A ( )t

⋅

                 H m ( yA ) φ ( yA ) dyA；   A = j，k （6）
式中 ，Hm（·）为 第 m 阶 的 Hermite 多 项 式（m=1，

2，…），具体表达式如下：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

H 1 ( zi )= zi

H 2 ( zi )= z2
i - 1

         ⋮
H m + 1 ( zi )= zi H m ( zi )- mH m - 1 ( zi )

（7）

当式（6）采用数值积分时，存在：

IA，m ( t )= w GH，l( )t
σ Z

A，A π
{F -1

A
é
ë

ù
ûΦ ( )2 yGH，l( )t ，t ，t -

                    μZ，A ( )t }H m ( )2 yGH，l( )t  （8）

式中，yGH，l（t）和 wGH，l（t）为对应 t 时刻的高斯积分点

和 权 重 ；d 为 数 值 积 分 的 求 积 节 点 数 。 为 保 证

Mehler 公式求解方法的精度，d 和 M 的取值依据分

布函数不同将会有所差异，具体数值的确定参考文

献［30］。

通过式（5）求解 M 次代数方程即可确定等效相

关函数 ρY
j，k（t，τ），随后潜在高斯随机过程的功率谱

函数 SY
j，k（ω，t）由下式计算：

SY
j，k ( ω，t )=∫

-∞

+∞

[ ρY
j，k( t，τ ) ] e-iωτ dτ （9）

由式（5）可知，为确定潜在高斯随机过程的相关

函数 ρY
j，k（t，τ），需求解高次多项式方程。显然，求解

高次多项式方程的次数与时间点和时间延迟数目有

关，这必然会影响模拟方法的计算效率。为提高计

算效率，将在下文提出潜在高斯随机过程功率谱快

速计算方法。

1. 2　潜在高斯随机过程功率谱快速计算方法

对于指定的非高斯随机过程，高次多项式函数

Tρ（t，τ，·）可通过 IA，m（t）确定，则称通过 ρZ
j，k（t，τ）求解

相应 ρY
j，k（t，τ）为正问题，对应的逆问题通过 ρY

j，k（t，τ）
计算 ρZ

j，k（t，τ）。显然，计算多项式函数的耗时远低

于求解相应次数的非线性方程。为此，本节在求解

逆问题的基础上，结合插值方法快速计算 ρY
j，k（t，τ）。

由于等效相关函数 ρY
j，k（t，τ）的取值范围在区间

［-1，1］，所以采用间隔 2/（s-1）将区间均分为 s 个
确定的计算点｛ρY1， ρY2，…， ρY

s‒1， ρY
s｝≜ρY，即

-
ρ Y

l
= -1 + ( l - 1) 2

s - 1；l = 1，2，…，s （10）

将 ρY中的数值依次代入由 IA，m（t）确定的多项式

函数 Tρ（t，τ，·）中，可确定相应数值 ρZ≜｛ρZ1，ρZ
2，…，

ρZ
s - 1，ρZ

s｝。由数值 ρY 与 ρZ 可确定在时刻 t 和时间延

迟 τ时 ρY
j，k（t，τ）与 ρZ

j，k（t，τ）的对应关系（如图 1 中的蓝

色线）。在本文中，s=1000。
通过已确定的非高斯随机过程和潜在高斯随机

过程的相关函数对应关系，采用插值的方式计算得

到 ρZ
j，k（t，τ）所对应的 ρY

j，k（t，τ）（如图 2 所示），其中插
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值函数可采用三次样条插值，即 MATLAB 软件中

的“ interp1”命令。由于 ρZ
j，k（t，τ）与 ρY

j，k（t，τ）在固定时

间 t 和时间延迟 τ 的情况下保持单调递增关系［31］，所

以 ρZ
j，k（t，τ）和 ρY

j，k（t，τ）保持一一对应关系。

当潜在高斯随机过程的等效相关函数确定后，

采用式（9）可得到对应演变功率谱。对于无记忆非

线性平移存在的概率信息可能出现不相容问题以及

非正定问题，潜在高斯随机过程的演变功率谱需进

行谱修正，具体的修正方式参考文献［9］。

1. 3　基于随机谐和函数的多点非平稳高斯随机过程

模拟

当潜在非平稳高斯随机过程 Y（t）的功率谱函

数确定后，可采用非平稳高斯随机过程模拟方法生

成时程样本。当随机过程应用于工程结构的随机响

应分析时，通常需要以较少的随机变量生成时程样

本，例如概率密度演变法。孙伟玲等［32］、CHEN等［33⁃35］

采用少量的随机谐和分量对高斯随机过程进行模拟

且能够较好地拟合目标时变功率谱。因此，本文采用

随机谐和函数进行多点非平稳高斯随机过程模拟。

根据 1.2 节中确定的潜在非平稳高斯随机过程

的功率谱函数 SY
j，k（ω，t），Y（t）的功率谱矩阵 SY（ω，t）

可由 SY
j，k（ω，t）表示为：

SY (ω，t )=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úSY
1，1 ( )ω，t SY

1，2( )ω，t ⋯ SY
1，n ( )ω，t

SY
2，1 ( )ω，t SY

2，2( )ω，t ⋯ SY
2，n ( )ω，t

⋮ ⋮ ⋮
SY

n，1 ( )ω，t SY
n，2( )ω，t ⋯ SY

n，n ( )ω，t

（11）
利用 Cholesky 分解，可将 SY（ω， t）分解为：

SY (ω，t )= H (ω，t ) [H *(ω，t ) ] T
（12）

式中，上标“T”为转置符号；H*（ω，t）为H（ω，t）的复

共轭矩阵，H（ω，t）可表示为：

H (ω，t )=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úH 1，1 ( )ω，t 0 ⋯ 0
H 2，1 ( )ω，t H 2，2( )ω，t ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
H n，1 ( )ω，t H n，2( )ω，t ⋯ H n，n ( )ω，t

（13）
基于随机谐和函数，非平稳高斯随机过程 Yj（t）

表示为：

Y j( t )= ∑
m = 1

j

∑
l = 1

N

|| A j，m ( )ωml，t cos ( )ωml t + ϕml  （14）

式中，N 为谐和分量数目，可由文献［34］确定；ϕml为

［0，2π］区间的独立同分布的均匀变量，其密度函数

相应为：

pϕml
= 1

2π （15）

| A j，m (ωml，t ) |= | H j，m (ωml，t ) | ω ( p )
ml - ω ( p )

m ( )l - 1

π   （16）

随机频率 ωml的密度函数 pωml( )ω 为：

pωml(ω)=
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

1
ω ( p )

ml - ω ( p )
m ( )l - 1

，ω ∈ [ ]ω ( p )
m ( l - 1 )，ω ( p )

ml

0，ω ∉ [ ]ω ( p )
m ( l - 1 )，ω ( p )

ml  
 （17）

式中，ω ( p )
ml 为［ωmL，ωmU］内的任意内插点，其中 ωmL 和

ωmU分别为随机过程 Yl（t）的截止频率下限和上限。

由 式（14）获 得 潜 在 高 斯 随 机 过 程 后 ，结 合

式（1），即可获得非高斯随机过程。

1. 4　多点非平稳非高斯随机过程模拟步骤

关于本文提出的非平稳非高斯随机过程模拟方

法的计算步骤总结如下：

（1） 根据非高斯随机过程 Z（t）的功率谱 SZ
j，k（ω，

t）和 式（3），确 定 非 高 斯 随 机 过 程 的 相 关 函 数

ρZ
j，k（t，τ）；

（2） 结合 Z（t）的时变概率信息，确定不同时刻 t
处 d 和 M 的取值，并通过 ρY 与 ρZ 的离散点建立

ρZ
j，k（t，∙）和 ρY

j，k（t，∙）的映射关系；

（3） 基于已建立的 ρZ
j，k（t，∙）和 ρY

j，k（t，∙）的映射关

系，通过插值方法计算 ρZ
j，k（t，τ）所对应的 ρY

j，k（t，τ），

图 1 相关函数确定

Fig. 1 Determination of correlation function

图 2 插值方法

Fig. 2 The interpolation method
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进而计算潜在非平稳高斯随机过程的功率谱函数

SY
j，k（ω，t）；

（4） 根据潜在高斯随机过程功率谱函数 SY
j，k（ω，t）

和式（14）进行非平稳高斯随机过程模拟，得到相应

时程样本过程；

（5） 通过式（1）和非平稳高斯时程样本过程，得

到具有特定目标功率谱和概率信息的非平稳非高斯

时程样本过程。

2　算例验证

为验证本文所提非平稳非高斯随机过程模拟方

法（记为建议法）的有效性，本节将通过两个算例对

其进行验证，其中算例 1 为单点均匀调制非高斯随

机过程模拟，算例 2 为多点非均匀调制非高斯随机

过程模拟。为对比分析，本文同时考察文献［6］提出

的潜在高斯随机过程的功率谱密度函数迭代求解方

法，并将其与谱表示法［16］和无记忆非线性变换［4］结

合，获得相应非高斯随机过程（记为迭代法）。

随机过程 Z（t）的时变均值 μZ（t）、时变二阶矩

mZ，2（t）、时变三阶矩 mZ，3（t）、时变四阶矩 mZ，4（t）、时变

偏度 swZ（t）和时变峰度 ksZ（t）的计算表达式如附录

所示。

本文所有程序均在处理器为 i5⁃12600 K、主频

为 3.70 GHz和内存为 32 GB 的计算机上运行。

2. 1　单点均匀调制非高斯随机过程模拟

对于单点均匀调制非高斯随机过程 Z（t），其边

缘密度函数为 Gamma 分布，且均值 μZ（t）、二阶矩

mZ，2（t）、偏度 swZ （t）和四阶矩 mZ，4（t）的目标值如图 3
所示。Z（t）可由下式表示：

Z ( t )= g ( t ) X ( t ) （18）
式中，X（t）为平稳非高斯随机过程；g（t）为均匀调制

函数，表示为：

g ( t )= e-0.25t - e-0.5t

0.25 （19）

Z（t）的演变功率谱密度函数 SZ（ω，t）为：

SZ (ω，t )= g 2( t ) SX (ω) （20）
式中，SX（ω）为 X（t）的功率谱密度函数，表示为：

SX (ω)= ω 4
g + 4ξ 2

g ω 2
g ω2

( )ω2 - ω 2
g

2
+ 4ξ 2

g ω 2
g ω2

S0 （21）

式中，ωg=12.15 rad/s，ξg=0.65，S0=0.07 m2∙s-3。计

算中，截止频率的上、下限分别为 ωU =100 rad/s 和
ωL=0，频率离散数目 Nw为 1000，时间延迟离散数目

Nτ为 256，时间离散数目 Nt为 1024。
对于均匀调制非高斯随机过程模拟，通常可对

平稳非高斯随机过程 X（t）进行模拟得到样本随机

过程，再结合式（18），即可得到 Z（t）的样本随机过

程，其中结合文献［30］，d 和 M 的取值分别为 11 和

3。为验证 Mehler公式求解相关函数的精度，图 3 分

别绘制了由式（3）通过积分求解  （记为标准解）、

Mehler 公式求解以及插值求解 Y（t）的相关函数。

由图 4 可知，通过 Mehler 公式求解得到 Y（t）的相关

函数能够与标准解在整个时间延迟上吻合，这表明

Mehler 公式求解具有较高的计算精度，同时，插值

求解的结果与 Mehler 公式求解的结果完全吻合，这

表明插值求解能够精确确定潜在高斯随机过程的相

关 函 数 。 随 后 ，基 于 1.1 节 和 1.2 节 ，分 别 通 过

Mehler 公式求解和插值求解，得到 X（t）对应的潜在

高斯随机过程 Y（t）的功率谱密度函数 SY（ω），如图 4
所示。同时，由迭代求解得到的潜在高斯随机过程

的功率谱密度函数绘制于图 4。由图 4 可知，通过插

值方法和 Mehler公式求解得到的 SY（ω）能够与标准

解吻合，而通过迭代求解得到的 SY（ω）虽然能够与

标准解相近，但在峰值处却表现出明显差异。为进

一步考察 Mehler 公式求解、插值求解和迭代求解的

图 3 相关函数对比

Fig. 3 Comparison of correlation function

图 4 潜在高斯随机过程的功率谱密度函数

Fig. 4 Power spectral density function of underlying 
Gaussian stochastic process
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计 算 精 度 ，通 过 下 式 计 算 上 述 三 种 方 法 得 到 的

SY（ω）与目标解的差异 εG，即

εG =
∫

0

+∞

[ ]SY
T ( )ω - SY

E ( )ω
2
dω

∫
0

+∞

[ ]SY
T ( )ω

2
dω

× 100%  （22）

式中，SY
E（ω）为 Mehler公式求解、插值求解和迭代求

解得到的潜在高斯随机过程的功率谱，SY
T（ω）为相

应的标准解。

由式（22）得到 Mehler 公式求解、插值求解和迭

代求解与目标解的差异分别为 0.0943%、0.0943%
和 9.97%。显然，Mehler 公式求解和插值求解能够

更为精确地计算潜在高斯随机过程的功率谱。需指

出 的 是 ，通 过 Mehler 公 式 求 解 SY（ω）的 时 间 为

68.25 s，通过插值求解 SY（ω）的时间为 0.51 s，而迭

代求解花费 9.06 s计算 SY（ω）。其中在插值求解中，

0.19 s 用于确定 ρY与 ρZ的关系，0.32 s 用于拟合和计

算 SY（ω）。同时，依据时间复杂度的概念［36］，插值求

解需要在每一个时间延迟点处计算潜在高斯随机过

程的相关函数，共需循环计算 Nτ 次，随后需要循环

Nw次计算潜在高斯随机过程的功率谱函数，则插值

求解的时间复杂度为 O（Nτ +Nw）。迭代求解在每

一次迭代循环中采用 Nτ 次计算迭代非高斯随机过

程的相关函数，Nw次计算迭代非高斯随机过程的功

率谱函数。在本算例中，共采用 10 次循环判断迭代

非高斯随机过程的功率谱函数收敛目标非高斯随机

过程的功率谱函数，则迭代求解的时间复杂度为

O［10∙（Nτ+Nw）］。显然，迭代求解的时间复杂度明

显高于插值求解的时间复杂度，进一步表明，插值求

解算法程序的高效性。上述结果表明插值求解能够

高效且精确地计算潜在高斯随机过程的功率谱密度

函数 SY（ω）。

在获得 SY（ω）后，采用 14 个谐和分量进行高斯

随机过程模拟，得到 1000条 Y（t）的样本过程，再通过

无记忆非线性变换得到对应 X（t）的时程样本，最终

通过式（18）获得 Z（t）的样本过程。由附录分别计算

Z（t）的时变统计矩，并绘制于图 5。由图 5可知，由建

议法得到非高斯随机过程的前四阶矩能够与目标值

吻合，而迭代法得到的统计矩却与目标值有差异。

图 6 绘制了 3 条非平稳非高斯随机过程 Z（t）的时程

样本。从图 6中可以看出，每条时程样本在整个时域

上表现出明显的非平稳特性。图 7 分别绘制建议法

和迭代法在 t =3 s时的概率密度函数。由图 7可知，

建议法的密度函数能够和目标密度函数在整个区间

吻合，而迭代法的密度函数在峰点处与目标密度函

数有差异。图 8 分别绘制了由建议法和迭代法得到

的时变功率谱。显然，建议法得到非高斯随机过程

的时变功率谱与目标谱在整个频域和时域上具有一

致性，迭代法得到的时变功率谱幅值却与目标谱有

一定差异。需指出的是，建议法和迭代法生成一条

图 6 Z（t）的时程样本

Fig. 6 The time-history samples of Z（t）

图 7 Z（t）（t=3）的概率密度函数

Fig. 7 Probability density function of Z（t）（t=3）

图 5 时变统计矩

Fig. 5 Time⁃varying statistical moment
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Z（t）的样本过程分别耗时 0.513 和 9.17 s。由于建议

法和迭代法在高斯随机过程模拟时采用矩阵运算且

两种方法循环次数一致，所以本算例没有对比两种

方法在高斯随机过程模拟时的时间复杂度。本算例

的计算结果表明，建议法相对迭代法能够有效地模

拟具有特定目标功率谱的非高斯随机过程。

2. 2　多点非均匀调制非高斯随机过程模拟

边缘密度函数为对数正态分布的非均匀调制非

高斯向量随机过程 Z（t）=｛Z1（t），Z2（t），…，Z10（t）｝，其

均值依次为 3、5、7、9、11、13、15、17、19、21，时变二阶矩

mZl，2（t） （l = 1， 2， …， 10）如图 9所示，Z（t）的其他分

布参数和统计信息可通过相应的密度函数计算得到，

且部分目标时变统计矩 mZ2，2（t）、mZ2，3（t）和 ksZ2（t）如

图 10所示。Zi（t）和 Zj（t）的互功率谱 SZ
i，j（ω， t）为：

SZ
ij (ω，t )= A i(ω，t ) A j(ω，t ) SX

ij (ω)；
i = 1，2，…，10；j = 1，2，…，10；i ≠ j （23）

式中，Al（ω， t）（l = 1， 2， …， 10）为调制函数并采

用相同的形式，即

A l(ω，t )=
exp ( )-at - exp ( )-( )cω + b t

exp ( )-atd - exp ( )-( )cω + b td

   （24）

图 9 目标时变二阶矩

Fig. 9 Target time⁃varying second⁃order moment

图 8 非高斯随机过程的时变功率谱 SZ（ω， t）对比

Fig. 8 Comparison of time⁃varying power spectrum SZ（ω，t） 
of non⁃Gaussian stochastic process
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式中，a=0.25 s-1，b=0.251 s-1，c=0.05。

td = ln ( )cω + b - ln a
cω + ( )b - a

（25）

SX
ij (ω)= SX

ii ( )ω SX
jj ( )ω Ψ X

ij (ω) （26）
其中：

SX
jj (ω)= ω 4

g + 4ξ 2
g ω 2

g ω2

( )ω2 - ω 2
g

2
+ 4ξ 2

g ω 2
g ω2

⋅

              ω4

( )ω2 - ω 2
f + 4ξ 2

f ω 2
f ω 2

⋅ Cj （27）

Ψ X
ij (ω)= exp [ - a ( ω ) di，j ] （28）

ì
í
î

a ( ω )= 0.1678 × 10-4 ω2 + 0.1219 × 10-2

b ( ω )= -0.0055ω + 0.7674
（29）

式中，常数 ωg、ωf、ξg、ξf分别取为 8.5 rad/s、0.85 rad/s、
0.75、0.75；Cj（j=1，2，… ，10）依 次 为 0.08、0.10、
0.12、0.14、0.16、0.18、0.20、0.22、0.24、0.26 m2/s3；di，j

计算如下：

di，j = 300j + ( i - 1)× 100 （30）
在随机过程模拟中，截止频率的上、下限分别为

ωU=100 rad/s和 ωL=0，频率离散数目 Nw为 1000，时
间延迟离散数目 Nτ为 256，时间离散数目 Nt为 256。

由于对数正态分布的相关系数和对应高斯分布

的相关系数有解析解［31］，所以本算例将通过解析解

得到的潜在高斯随机过程的功率谱作为标准解。

基于文献［30］，d 的取值恒为 11，不同时刻处 M
的取值如图  11所示。由图 11可知，除 Z1（t）在特定时

间段内 M 的取值为 3，其余时刻不同随机过程所对应

的 M取值恒为 2。根据非平稳非高斯随机过程的时变

功率谱，分别由 Mehler公式求解、插值求解和迭代求

解得到潜在高斯随机过程的时变功率谱密度函数，以

SY
2，6（ω，t）为例绘制图 12。由图 12可知，Mehler公式求

解和插值求解在整个时频域内与标准解吻合，迭代求

解在低频处能够与标准解吻合，而在高频处却与标准

解表现出明显差异。同时，Mehler公式求解、插值求

图 11 M 的取值

Fig. 11 The value of M

图 10 时变统计矩对比

Fig. 10 Comparison of time⁃varying statistical moment
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解、迭代求解与标准解的差异可由下式计算：

εG =
∫

0

∞∫
0

+∞

[ ]SY
T ( )ω，t - SY

E ( )ω，t
2
dωdt

∫
0

+∞

[ ]SY
T ( )ω，t

2
dωdt

× 100%

（31）
式中，SY

E（ω，t）为 Mehler 公式求解、插值求解、迭代

求 解 计 算 得 到 的 潜 在 高 斯 随 机 过 程 的 功 率 谱 ；

SY
T（ω，t）为潜在高斯随机过程的功率谱标准解。

由式（31）得到 Mehler 公式求解、插值求解和迭

代求解与目标解的差异分别为 0.7306%、0.7306%
和 32.7158%。Mehler公式求解、插值求解和迭代求

解得到 SY
2，6（ω，t）所花费的时间依次为 77824、2.15

和 2821.65 s。同时，插值求解在每一个时间点处需

进行 Nτ次潜在高斯随机过程的相关函数计算和 Nw

次潜在高斯随机过程的功率谱函数计算，迭代求解

程序在每一次迭代循环中的每一个时间点处涉及

Nτ次迭代非高斯随机过程的相关函数计算和 Nw 次

迭代非高斯随机过程的功率谱函数计算，本算例共采

用 15次迭代循环，则插值求解和迭代求解的时间复杂

度依次为 O［Nt∙（Nτ+Nw）］和 O［15∙Nt∙（Nτ+Nw）］。显

然，插值求解能够高效且精确地计算潜在高斯随机

过程的功率谱函数。

在确定潜在高斯随机过程的时变功率谱后，采

用 76 个谐和分量进行非平稳高斯随机过程模拟方

法，得到潜在高斯随机过程的 1000 条时程样本，并

结合式（1），即可获得非高斯随机过程的时程样本。

图 13 分别绘制了 Z2（t）、Z5（t）和 Z9（t）的时程样本。

从图 13 中可以明显看出，时程样本在整个时间域上

表现出明显的非平稳特性；同时，不同点处的时程样

本幅值有较大差异。基于建议法和迭代法得到的样

本过程，由附录分别计算时变统计矩 MZ2，2（t）、MZ2，3（t）
和 ksZ2（t），并绘制于图 10。由图 10 可知，建议法和

迭代法的时变统计矩能够与目标值在整个时间域上

吻合，且具有明显的非平稳特性。图 14 给出了 Z2

（t）在 t=8.6 s 时的概率密度函数。由图 14 可知，建

议法和迭代法所对应的概率密度函数能够和目标密

度函数匹配。通过小波方法［37］，估计非平稳非高斯

样本随机过程的时变功率谱，其中图 15 分别给出

SZ
2，2（ω，t）的目标功率谱和估计得到的时变功率谱。

由图 15 可知，建议法和迭代法所对应的时变功率谱

在时域和频域上能够与目标时变功率谱整体保持一

致。在时变功率谱的初始时刻，目标功率谱和估计

功率谱存在一定差异，该差异的主要原因是小波估

图 12 潜在高斯随机过程的时变功率谱密度函数 SY
2，6（ω，t）

Fig. 12 Power spectral density function SY
2，6（ω，t） of 

underlying Gaussian stochastic process

图  14 Z2（t）（t=8. 6）的概率密度函数

Fig. 14 Probability density function of Z2（t）（t=8. 6）

图  13 时程样本

Fig. 13 The time-history samples
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计的局限性所导致［34］。建议法和迭代法生成一条 Z2

（t）的样本过程分别耗时 52.22 和 91981.37 s。显然，

建议法相对迭代法能够有效地模拟具有特定目标功

率谱的非高斯随机过程。

为进一步验证建议法模拟非高斯随机过程的高

效性，通过对非高斯向量随机过程的维数 nn 依次取

为 2、3、4、5、6、7、8、9、10，并计算生成一条随机过程

的时间，如图 16 所示。由图 16 可知，建议法的耗时

随着维数 nn 的增加而增长，但整体耗时仍处于可接

受的范围。

3　结  论

本文针对多点非平稳非高斯随机过程，采用插

值求解和随机谐和函数，提出一种快速模拟方法，结

论如下：

（1） 相对于 Mehler公式求解和迭代求解潜在高

斯随机过程的功率谱，插值求解在保持计算精度的

同时能够提高计算效率，且在计算多点潜在高斯随

机过程的时变功率谱时，插值求解的优势更为明显。

（2） 通过随机谐和函数，能够以较少的谐和分

量进行非平稳高斯随机过程模拟。

（3） 通过非平稳非高斯随机过程快速模拟方法

得到样本过程，能够与目标功率谱、目标统计矩和目

标密度函数吻合。

（4） 对于非高斯随机过程模拟，本文所提插值

求解方法不仅可以与随机谐和函数相结合，还可以

与现有高效地高斯随机过程模拟相结合。

（5） 在多点非平稳非高斯随机过程模拟中，如

何高效地分解功率谱矩阵是未来研究的重点。
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附 录：

随机过程 Z（t）的时变均值 μZ（t）、时变二阶矩 mZ，2（t）、时变三阶矩 mZ，3（t）、时变四阶矩 mZ，4（t）、时变偏度

swZ（t）和时变峰度 ksZ（t）的计算表达式如下：

μZ ( t )= 1
ns

∑
i = 1

ns

zi( t ) （A1）

mZ，2( t )= 1
ns - 1 ∑

i = 1

ns

[ zi( t )- μZ ( t ) ] 2
（A2）

mZ，3 ( t )= 1
ns - 1 ∑

i = 1

ns

[ zi( t )- μZ ( t ) ] 3
（A3）

mZ，4 ( t )= 1
ns - 1 ∑

i = 1

ns

[ zi( t )- μZ ( t ) ] 4
（A4）

sw Z ( t )= mZ，3 ( )t
m 3

Z，2( )t
（A5）

ksZ ( t )= mZ，4 ( )t
m 2

Z，2( )t
（A6）

式中，ns为时程样本数目；zi（t）为第 i条时程样本。
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