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结构统计能量分析子系统自动识别方法研究

陈 强 1，2， 丁勇军 2， 张大海 1，2， 费庆国 1，2

（1.东南大学机械工程学院，江苏  南京  211189； 2.高速飞行器结构与热防护教育部重点实验室，江苏  南京  211189）

摘要: 统计能量分析是研究结构高频动力学响应的常用方法，合理划分子系统是开展统计能量分析的关键基础。本文发展了

一种基于模态能量密度和层次聚类分析的统计能量分析子系统自动识别方法。通过离散化有限元模型获取结构在高频段的

模态能量密度，通过本征正交分解提取模态能量密度的主要特征；基于层次聚类算法分析不同单元间模态能量密度的相似程

度，最终获得统计能量分析子系统最优数量及其对应单元。针对 T 型结构、工型结构、发动机燃烧室开展算例研究验证方法的

有效性，结果表明：该方法可以自动识别各部件间耦合关系、子系统数量及对应单元，高效精确地建立统计能量分析模型。
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Automatic identification method of structural statistical energy 
analysis subsystem

CHEN Qiang1，2， DING Yongjun2， ZHANG Dahai1，2， FEI Qingguo1，2

（1.School of Mechanical Engineering， Southeast University， Nanjing 211189， China； 2.Key Laboratory of Structure and 
Thermal Protection for High-Speed Aircraft， Ministry of Education， Nanjing 211189， China）

Abstract: Statistical energy analysis （SEA） is a widely used method for analyzing the high-frequency dynamic response of mechani⁃
cal structures. The reasonable division of subsystems is one of the critical basises for SEA. In this paper， an automatic identification 
method of SEA subsystem based on order-reduced modal energy density and hierarchical cluster analysis is developed. First， the 
structural modal energy densities in the high-frequency band are obtained through the discrete finite element model. Then， the main 
features of the modal energies are extracted through the proper orthogonal decomposition. The similarity of the modal energy densi⁃
ty between different elements is analyzed by hierarchical cluster analysis. Finally， the number of statistical energy analysis subsys⁃
tems and the corresponding structural elements are identified. The T-shaped plates， I-shaped plates， and engine combustion cham ⁃
ber are taken as simulation models to verify the effectiveness of the proposed method. Simulation results show that the coupling re⁃
lationship between components， the number of subsystems， and corresponding elements can be automatically identified by the pro⁃
posed method. Then， the SEA model can be established efficiently and accurately.

Keywords: statistical energy analysis （SEA）；modal energy；subsystem identification；hierarchical cluster analysis；proper 
orthogonal decomposition

运载火箭、航空发动机、高速列车等机械装备在

服役过程中承受高频振动载荷［1⁃4］，会导致结构产生

强烈的高频振动响应，严重影响结构功能性和安全

性。由于结构在高频段的振动波长很短，采用有限元

等离散化方法预示高频动响应需要建立极为精细的

数值模型，这将消耗大量计算资源。为此，LYON等［5］

基于统计物理学原理提出了统计能量分析（statisti⁃
cal energy analysis，SEA）理论，该方法将结构划分

为若干子系统（subsystem），然后建立子系统间的功

率平衡方程，进而求解得到各子系统在空间和频带

内的平均振动特性，具有较好的分析精度和极高的

计算效率。目前，统计能量分析已成为结构高频动

力学分析最为常用的方法［6⁃10］。

子系统划分是开展统计能量分析的首要和关键

环节，子系统划分不当会影响耦合损耗因子等分析

参数和结构高频动力学响应的预测精度。统计能量

分析理论中将可以贮存振动能量的模态群定义为子

系统［5］。模态群包含存在于同一部件中具有类似特
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征的模态。因此，模态相似是划分子系统的首要准

则。此外，根据统计能量分析理论，子系统同时应满

足高模态密度、弱耦合强度等假设［6］。

早期有关统计能量分析子系统的研究以定性分

析为主，如 FAHY［11］探究了汽车内部声腔子系统划

分对高频能量响应预示结果的影响；朱正道等［12］研

究了平板和圆柱壳的子系统划分对声辐射特性的影

响；王淅铖等［13］研究了船舶板架中加筋板、双层底板

结构的等效建模方法；CHEN 等［14］依照材料属性对

不同部件进行了子系统划分；FORSSÉN 等［15］根据

结构的几何特征，研究了高速列车统计能量分析模

型的建模方法。现阶段子系统划分大多依赖于工程

经验，缺乏量化分析方法，尚未形成系统理论。对于

L 型板、T 型板等简单结构，可以通过工程经验直接

划分子系统；但对于构型复杂的工程结构，不同部件

间的连接关系复杂，部件间耦合关系难以判定，难以

直接依靠工程经验划分，亟需研究统计能量分析子

系统的自动识别方法。

近年来研究人员开始逐渐认识到子系统划分的

重要性，开展了子系统自动识别方法的相关研究。

GAGLIARDINI 等［16］针对汽车结构，基于有限元模

型获得的能量传递矩阵和多点随机激励下的结构响

应，识别了统计能量分析子系统。TOTARO 等［17］

基于能量传递函数和 K ⁃means 聚类方法识别子系

统，发现结构高频动响应的动能和势能存在显著差

异，因此需要在分析中同时考虑。但这种方法需要

多次计算不同激励位移对应的能量传递函数，计算

量较大，且无法自动获得子系统数量，因此实用性较

差。DÍAZ⁃CERECEDA 等［18］提出了基于模态能量

和层次聚类分析的子系统自动识别方法，仅需一次

模态分析即可获得结构子系统识别的输入参数，针

对 L 型折板、T 型结构等简单系统取得了较好的识别

效果，但对于子系统较多或物理边界不明显的复杂

结构，其识别精度不足。MAGRANS 等［19⁃20］提出了

一种基于能量传递路径的子系统识别方法，进而评

估了各子系统间的耦合强度，获得了子系统间的耦

合损耗因子等统计能量分析参数，最终完整地建立

了统计能量分析系统；但这种方法也存在计算效率

低等问题。LANGLEY 等［21］针对加筋壁板等刚柔耦

合系统，提出了基于有限元⁃统计能量混合方法的建

模技术，自动识别了各部件所对应的模型。综上所

述，现有研究虽然取得了一些进展，但其研究对象大

多为验证理论方法的简单模型，对于复杂工程结构

会出现计算量大、稳定性差等问题，亟待发展针对复

杂机械结构的统计能量分析子系统自动识别方法。

本文针对机械结构高频统计能量分析子系统识

别问题开展研究。首先，介绍统计能量分析基础理

论；进而，给出基于降阶模态能量和层次聚类分析方

法的子系统识别方法；然后，以 T 型结构、工型结构

和复杂发动机燃烧室为例开展统计能量子系统识别

研究，验证方法有效性；最后，对论文的工作进行

总结。

1　统计能量分析及子系统识别方法

本节首先介绍统计能量分析理论，进而从输入

参数、识别算法、识别流程三方面出发，系统性地介

绍结构统计能量子系统识别方法。

1. 1　统计能量分析理论

根据统计能量分析理论，子系统中包含了存在

于同一部件中具有类似特征的模态，因此需要根据

模态相似原则划分子系统。对于面内尺寸与厚度差

异较大的薄壁结构，其高频振动以弯曲模态为主，因

此分析时大多仅需考虑其弯曲模态子系统。

统计能量理论中包含了若干基本假设，CULLA
等［22］和 LE BOT 等［23］对这些基本假设进行了总结

归纳和数学性描述。有关统计能量分析子系统划分

的假设主要包括：

（1） 模态相似性：对于各子系统，在给定频带内

的各共振模态具有相同的模态能量密度；

（2） 高模态密度：在分析频带内子系统的模态

密度足够高，一般要求分析频带内模态数目大于 5；
（3） 弱耦合假设：两个耦合子系统间的功率流

正比于两子系统间的实际能量差。

这些基本假设为本文的统计能量子系统识别提

供了重要的理论依据。

1. 2　统计能量分析子系统识别方法

1. 2. 1　子系统识别的输入参数

（1） 构建模态能量矩阵

通过有限元法建立机械结构离散化分析模型，

根据分析频率将系统离散为 m 个单元，并施加边界

条件。在分析频段内进行模态分析，得到模态固有

频率 ωj、各单元对应的动能 eij
k 和势能 eij

s：

eij
k = 1

2 ω 2
jW T

ij M iW ij （1）

eij
s = 1

2W
T

ij K iW ij （2）

式中，W ij 为第 j 阶模态下第 i 个单元的位移向量；M i

和Ki分别对应第 i个单元的质量和刚度矩阵。

第 j阶模态下第 i个单元对应的总能量为：

eij = eij
k + eij

s （3）
进而，基于单元体积 Vi可以计算得到单元模态
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能量密度：

ed
ij = eij

V i
（4）

为满足统计能量分析中模态能量密度均一化的

假设，需要对模态能量密度进行归一化处理。模态 j
的系统平均能量密度为：

Ē j = 1
m ∑

i = 1

m

ed
ij （5）

模态 j对应的能量密度方差表示为：

S2
j = 1

m ∑
i = 1

m

(ed
ij - Ē j) 2

（6）

可得归一化模态能量密度：

e͂d
ij = ed

ij - Ē j

Sj m
（7）

最终得到归一化的模态能量密度矩阵 E，其中

矩阵元素 E（i， j）表示第 i 个单元在第 j 阶模态对应

的归一化模态能量密度。

（2） 构建降阶模态能量矩阵

由于高频范围内系统的模态密度高，矩阵 E的

维数较大，这可能会影响识别精度和效率，因此需要

对其进行降阶分析。本征正交分解（proper orthogo⁃
nal decomposition，POD）可以将高维矩阵通过投影

到低维矩阵空间中，实现降维分析的目的。为保证

降维后信息的完整性，需要找到一组最佳正交基使

得下式取最大值：

H (φ)= ∑
k = 1

n ( )ek ⋅φ
2

 φ 2 ；k = 1，2，⋯，n （8）

式中，ek为第 k 阶模态对应的归一化模态能量密度向

量；φ为 POD 正交基。

式（8）变形得：

H (φ)= ∑
k = 1

n
é
ë

ù
û( )ek ⋅φ

2
- λ ( ) φ 2

- 1 （9）

式中，λ 为归一化模态能量密度矩阵 E经过奇异值

分解得到的特征值。

令U=｛u1，u2，…，un｝，对式（9）求偏导得：

∂H ( )φ
∂φ = 2UU Tφ- 2λφ （10）

令 Z=UUT，式（9）求最大值的问题就转化为求

Z的特征值 λ 和特征向量 φ的问题：

Zφ= λφ （11）
对式（11）进行奇异值分解即可得 Z的特征向量

φ以及特征值 λ。定义成分比：

I (R)=
∑
i = 1

R

λi

∑
i = 1

n

λi

（12）

式中，I（R）表示前 R 个特征值对应特征向量的成分

占总成分的比例，I（R）越接近 1，表示特征向量包含

的信息越完整，求得的前 R 个特征值对应的特征向

量就是 POD 最佳正交基 φR。

1. 2. 2　子系统识别的聚类算法

依照统计能量划分的基本原则，同一子系统内

模态特征相似性是子系统划分的首要原则。因此，

可以借助于聚类算法进行子系统识别。聚类分析根

据数据样本内禀结构特征将其分割为几个团簇。常

用的算法有分割聚类法、层次聚类法、密度聚类法

等［24］；其中层次聚类法根据数据点之间的相似度进

行层次分解，如图 1 所示；进而，根据相似度从强到

弱连接相应节点对，创建层次结构的嵌套聚类树，如

图 2 所示，分析层次结构间的最大距离即可得到最

合适的类别数目。例如，图 2 中数据对应的最佳类

别数目为 2。相比于 K⁃means 等非层次聚类方法，

该方法无需提前定义类别数目，且计算稳定性较好。

因此，本文选取层次聚类法作为机械结构统计能量

分析子系统的识别算法。

图 1 层次聚类分析过程

Fig. 1 Progress of hierarchical cluster analysis

图 2 层次聚类分析的树状图

Fig. 2 Dendrogram of hierarchical cluster analysis
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样本点的距离度量方法和距离计算方法是开展

聚类分析的关键因素之一。常用距离度量方法有最

近距离法、最远距离法、中间距离法、重心距离法，以

及欧式距离、曼哈顿距离、切比雪夫距离、马氏距离

等距离计算方法［24］。为满足统计能量分析理论中模

态相似性的基本假设，本文中作为聚类元素的模态

能量都经过了归一化处理，采用平均距离法和相关

距离开展聚类分析，单元 m 和 n 能量密度向量间的

相关距离可表示为：

d ( xm，x n)= 1 -

( )xm - x̄m ( )x n - x̄ n
T

( )xm - x̄m ( )xm - x̄m
T ( )x n - x̄ n ( )x n - x̄ n

T

（13）
其中，

x̄m = ( 1
N m

∑
1

j

xmj ) I （14）

式中，I为单位矩阵。

1. 2. 3　子系统识别的流程

本文发展的机械结构统计能量分析子系统自动

识别方法计算流程如图 3 所示，分析步骤如下：

（1） 基于有限元法建立机械结构的离散化分析

模型，并施加边界约束；

（2） 对结构在设定分析频段内开展模态分析，

获得不同模态对应的单元模态能量密度，并对其进

行归一化处理；

（3） 建立模态能量密度矩阵，通过本征正交分

解对归一化模态能量的主要成分进行分析，获得降

阶模态能量密度矩阵；

（4） 对降阶模态能量密度矩阵中的各元素进行

层次聚类分析，绘制层次结构的嵌套聚类树；

（5） 分析层次结构中的最大相关距离，识别得

到统计能量分析子系统的最佳数目及对应的单元。

2　算例研究

为验证统计能量分析子系统辨识方法的准确性

和有效性，本文选取典型 T 型结构、具有多子系统的

工型结构和复杂的发动机燃烧室结构为例开展研

究，并结合模态能量讨论识别结果的合理性。

2. 1　T型结构

如图 4 所示，T 形结构通常作为验证算例开展

统计能量分析研究。结构各板厚度均为 50 mm，在

边界 ΓD 处设置固支约束。材料特性为弹性模量 E
=30 GPa，密度 ρ=2400 kg/m3，泊松比 υ=0.2。

将分析频段设置为［1120，1400］ Hz，通过模态

分析得到 25 阶模态，进而计算得到如图 5 所示的平

均模态能量密度。由图 5 可知在分析频段内各阶模

态能量密度存在显著差异，依照式（5）~（7）对结构

的模态能量密度进行归一化处理。

对归一化模态能量密度矩阵进行本征正交分

解，获得如图 6 所示的特征值贡献程度。前 7 个特征

值的贡献大于 80%。得到这些特征值对应的特征

向量，构造降阶模态能量密度矩阵，其维数从 168×
25 降至 168×7。

对降阶后的模态能量密度矩阵进行聚类分析，

获得各网格对应的层次结构，如图 7 所示。由相关

图 5 各阶模态平均能量密度

Fig. 5 Averaged energy density of each mode

图 3 统计能量分析子系统识别流程图

Fig. 3 Flow chart for the identification of SEA subsystems

图 4 T 型结构示意图

Fig. 4 Sketch of the T-shaped structure
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距离分析结果可知，层级为 3 和层级为 2 之间的相关

距离差最大，因此最佳子系统数量为 3。
基于传统全阶模态能量分析和本文算法辨识得

到的子系统分别如图 8（a）和（b）所示。对于构型简

单的 T 型结构，其子系统辨识结果与工程经验的分

析结果一致。

2. 2　工型结构

本节以图 9 所示的典型工型结构为例开展研

究，验证本文方法识别多个统计能量子系统的效果。

该结构由 5 个部件构成，各板厚度均为 50 mm，在边

界 ΓD处设置固支约束，材料参数同 2.1 节。

将分析频段设置为［1120，1400］ Hz，模态分析

获得 42 阶模态及如图 10 所示的平均模态能量密度，

进而对结构模态能量密度进行归一化处理。

对归一化模态能量密度矩阵进行本征正交分

解，获得如图 11 所示的特征值贡献程度。前 8 个特

征值的贡献大于 80%。得到这些特征值对应的特

图 11 特征值的贡献程度

Fig. 11 The contribution factors for eigenvalues
图 8 T 型结构的子系统识别结果

Fig. 8 Results of identified subsystems for T-shaped structure

图 7 T 型结构的树状图

Fig. 7 Dendrogram for the T-shaped structure

图  9 工型结构示意图

Fig. 9 Sketch of the I-shaped structure

图 10 各阶模态平均能量密度

Fig. 10 Averaged energy density of each mode

图 6 特征值的贡献程度

Fig. 6 The contribution factors for eigenvalues
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征向量，构造降阶模态能量密度矩阵，其维数从

280×42 降至 280×8。
对降阶后的模态能量密度矩阵进行聚类分析，

获得各网格对应的层次结构，如图 12 所示。由相关

距离分析结果可知，层级为 5 和层级为 4 之间的相关

距离差最大，因此最佳子系统数量为 5。

基于传统全阶模态能量分析和本文算法辨识得

到的子系统分别如图 13（a）和（b）所示。对于含有

多个子系统的工型结构，采用本文方法辨识得到的

子系统与工程经验的分析结果一致，而传统算法辨

识精度不足。这主要是由于复杂结构的有限元网格

数量较多、在高频段模态密集，一些冗余信息容易导

致聚类分析出现偏差，需要提取其中的关键或主要

信息进行分析，因此本文提出的基于模态能量降阶

分析的辨识方法具有更高的辨识精度。

2. 3　发动机燃烧室结构

本节针对如图 14 所示的发动机燃烧室结构开

展研究。结构由 GH3536 制成，其弹性模量为 E=
205 GPa，密度 ρ=8280 kg/m3，泊松比 υ=0.3，在结

构两端设置固支约束。分析结构几何特征可知结构

由 5 部分组成，部件 1、部件 3 和部件 5 的尺寸较大，

而部件 2 和部件 4 作为连接段，与相邻部件的从属关

系不明确，难以基于工程经验直接划分统计能量分

析子系统。

设置分析频段为［3550，4500］ Hz。通过模态分

析得到 14 阶模态，其平均模态能量密度如图 15 所

示，归一化后建立模态能量密度矩阵。

经过模态分析获得结构在分析频段内共 14 阶

模态，通过本征正交分解可以得到特征值的贡献程

度，如图 16 所示。前 7 个特征值的贡献大于 80%。

图 12 工型结构的树状图

Fig. 12 Dendrogram for the I-shaped plates

图 13 工型结构的子系统识别结果

Fig. 13 Results of identified subsystems for I-shaped structure

图 14 燃烧室结构示意图

Fig. 14 Sketch of the combustor structure

图  16 特征值的贡献程度

Fig. 16 The contribution factors for eigenvalues

图 15 各阶模态的平均能量密度

Fig. 15 Averaged energy density of each mode
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得到这些特征值对应的特征向量，构造降阶模态能

量密度矩阵，维数从 5580×14 降到 5580×7。
对降阶模态能量密度矩阵进行层次聚类分析，

获得离散化网格对应的层次结构，如图 17 所示。由

层次分析中相关距离分析结果可知，层级 2 与 3 之间

的相关距离差最大，因此最佳子系统数量为 3。

基于传统全阶模态能量分析和本文算法辨识得

到的子系统分别如图 18（a）和（b）所示。结果表明

部件 2 与部件 1、部件 4 与部件 5 间耦合关系较强，应

归属同一子系统。而传统算法辨识得到的结果存在

明显的偏差。

模态相似是划分子系统的首要准则，本文通过

分析结构各阶模态的能量分布特性来验证子系统识

别 结 果 的 合 理 性 。 基 于 商 用 有 限 元 软 件 MSC.
Nastran获取了结构各阶模态的能量分布特性，如表 1
所示。基于模态能量分布特性，将各阶次模态进行

表 1 模态能量分布

Tab. 1 Modal energy distribution

频率/Hz

3693

3740

3824

3840

3872

3898

4084

动能/J 势能/J 频率/Hz

4086

4165

4190

4252

4258

4408

4433

动能/J 势能/J

图 17 燃烧室结构的树状图

Fig. 17 Dendrogram for the combustion chamber

图 18 燃烧室结构子系统识别结果

Fig. 18 Results of identified subsystems for combustion 
chamber
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分类分析：

（1） 3693、3740 Hz 所对应的模态能量分布具有

显著的局部特性，对应了部件 1 的局部振动；

（2） 3824、3840、3872、3898 Hz 所对应的模态对

应了部件 5 的局部振动；

（3） 4084、4086、4252、4258、4408、4433 Hz 对应

的模态对应了部件 3 的局部振动；

（4） 4165、4190 Hz 对应的模态属于部件 1、部件

2、部件 3 耦合作用；

（5） 由 3693、3740 Hz 的模态能量分布可知，部

件 2 与部件 1 之间存在较强的耦合作用，应属于同一

个子系统；

（6） 由 3824、3840、3872 Hz 的模态能量分布可

知，部件 4 与部件 5 之间存在较强的耦合作用，应属

于同一个子系统；

由此可见，部件 1、部件 2 和部件 3、部件 4 和部

件 5 对应了燃烧室结构的三类振动特性，应划分为

三个子系统。这与图 18（b）所示的识别结果一致，

验证了本文识别结果的合理性。

3　结  论

本文针对结构高频动力学分析模型建模问题开

展研究，提出了一种基于降阶模态能量密度和层次

聚类分析的统计能量分析子系统自动辨识方法，以

T 型结构、工型结构和复杂发动机燃烧室结构为例

开展了算例研究，结合模态能量分布讨论了子系统

识别结果的合理性。主要结论如下：

（1） 相比于传统 K⁃means 聚类方法等需要预先

知道类数的方法，采用层次聚类分析可以清晰地辨

识子系统的最优数量及组成单元；

（2） 相比于基于全阶模态能量分析的层次聚类

算法，采用降阶模态能量作为子系统辨识的输入参

数，可以提取模态能量的关键信息，从而显著提升子

系统辨识精度。

本文针对发动机燃烧室结构这一工程结构开展

了子系统识别研究。在后续的研究工作中，将开展

更复杂工程结构的子系统辨识研究，进一步扩展子

系统识别方法的适用范围。
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