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摘要  为进一步加强 Hertz软球碰撞模型中刚性颗粒与弹塑性材料碰撞的相关研究，利用弹塑性半平面接触本构关

系，引入一种新的阻尼形式，建立了硬球颗粒‑聚氨酯平面的黏弹塑性碰撞模型，并推导出颗粒与弹塑性平面碰撞的

非线性动力学方程。首先，通过测定球形煤精颗粒碰撞聚氨酯恢复系数实验，确定了所用聚氨酯材料的 Meyer指数

与动力学方程中的阻尼系数；其次，在方程中考虑不同的阻尼形式，对比证明了所提阻尼模型的正确性；然后，分析

了不同阻尼系数下，不同阶段接触力的变化机理；最后，探讨了颗粒与弹塑性聚氨酯碰撞过程中位移、速度及接触力

的变化规律。研究发现：随着初始碰撞速度的增加，聚氨酯不可恢复的塑性变形量由 1.636×10-4 m 增加至

5.657×10-4 m，颗粒恢复系数由 0.583 2 降至 0.501 2，碰撞时间由 6.963×10-4 s降至 4.737×10-4 s，塑性压缩阶段的

占比由 59.81% 降至 59.04%；所建立的模型可用于颗粒与较软平面碰撞的场景，为颗粒系统的输送、碰撞、冲击和分

离提供了理论支撑。
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引  言

接触碰撞现象广泛存在于自然界及工业生产的

多体动力系统之中，这类现象的共同点是接触时间

很短，峰值接触力大，并且根据碰撞速度变化伴随有

能量损失。接触碰撞过程模型对研究这类多体动力

系统有非常重要的意义。

Hertz 基于弹性力学理论提出了两弹性圆球接

触力学模型，基于此，很多学者对弹性球形颗粒的接

触与碰撞过程进行了研究。Hunt等［1］考虑颗粒的黏

性，提出了颗粒接触的黏弹性模型。针对该模型，大

量的黏滞阻尼计算公式被推导出来，并形成了很多

变式。这些研究认为，颗粒在碰撞过程中的能量损

失来自黏滞阻尼，导致碰撞后的相对速度降低［2‑4］，

并可以根据碰撞前后的相对速度计算出恢复系数。

一般颗粒碰撞的恢复系数介于 0~1 之间，恢复系数

越小碰撞过程中的能量损失越大。对于较硬的球体

如钢球、硬质塑料球等，其碰撞的恢复系数一般接近

于 1。大部分的黏弹性接触模型更适用于恢复系数

较高的场景［5］。

黏弹颗粒碰撞模型通常由 Hertz 基础弹性模型

和黏滞阻尼两部分组成。其中，建立黏滞阻尼的方

法有 2 种：①基于能量原理，通过已知的恢复系数或

者能量损失逆推得到动力系统的黏滞阻尼［2‑6］；②可

根据经验法获得颗粒碰撞系统的结构阻尼，并将该

结构阻尼加入到颗粒碰撞系统的动力学方程中［7‑8］。

对于颗粒在高速下的碰撞，一些研究认为颗粒

碰撞的能量损失来源于颗粒的塑性变形，即弹塑性

变形的本构关系［9‑10］。在该本构关系中，颗粒碰撞过

程分为 3 个阶段，即弹性压缩阶段、弹塑性压缩阶段

和弹性恢复阶段［11］。在弹性压缩阶段与弹性恢复阶

段，颗粒变形的力‑位移关系满足 Hertz 接触理论；但

在弹塑性压缩阶段，颗粒发生大变形，导致颗粒出现

塑性变形，且塑性变形区的压应力与材料的抗压强

度有关［11‑12］。

上述理论描述了两球形颗粒之间的碰撞行为，
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认为能量损失发生在颗粒的碰撞过程中。在现实场

景中，颗粒的碰撞不仅仅发生在颗粒之间，也发生在

颗粒与其他材料之间，如颗粒的筛分系统［13‑14］、颗粒

阻尼器［15］等。振动筛分设备常用的筛面材料有金属

刚性筛面和聚氨酯弹塑性筛面。在振动筛分过程

中，不仅颗粒与颗粒之间会发生碰撞，并且颗粒也会

与筛面碰撞。此时，基于 Hertz 软球接触模型就不

再适用，因为 Hertz 模型仅适用于计算颗粒之间的

变形及受力，当颗粒与其他软介质碰撞时，颗粒基本

不变形而软介质会发生大变形。因此，需要建立新

的碰撞模型计算颗粒与软介质的碰撞过程。在压痕

领域，已有关于不同形状的硬压头压入不同弹性平

面的静力学关系的研究，这类研究一般集中在被测

构件的力学性能方面［16‑17］。

本研究聚焦硬球颗粒与弹塑性平面的碰撞与动

力学问题，建立了硬球颗粒与弹塑性平面的接触模

型，推导了颗粒在该半平面上的动力学方程。开展了

煤精颗粒与弹塑性聚氨酯平面之间的碰撞实验，获得

了恢复系数和碰撞时间，确定了聚氨酯材料的 Meyer
指数与动力学方程中的阻尼系数，验证了动力学模型

的正确性。在此基础上，研究了初始碰撞参数变化下

硬球颗粒‑弹塑性聚氨酯平面系统的动力特性。

1 颗粒‑聚氨酯平面接触模型与黏弹

塑性动力学方程

由于硬球颗粒的弹性模量与聚氨酯的弹性模量

相差很大，因此可以忽略煤精颗粒的弹性变形，将煤

精颗粒视为刚体，并将聚氨酯视为弹塑性体。本研

究中，煤精颗粒不变形，聚氨酯平面仅有塑性变形和

弹性变形，因此煤炭颗粒与聚氨酯块的碰撞过程可

以分为 2 个阶段，即聚氨酯的塑性压缩阶段与弹性

恢复阶段。硬球颗粒和弹塑性平面接触示意图如

图 1 所示。其中：Rp为球形颗粒的半径；R为接触区

域的半径；w为颗粒与平面的相对位移。

这里仅考虑粒度较小的颗粒与聚氨酯块的碰撞

过程。因为在实际工程中聚氨酯块的厚薄不一，而

厚度对碰撞过程的影响非常复杂且不具备统一性，

所以将煤精颗粒视为小粒度的球形颗粒，将聚氨酯

块视为无限半平面的弹塑性空间来简化计算。结合

压痕领域中压痕深度与压头受力的关系，并推广到

弹塑性领域，则有［16‑18］

w=
( )1 - μ2 F

πEr 4 - n
=

( )1 - μ F

2πGr 4 - n
（1）

其中：n为 Meyer 指数，当 n=3 时适用于弹性材料，

当 2<n<3 时适用于弹塑性材料；F为作用在点 O

的集中载荷；r为受力点 O离半空间表面上点M的

半径距离；μ为泊松比；E 为弹性模量；G 为剪切

模量。

式（1）的集中力与碰撞过程中的圆形接触区域

不符，所以假设一法向载荷 q作用在半径为 R的圆

形沉陷上，在圆形沉陷区域中任取一微型面积，则该

微面对于任意一点M的沉陷有

dwM =
( )1 - μ2 qdA

πEr 4 - n
=

( )1 - μ2 qSdψdS
πES4 - n

=

      
( )1 - μ2 qSn- 3

πE dψdS （2）

其中：dA为接触区域内的积分微元；ψ为 OM与水

平线的夹角；θ为 OR与水平线的夹角；S为积分微

元到M点的水平距离。

对整个圆形沉陷区域进行积分，就可求出M点

的沉陷为

wM =∬( )1 - μ2 qSn- 3

πE dψdS=

            
( )1 - μ2 q

πE ∬Sn- 3 dψdS=
( )1 - μ2 qSn- 3

πE dψdS

（3）
由图 1 的几何关系可知：式（3）中 S的积分上限

为 rcosψ-Rcosθ，下限为 rcosψ+Rcosθ；ψ的积分下

限为 0，上限为 π。由于圆形积分区域是对称的，因

此式（3）可以写成

图 1　球形颗粒和弹塑性平面接触示意图

Fig.1　Schematic diagram of contact between spherical parti‑
cles and elastoplastic plane
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wM =
2( )1 - μ2 q

πE ( n- 2 ) ∫0

π/2

( r cos ψ+ R cos θ )n- 2 -

    ( r cos ψ- R cos θ )n- 2 dψ （4）
对于图 1，有

R sin θ= r sin ψ （5）
式（4）变为

wM=
2( )1-μ2 q

πE ( n-2 ) ∫0

π/2

( r
R

cos ψ+ 1- r 2

R2 sin2ψ )n-2-

  ( r
R

cos ψ- 1- r 2

R2 sin2ψ )n-2 dψ （6）

根据颗粒碰撞过程中的力‑位移关系，其最大位

移会发生在沉陷圆形区域的圆心上，因此只要知道

圆心处的沉陷，即 r=0，该点的位移为

wM =
2( )1 - μ2 q

πE ( n- 2 ) ∫0

π/2

( 1 )n- 2 -(-1 )n- 2 dψ （7）

弹塑性材料聚氨酯 n的取值在 2~3 之间，在

式（7）中没有正解，不符合实际情况。因此，需要变

换积分区间，可将积分区间分为两部分，即 rcosψ-
Rcosθ和 rcosψ+Rcosθ，则式（7）变为

wM =
2( )1 - μ2 q

πE ( n- 2 ) ∫0

π/2

( R cos θ+ r cos ψ )n- 2 +

  ( R cos θ- r cos ψ )n- 2 dψ （8）
将式（5）的几何关系代入式（8），有

wM =
2( )1 - μ2 q

πE ( n- 2 ) ∫0

π/2

( 1 - r 2

R2 sin2ψ +

r
R

cos ψ )n- 2 +( 1 - r 2

R2 sin2ψ -

r
R

cos ψ )n- 2 dψ （9）

因为 r=0，所以有

w=
2( )1 - μ2 q

πE ( n- 2 ) ∫0

π/2

2Rn- 2 dψ=
( )1 - μ qRn- 2

G ( n- 2 )
（10）

将式（10）中的载荷 q变为接触力 F，则有

w=
2( )1 - μ2 q

πE ( n- 2 ) ∫0

π/2

2Rn- 2 dψ=
( )1 - μ Rn- 4

πG ( n- 2 )
F

（11）
变换得到接触力的表达式为

F= πG ( n- 2 )
( )1 - μ Rn- 4

w （12）

根据图 1，可以找出颗粒半径 Rp、接触圆形区域

半径 R和沉陷距离w的关系为

R= R 2
p -( Rp - w )2 = 2Rpw- w 2 （13）

相比于颗粒半径，沉陷距离的大小为高阶小量，

为简化计算忽略w2项的影响，则有

R= 2Rpw- w 2 ≈ 2Rpw （14）
将式（14）代入式（12），有

F 1 = πG ( n- 2 )

( )1 - μ ( 2Rpw )
n- 4

2

w=

πG ( n- 2 )

( )1 - μ ( 2Rp )
n- 4

2

w 3 - n/2 （15）

其中：F1为弹塑性压缩阶段的接触力。

弹性恢复阶段的力‑位移关系为

F 2 = πG ( n- 2 )

( )1 - μ ( 2Rp )- 1
2

w
3
2 （16）

其中：F2为弹性恢复阶段的接触力。

基于上述弹塑性接触本构关系，以球形颗粒为

研究对象，可建立颗粒‑弹塑性聚氨酯平面碰撞动力

学模型，如图 2 所示。该动力学模型中，y方向垂直

接触面向下，接触面与水平面平行，颗粒的位移为

yp。假设当颗粒接触到聚氨酯平面的瞬间 yp=0，则
碰撞过程中聚氨酯接触区域的凹陷位移与颗粒的位

移一致，即 yp=w，颗粒的质量为m。

根据上述力‑位移关系，可建立颗粒碰撞聚氨酯

平面动力学方程。一般情况下，碰撞过程还需加入

阻尼力的作用。由于阻尼项与碰撞速度和接触区域

面积呈正相关，因此借鉴上述阻尼模型，提出黏弹塑

性碰撞过程中的阻尼力形式为

fc = c′πR2 ẇ= c′π ( 2Rpw- w 2 ) ẇ （17）
其中：c′为中间阻尼系数；fc为阻尼力。

将式（17）中的 c′π 项简化为阻尼系数 c，则阻尼

力可写为

fc = c ( 2Rpw- w 2 ) ẇ （18）
为保持量纲一致，阻尼系数 c的单位为（N·s）/m3。

结合弹塑性接触模型与阻尼力，建立弹塑性压缩阶段

的动力学方程为

图 2　颗粒‑弹塑性聚氨酯平面碰撞动力学模型

Fig.2　The collision dynamics model of particle‑elastoplastic 
polyurethane plane
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map = - πG ( n- 2 )

( )1 - μ ( 2Rp )
n- 4

2

y 3 - n/2
p -

    c ( 2Rp yp - y 2
p ) ẏ p + mg （19）

其中：ap为颗粒的加速度；yp为颗粒的位移。

此阶段的边界条件为 ẏp > 0。
同理，建立弹性恢复阶段的动力学方程为

map = - πG ( n- 2 )

( )1 - μ ( 2Rp )- 1
2

( )yp - wb

3
2 -

    c ( )2Rp yp - y 2
p ẏp + mg （20）

其中：wb为不可恢复的变形量。

此阶段的边界条件为 ẏp < 0且F 2 > 0。
塑性压缩阶段转为弹性恢复阶段的瞬时为最大

凹陷的瞬间，此时加速度和接触力相等且 ẏp = 0，
yp=wmax，则有

πG ( n- 2 )

( )1 - μ ( 2Rp )
n- 4

2

w 3 - n/2
max = πG ( n- 2 )

( )1 - μ ( 2Rp )- 1
2

×

(wmax - wb )
3
2 （21）

求解式（21）可得不可恢复的变形量。求解

式（19）和式（20）可得碰撞系统的动力响应。假设

颗粒碰撞聚氨酯接触面的初始碰撞速度为 v0，碰撞

过程最后颗粒与聚氨酯平面分离时的速度为 v1，则

恢复系数 e可表示为

e= | v1 /v0 | （22）

2 恢复系数测定实验与参数识别

对于具体的碰撞实例，需要通过测定颗粒碰撞

的恢复系数来标定系统中的 Meyer 指数 n与阻尼系

数 c。笔者选用 70 HA 硬度的聚氨酯圆柱体与煤精

球形颗粒作为实验对象，并搭建了测定恢复系数的

高速摄像实验系统，如图 3 所示。

实验步骤如下：

1） 调整煤精颗粒的下落高度，预控制颗粒与聚

氨酯碰撞的初始速度；

2） 打开高速摄像机，开始拍摄；

3） 使煤精颗粒自由下落，捕捉关键碰撞帧；

4） 使用数据采集软件截取碰撞过程，并计算恢

复系数大小。

在实验中，截取了 4.9 mm 半径颗粒碰撞聚氨酯

平面的关键瞬间，如图 4 所示。

本实验采用的聚氨酯与煤精颗粒参数见表 1。

采用的 SH6‑113 高速摄像机性能规格见表 2。

使用上述实验系统，测得 5组不同碰撞初始速度

下 3种煤精颗粒碰撞聚氨酯平面的恢复系数。煤精颗

粒恢复系数见表 3。煤精颗粒碰撞过程帧数见表 4。

使用表 3 中的恢复系数数据和碰撞动力学方

程，采用最小二乘法可以拟合得到动力学方程中的

Meyer 指数与阻尼系数。拟合得到的聚氨酯 Meyer
指数与阻尼系数见表 5。使用表 3 中的实验数据分

图 3　高速摄像实验系统

Fig.3　High speed camera experimental system

图 4　颗粒碰撞聚氨酯平面的关键瞬间

Fig.4　Key moments of particle collision with polyurethane 
plane

表 1　聚氨酯与煤精颗粒参数

Tab.1　Parameters of polyurethane and jet particles

参数

聚氨酯硬度/HA
聚氨酯剪切模量/MPa
聚氨酯泊松比

煤精密度/(kg∙m-3)
煤精半径/mm

数值

70
2.32
0.49
1 177

4.9，7.2，10.0

表 2　SH6‑113 性能规格

Tab.2　Performance specifications of SH6‑113

参数

最大分辨率

使用分辨率

满屏拍摄帧数/fps
使用拍摄帧数/fps
最小曝光时间/μs

数值

1 280×1 024
1 280×572

13 600
30 000

1

表 3　煤精颗粒恢复系数

Tab.3　Coefficient of restitution for jet particles

碰撞初始速度/（m⋅s-1）

1.0
1.5
2.0
3.0
4.0

颗粒半径/mm
4.9

0.583 2
0.564 5
0.541 1
0.515 0
0.501 2

7.2
0.581 1
0.563 2
0.537 5
0.514 2
0.495 5

10
0.580 6
0.563 5
0.539 5
0.509 9
0.485 9
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别与理论拟合结果进行对比。

为验证碰撞动力学模型的正确性与准确度，绘

出表 5 参数下的理论恢复系数曲线并与实验数据进

行对比，如图 5 所示。由图可知：在本研究动力学模

型下，恢复系数曲线拟合准确性较好。当碰撞初始

速度增加时，恢复系数逐渐减小；粒度对恢复系数的

影响较小，3 种半径颗粒的恢复系数在碰撞初始速

度较小时相对接近；随着碰撞初始速度的增加，大颗

粒的恢复系数降低速率更大。

图 6 给出了不同碰撞速度下 3 种半径颗粒的碰

撞总时间。由图可知，半径更大的颗粒碰撞时间更

长，同径颗粒的碰撞时间会随碰撞初始速度的增大

而减少。因此，颗粒的最大接触力会随碰撞速度的

增加呈指数性增大。

为了证明本研究中阻尼模型的正确性，笔者采

用了其他文献中的黏弹性阻尼模型，并将其替换到

所提出的动力学方程中。使用的典型阻尼模型见

表 6。一般碰撞模型中的阻尼可以分为普通线性阻

尼［19］、结构阻尼［7‑8］和由能量损失确定的阻尼［20‑22］。

线性阻尼和结构阻尼一般是根据经验选取，由能量

损失确定的阻尼则由两球形颗粒的碰撞结果推导而

得。为了与本研究中的阻尼模型进行对比，绘出不

同阻尼模型下 4.9 mm 半径煤精颗粒恢复系数曲线

的理论与实验数据对比图，如图 7 所示。由图可知，

本研究中的阻尼模型拟合结果更贴近实验值，并且

更适用于球形颗粒与平面相碰撞的场景。

3 碰撞过程分析

为研究颗粒与聚氨酯平面的碰撞过程，选取

4.9 mm 半径的煤精颗粒作为研究对象，分析不同初

始参数下颗粒碰撞的动力学特性。

图 8 为阻尼对系统恢复系数的影响对比图。在

无阻尼的情况下，颗粒与聚氨酯平面之间仅有弹塑性

接触力，此时恢复系数随碰撞初始速度的增加而缓慢

增加，其曲率趋向于 1条直线。当阻尼作用后，其趋势

与图 5一致。可知，当碰撞初始速度较小时，弹塑性接

触对碰撞系统的能量损失影响较大，随着碰撞初始速

度的增加，阻尼逐渐占据主导作用。因此，在这类碰

撞中应该同时考虑弹塑性接触与阻尼的影响。

为进一步分析阻尼对颗粒‑聚氨酯平面碰撞过

程的影响，图 9 给出了不同阻尼系数下聚氨酯凹陷

距离与接触力的关系。由图可知：当无阻尼作用时，

压缩阶段与恢复阶段的转折点曲率急剧变化，阶段

变迁过程并不平滑，与现实碰撞不符；当加入阻尼作

表 4　煤精颗粒碰撞过程帧数

Tab.4　Frame number of collision process

碰撞初始速度/（m⋅s-1）

1.0
1.5
2.0
3.0
4.0

颗粒半径/mm
4.9
20
18
17
16
15

7.2
29
27
25
23
21

10
39
36
34
30
28

表 5　拟合得到的聚氨酯 Meyer指数与阻尼系数

Tab.5　Fitting of Meyer's index and damping coefficient 
of polyurethane

Meyer
指数

2.860 1

不同半径颗粒的阻尼系数/（(N⋅s)⋅m-3）

4.9 mm
203 063

7.2 mm
228 127

10 mm
253 055

图 5　理论恢复系数曲线与实验数据对比图

Fig.5　Comparison between theoretical restitution coefficient 
curve and experimental data

图 6　不同碰撞速度下 3 种半径颗粒的碰撞总时间

Fig.6　Total collision time of particles with three different ra‑
dii at different collision speeds

表 6　典型阻尼模型

Tab.6　Typical damping model

文献来源

文献[8]

文献[20‑22]

文献[7]
文献[19]
本研究

阻尼形式

c Kmp y
1
4
p ẏ p

cy
3
2
p ẏ p

c Kmp yp ẏp
cyp ẏp

c ( 2Rp yp - y 2
p ) ẏ p
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用后，突变点消失，并且随阻尼系数的增加，最大接

触力逐渐减小且压缩阶段与恢复阶段的变迁过程更

加顺畅；阻尼系数的增加会使聚氨酯上不可恢复的

变形量缓慢增加且影响很小。

图 10 为聚氨酯凹陷距离的时域变化曲线。其

中，最大凹陷处为压缩阶段与恢复阶段之间的转折

点，最后曲线结束点的凹陷位移即为聚氨酯平面不

可恢复的变形量。在碰撞初始速度逐渐从 1 m/s 增
加至 5 m/s 过程中，最大变形量分别为 2.737×10-4、

4.555×10-4、 6.109×10-4、 7.509×10-4 和 8.8×
10-4m，不 可 变 形 量 分 别 为 1.636×10-4、2.793×
10-4、3.819×10-4、4.765×10-4 和 5.657×10-4 m，分

别 占 最 大 变 形 量 的 59.77%、61.32%、62.51%、

63.34% 和 64.28。不可恢复的变形量随着碰撞初始

速度的增加而增加，但增幅越来越小，其对总变形量

的占比会慢慢增加。碰撞总时间随着速度的增加呈

非线性减小，由 6.963×10-4 s降至 4.737×10-4 s。
图 11 为颗粒碰撞速度时域变化曲线，其最后速

度值与初始值比值的绝对值即为颗粒的恢复系数。

当颗粒速度达到最大凹陷处前，颗粒的加速度与接

触力达到最大，这说明最大接触力作用在颗粒的压

缩阶段。

图 12 为接触力的时域变化曲线。由图可知，接

触力达到最大时与速度为 0 不发生在同一时刻。对

比文献［23］，本研究的接触力变化相对更为平滑，

在压缩阶段用时更长，而恢复阶段用时较短。这是

因为笔者考虑了碰撞过程中的塑性变形损耗，与黏

弹性阻尼模型不同，塑性变形并不同时发生在压缩与

恢复阶段。由图 10可以看出，塑性压缩阶段的接触时

间分别为 4.165×10-4 s（1 m/s）、3.521×10-4 s（2 m/s）、
3.181×10-4 s（3 m/s）、2.956×10-4 s（4 m/s）和

2.797×10-4 s（5 m/s），分 别 占 总 碰 撞 时 间 的

59.81%、59.53%、59.28%、59.07% 和 59.04%。

凹陷位移与接触力的关系如图 13 所示。由图

可知，在压缩阶段颗粒与聚氨酯平面的接触刚度更

小，在最大凹陷出现后恢复阶段的接触力更大。当

接触力为 0 时，凹陷位移的大小即为不可恢复的变

形量。此外，接触刚度会随着碰撞初始速度的增加

图 7　不同阻尼模型下恢复系数曲线对

比图

Fig.7　Comparison of restitution coeffi‑
cient curves under different 
damping models

图 8　阻尼对系统恢复系数的影响对

比图

Fig.8　Comparison of the influence of 
damping on system restitution co‑
efficient

图 9　阻尼系数变化下聚氨酯凹陷距离

与接触力的关系

Fig.9　The relationship between poly‑
urethane indentation distance and 
contact force under the change of 
damping coefficient

图 10　聚氨酯凹陷距离的时域变化曲线

Fig.10　Time domain curves of polyure‑
thane indentation distance

图 11　颗粒碰撞速度时域变化曲线

Fig.11　Time domain curves of particle 
collision velocity

图 12　接触力的时域变化曲线

Fig.12　Time domain curves of contact 
force
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而增大。与文献［20］中的位移‑力曲线相比，考虑包

含滞后阻尼作用的黏弹性模型在最后的接触末端刚

度趋向于 0，在曲线上形成了近似横向的直线并与 x
轴相近。由于这种方法没有考虑塑性影响，因此尽

管能量损失很大，也不会留下不可恢复的变形量，其

位移均回归至零点。

4 结  论

1） 针对刚性球形颗粒碰撞弹塑性平面问题，建

立了黏弹塑性动力学模型，并通过实验验证了该模

型的正确性。在实验中，恢复系数随着碰撞初始速

度的增加而减小，4.9 mm 半径颗粒的恢复系数由

0.583 2 降至 0.501 2，且降幅越来越小。

2） 与黏弹性模型不同，本研究方法可以根据初

始参数计算出恢复系数和碰撞过程中的响应，而黏

弹性变形理论需要在初始条件中加入恢复系数才能

计算出系统的响应。

3） 本研究中的能量损失来源于塑性变形与阻

尼的联合作用，在低碰撞初始速度下塑性变形带来

的能量损失更大，高速时则是阻尼对系统的能量损

失影响更大。

4） 随着初始碰撞速度的增加，聚氨酯不可恢复

的 塑 性 变 形 量 由 1.636×10-4 m 增 加 至 5.657×
10-4 m，颗粒恢复系数由 0.583 2 降至 0.501 2，碰撞

时间由 6.963×10-4 s降至 4.737×10-4 s。
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Collision Characteristics of Hard Spherical Particles‑Elastoplastic 
Polyurethane Plane

ZHAO Lala1，2，　HE Deyi1，　WANG Weinan3，　LI Sai1，　FAN Guoshuai1，　LIU Chusheng1，2，　

YANG Yadong2，4，　LIU Zeping2，4

（1. School of Mechanical and Electrical Engineering， China University of Mining and Technology　Xuzhou， 221116， China）
（2. National Key Laboratory of Intelligent Mining and Equipment Technology　Xuzhou， 221116， China）

（3. School of Chemical Engineering and Technology， China University of Mining and Technology　Xuzhou， 221116， China）
（4. Shanxi TZCO Intelligent Mining Equipment Technology Co.， Ltd.　Taiyuan，030024，China）

Abstract　 The theoretical framework of Hertzian contact model for soft sphere collisions is well-established； 
however limited research has been done on the collision between rigid particles and elastoplastic materials. In 
this study， a novel damping form is introduced by incorporating the elastoplastic half-space contact constitutive 
relationship， and a viscoelastoplastic collision model between hard spherical particles and polyurethane surfaces 
is established. The nonlinear dynamic equations for particle and elastoplastic surface collision are derived. Fur⁃
thermore， by conducting experiments to measure the coefficient of restitution for coal pellets colliding with poly⁃
urethane， the Meyer's index of the polyurethane material and the damping coefficient in the dynamic equations 
are determined. Additionally， the correctness of the damping model proposed in this study is validated by consid⁃
ering different damping forms in the equations. The changes in contact force at different stages are analyzed un⁃
der various damping coefficients. The variations of displacement， velocity， and contact force during the collision 
process between particles and elastoplastic polyurethane are investigated. The results reveal that with an in⁃
crease in the initial collision velocity， the irreversible plastic deformation of polyurethane increases from 1.636×
10-4 m to 5.657×10-4 m， the coefficient of restitution decreases from 0.583 2 to 0.501 2， the collision time de⁃
creases from 6.963×10-4 s to 4.737×10-4 s， and the proportion of plastic compression stage decreases from 
59.81% to 59.04%. The model established in this paper can be used in scenarios where particles collide with 
softer planes， such as the separation of metal ores and particle dampers. This paper provides theoretical support 
for the transportation， collision， impact， and separation of particle systems.

Keywords　nonlinear contact； coefficient of restitution； particles collision； visco-elastoplastic model

Flutter Monitoring of Screw Milling Based on RF‑LSSVM

SUN Xingwei1，2，　LI Jia1，2，　YANG Heran1，2，　ZHANG Weifeng1，2，　DONG Zhixu1，2，　LIU Yin1，2

（1. College of Mechanical Engineering， Shenyang University of Technology　Shenyang， 110870， China）
（2. Key Laboratory of Numerical Control Manufacturing Technology for Complex Surfaces of Liaoning Province　

Shenyang， 110870， China）

Abstract　 Aiming at the chatter problem in the process of milling screw rotors，a chatter monitoring method 
based on RelifF algorithm to the least square support vector machine （RF-LSSVM） is proposed. Firstly， the vi⁃
bration signals in the milling process of the screw rotor are decomposed， and feature extraction and selection are 
performed using the variational modal （VMD） and the RelifF algorithm. Secondly， the penalty factor， kernel 
parameter， the number of near neighbor samples of RelifF algorithm and the length of dimension reduction fea⁃
ture of LSSVM are iteratively optimized using the enhanced whale optimization algorithm （E-WOA）. Finally， 
a flutter identification model is established by inputting the reduced-dimensional flutter eigenvector matrix and 
outputting the flutter occurrence state. The experimental results show that the proposed VMD-RF-LSSVM 
model has a higher recognition accuracy than the unoptimized variational modal decomposition-support vector 

1058


