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考虑剪切效应的钢筋混凝土纤维梁
单元徐变分析方法

邓继华1，2，鲁朵朵1，谭建平1，田仲初1

（1.长沙理工大学土木与环境工程学院，410114 长沙；
2.长沙理工大学桥梁工程安全控制教育部重点实验室，410114 长沙）

摘　 要：基于 Euler-Bernoulli 梁理论的经典纤维模型忽略了剪切变形给截面带来的影响，为了建立

更加精确的钢筋混凝土纤维梁单元徐变分析方法，基于考虑剪切效应的纤维梁单元，根据 Timosh-
enko梁理论，推导了该纤维梁单元的刚度矩阵，利用混凝土徐变分析的初应变法，导出单元徐变等

效节点力的有限元列式，最终建立了钢筋混凝土纤维梁单元徐变分析的有限元方法。 利用 FOR-
TRAN语言编制了计算程序，进行了普通梁与钢筋混凝土梁的弹性分析，以及钢筋混凝土梁的徐变

分析，分别与解析解、ABAQUS有限元解以及其他文献解进行了比较。 结果表明：该方法在准确计

入剪切效应的同时，能清晰界定钢筋与混凝土在钢筋混凝土梁徐变性能中的行为；同时也表明钢筋

混凝土梁徐变分析模型中计入钢筋能有效提高计算结果的精度。
关键词：钢筋混凝土纤维梁单元；徐变；剪切效应；Timoshenko梁理论；有限元分析
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Creep analysis method for reinforced concrete fiber beam
elements considering shear effect
DENG Jihua1，2，LU Duoduo1，TAN Jianping1，TIAN Zhongchu1

（1. School of Civil and Environmental Engineering，Changsha University of Science & Technology，410114 Changsha，China；
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Abstract:The classic fiber model based on Euler-Bernoulli beam theory overlooks the influence of shear
deformation on the section of the beam. In order to establish a more accurate creep analysis method for re-
inforced concrete fiber beam elements，this paper proposes a fiber beam element considering shear effects
based on Timoshenko beam theory. The stiffness matrix of the fiber beam element is derived，and the finite
element equation for the equivalent nodal force of creep analysis based on concrete creep analysis initial
strain method is obtained. Finally，a finite element method for creep analysis of reinforced concrete fiber
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beam elements is established. A computing program is developed in FORTRAN language，and elastic anal-
ysis for normal beam and reinforced concrete beam，and creep analysis for reinforced concrete beam are
conducted. The results are compared with analytical solutions，commercial software and other literature，in-
dicating that the proposed method can accurately consider the shear effects and clearly define the behaviors
of steel and concrete in the creep performance of reinforced concrete beams. Moreover，including steel in
the creep analysis model can effectively improve the accuracy of the results.
Key words:reinforced concrete fiber beam element；creep；shear effect；Timoshenko beam theory；finite el-
ement analysis

　 　 经典的 Euler-Bernoulli 梁理论在实际工程结构
分析中应用非常广泛，但由于未考虑剪切变形给截
面带来的影响，在梁的高跨比较大时会有一定的误
差[1]。 相对而言，采用考虑剪切变形影响的深梁理
论会改善分析结果[2-3]，这其中 Timoshenko 梁理论
由于简单、求解方便、应用广泛而成为经典[4]。 将
Timoshenko梁理论与纤维梁模型结合能有效改善传
统纤维梁模型[5-6]在模拟以剪切变形为主的结构行

为时效果不好的缺点，为结构的非线性分析开辟了
新的道路。 在材料非线性分析方面，许多学者[7-12]

通过引入纤维材料的多轴本构关系，推导了能考虑
剪切变形影响的纤维梁模型。 对于几何非线性分
析，胡郑州等[13]推导了考虑剪切效应的三维纤维梁

大位移增量非线性有限元 UL 列式，但未考虑材料
非线性；李嘉钰等[1]在此基础上进行了改进，通过引
入弹塑性增量理论，实现了能考虑结构几何非线性
和材料非线性的功能。 基于有限元理论发展的纤维
梁单元，在进行几何与材料非线性分析时计算比较
繁琐。 林贤宏等[14]从有限质点法的基本原理出发

推导了可考虑剪切和扭转变形的有限质点法纤维梁

单元，几何与材料双非线性均已计入，相对于有限元
法而言，有限质点法中由于各质点运动方程的求解
过程相互独立，不涉及结构刚度矩阵的集成和求逆，
无需迭代求解，因此能避免结构刚度矩阵奇异造成
的数值求解困难，适合于求解复杂的结构非线性问
题，因而应用较广[15-18]。 在基于考虑剪切效应的纤
维梁理论开展徐变效应研究方面，模型或结构试验
上有部分成果[19-20]，但理论与分析方法方面研究
较少。

对于钢筋混凝土梁的徐变分析，目前一般采用
Euler-Bernoulli梁单元进行分析计算[21]，该方法除
了未考虑剪切效应外，对于钢筋与混凝土之间由于
徐变而产生的应力重分布计算不方便也不准

确[22-23]。 为解决此问题，许多学者改用较复杂的二

维或三维单元来进行[22，24-28]，但此方法又存在计算
结果不方便直接用于结构设计的缺点。

鉴于此，本研究将徐变分析的初应变法[29-30]用

于基于 Timoshenko梁理论推导的考虑剪切效应的钢
筋混凝土纤维梁单元，建立此类型单元的徐变分析
方法。 该方法不仅能准确计入剪切效应对结构受力
行为的影响，还能解决徐变引起的混凝土和钢筋之
间应力重分布问题，得到的计算结果，如弯矩、剪力
以及轴力等能直接用于钢筋混凝土梁的结构分析与

设计。

1　 考虑剪切效应的钢筋混凝土纤维梁
单元

1. 1　 基本假设

如图 1 所示钢筋混凝土纤维梁单元，为便于后
续推导，采用以下假设:①满足平截面假定，但法线
转角与中线倾角一般不再相等，两者差值为梁的横
向剪切应变；②钢筋与混凝土充分黏结，两者变形协
调；③剪应力与剪应变均匀分布。

图 1　 钢筋混凝土纤维梁单元
Fig. 1　 Reinforced concrete fiber beam element

1. 2　 单元刚度矩阵及平衡方程

每个钢筋混凝土纤维梁单元有 2 个节点，每个
节点有 3 个自由度，ue ＝ [u1 　 v1 　 θ1 　 u2 　 v2 　 θ2]

T

为单元节点位移向量，单元轴线上距始端 x 处截面
的位移 u ＝ [u0 　 θ0 　 γ0] T 可用 ue 表示为

u ＝N（x）ue （1）
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式中，N（x）为形函数，且有[31]

N（x） ＝

N1 0 0 N2 0 0
0 N3 N4 0 N5 N6
0 N7 N8 0 N9 N10

 

 

[
[
[
[

 

 

]
]
]
]

，

N1 ＝ 1 - ζ，　 N2 ＝ ζ，　 N3 ＝
6 Φ
l （ - ζ ＋ ζ

2），

N4 ＝Φ[1 - 4ζ ＋ 3ζ2 ＋Φ（1 - ζ）]，

N5 ＝ -
6 Φ
l （ - ζ ＋ ζ

2），

N6 ＝Φ（ - 2ζ ＋ 3ζ2 ＋Φζ），

N7 ＝ -
12Λ Φ
l3
，　 N8 ＝

6Λ Φ
l2
， 　 N9 ＝

12Λ Φ
l3
，

N10 ＝
6Λ Φ
l2
，　 ζ ＝ x / L，　 Λ ＝ EIkGA，

Φ ＝ - 12Λ
l2
＝ 12EI
kGAl2

，　 Φ ＝ 1
（1 ＋Φ）

式中:L为单元长度；EI、GA 分别为截面的抗弯及抗
剪刚度；k为剪切修正系数。

由式（1）可建立单元轴线上任一点轴向应变、
曲率以及剪应变与节点位移的关系为

ε0 ＝
ε0
ψ0
γ0
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]
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dx
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dx
γ0

 

 

[
[
[
[
[
[

 

 

]
]
]
]
]
]

＝ B0ue （2）

式中， B0 ＝

B1 0 0 B2 0 0
0 B3 B4 0 B5 B6
0 B7 B8 0 B9 B10
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]
]
]
]

且有

B1 ＝ -
1
l ，　 B2 ＝

1
l ，　 B3 ＝ 6 Φ

2x
l3
- 1
l2

 

 
(

 

 
)，

B4 ＝ -Φ
Φ
l -
6x
l2
＋ 4l

 

 
(

 

 
)，　 B5 ＝ - B3，

B6 ＝Φ
Φ
l ＋
6x
l2
- 2l

 

 
(

 

 
)，　 B7 ＝ -

12Λ Φ
l3
，

B8 ＝ -
6Λ Φ
l2
，　 B9 ＝ - Bc，7，　 B10 ＝ B8

在对钢筋混凝土梁进行如图 1 所示的纤维分层
后，任意第 i 层的轴向应变 εi 由平截面假定可得
到，有

εi ＝ ε0 ＋ yiψ0 （3）
式中，yi 为第 i层中心到形心轴的距离。

首先推导钢筋混凝土纤维梁中混凝土纤维对单

元刚度矩阵的贡献。 根据广义胡克定理，在单元内

部具有初应变的情况下，混凝土纤维层应力表达
式为

σc，i
τc，i

 

 
[
[

 

 
]
] ＝

Ec 0
0 Gc

 

 
[
[

 

 
]
]

εi - ε0c，i
γ0 - γ0c，i

 

 

[
[

 

 

]
]

（4）

式中:下标 c表示混凝土；σc，i、τc，i分别为第 i层混凝
土纤维的轴向应力及剪应力；Ec、Gc 分别为混凝土
的弹性模量与剪切模量；ε0c，i、γ0c，i为混凝土徐变所引
起的初应变的轴向应变和剪切应变，具体计算见后
续部分。

对截面内所有混凝土纤维层积分，可得到截面
力 Pc 的表达式为

Pc ＝
nc
mc
qc
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]
]
]
＝

∑
n
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（5）

对式（5）微分，有
δPc ＝Dcδε0 （6）

可得到截面刚度矩阵 Dc 为

Dc ＝

∑
n

i ＝ 1
AiEc ∑

n

i ＝ 1
AiEcyi 0

∑
n

i ＝ 1
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]
]
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]
]
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]

（7）

式中，kc 为截面混凝土部分的剪切修正系数。
对式（2）微分，有

δε0 ＝ B0δue （8）
基于虚功原理，有

δ（ue） TFc ＝ ∫L0 δεT0Pcdx （9）

式中:Fc 为混凝土部分对单元节点力的贡献；L 为单
元长度。

联立式（8）对式（9）整理得

Fc ＝ ∫L0 BT0Pcdx （10）

联立式（6），对式（10）微分得

δFc ＝ ∫L0 BT0DcB0dxδue ＝ kcδue （11）

式中， kc∫L0 BT0DcB0dx 为混凝土部分对钢筋混凝土纤
维梁在局部坐标系下单元刚度矩阵的贡献。
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在求钢筋对钢筋混凝土纤维梁在局部坐标系下

单元刚度矩阵的贡献 ks 时，暂只考虑钢筋纤维层仅
有一层，假定钢筋在轴向只承受均匀应变 εs 以及剪
应变 τs，钢筋本身转角 θs 和曲率 ψs 为 0。 根据前述
钢筋与混凝土充分黏结，两者变形协调的假定，有

εs
τs

 

 
[
[

 

 
]
] ＝

du0
dx - ys

dθ
dx

γ0
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[
[

 

 

]
]
]
＝ Bsue （12）

式中，ys 为钢筋到形心轴的距离，且

Bs ＝
Bs，b
Bs，j
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]
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12Λ Φ
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，

Bs，8 ＝ - Bs，10 ＝ -
6Λ Φ
L2

参照混凝土纤维层的推导，不难得出钢筋层对
钢筋混凝土纤维梁在局部坐标系下单元刚度矩阵的

贡献为

ks ＝ ks，b ＋ k s，j ＝ EsAs∫LBTs，bBs，bdx ＋ ksGsAs∫LBTs，jBs，jdx
（13）

式中:EsAs、GsAs 分别为钢筋的抗压与抗剪刚度；ks
为钢筋剪切修正系数。

2　 混凝土徐变效应分析

2. 1　 混凝土徐变的增量法计算

对于处于复杂应力状态下的混凝土，其应力应
变关系计算式为[32]

ε（ t） ＝ AΔσ0J（ t，τ0） ＋ ∫l
τ0

J（ t，τ）A dσdτdτ （14）

式中:J（ t，τ） ＝ 1
E（τ） ＋ C（ t，τ0 ）为徐变柔量；C（ t，

τ0）称为徐变度，定义为单位应力作用下产生的徐

变；τ0 为加载龄期；t 为计算龄期；E（τ）为 τ 时刻的
弹性模量；矩阵 A用以考虑泊松比的影响，一般将混
凝土的徐变泊松比视为常数并等于瞬时弹性应变的

泊松比[32]。 因此，对于考虑剪切效应的 Timoshenko
平面纤维梁单元，有

A ＝
1 0
0 2（1 ＋ μ）

 

 
[
[

 

 
]
] （15）

Timoshenko平面纤维梁单元的应力和应变分
别为

σ ＝ [σx τxy] T，
ε ＝ [εx γxy] T （16）

采用增量法进行混凝土结构徐变分析时，一般
将时间轴划分为一系列时段，即 Δt1，Δt2，…，Δtn，其
中 Δtn ＝ tn - tn - 1，在假设混凝土弹性模量不随时间
变化，即 E（τ）为常数 E 的情况下，首先得到徐变应
变的计算式为

εc（ t） ＝ AΔσ0
φ（ t，τ0）
E ＋ 1E ∫

t

τ0

Aφ（ t，τ） dσdτdτ

（17）
在假设时间段划分很小的前提下，可将式（17）

改写为

εc（ t） ＝ A[Δσ0C（ t，t0） ＋ Δσ1C（ t，t1） ＋
Δσ2C（ t，t2） ＋…] （18）

式中，Δσi 为时间轴上 ti 时刻的应力增量。
基于式（18）可分别计算出 3 个相邻时刻 tn - 1、

tn、tn ＋ 1的徐变应变 εc （ tn - 1）、εc （ tn）、εc （ tn ＋ 1），对于
Δtn ＝ tn - tn - 1与 Δtn ＋ 1 ＝ tn ＋ 1 - tn时间段内的徐变应
变增量 Δεcn 和 Δεcn ＋ 1，显然有
Δεcn ＝ εc（ tn） - εc（ tn - 1）

＝ A[Δσ0（C（ tn，t0） - C（ tn - 1，t0）） ＋
　 Δσ1（C（ tn，t1） - C（ tn - 1，t1）） ＋… ＋
　 Δσn - 1（C（ tn，tn - 1） - C（ tn - 1，tn - 1）） ＋
　 Δσn - 1C（ tn - 1，tn - 1）] （19）

Δεcn ＋ 1 ＝ εc（ tn ＋ 1） - εc（ tn）
＝ A[Δσ0（C（ tn ＋ 1，t0） - C（ tn，t0）） ＋
　 Δσ1（C（ tn ＋ 1，t1） - C（ tn，t1）） ＋… ＋
　 Δσn（C（ tn ＋ 1，tn） - C（ tn，tn）） ＋
　 ΔσnC（ tn，tn）] （20）
按式（19）、式（20）计算需储存各个单元在不同

时刻的应力值，会显著增加储存量，降低计算效率。
文献[33]提出用指数函数来表示徐变函数，建立相
邻时刻徐变应变增量之间的递推关系，从而避免储
存应力历史，本研究也采用此方法。
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令混凝土徐变度 C（ t，t0）的表达式为

C（ t，t0） ＝ ∑
m

j ＝ 1
ϕ j（τ）[1 - e -γ j（ t -τ） ] （21）

基于式（21），有
　 　 　 C（ tn＋1，ti） - C（ tn，ti）

　 　 ＝ ∑
m

j ＝ 1
ϕ j（ ti）e -γ j（ tn-ti）[1 - e -γ jΔtn＋1] （22）

联立式（20）与式（22），可得

Δεcn＋1 ＝ ∑
m

j ＝ 1
[1 - e -γ jΔtn＋1]ωj，n＋1 ＋ AΔσnC（ tn，tn）

（23）
ωj，n ＋ 1 ＝ A[Δσ0ϕ j（ t0）e - γ j（ tn - t0） ＋

Δσ1ϕ j（ t1）e - γ j（ tn - t1） ＋… ＋
Δσn - 1ϕ j（ tn - 1）e - γ j（ tn - tn - 1） ＋ Δσnϕ j（ tn）]

（24）
对于式（24）的 ω，由于本研究的 Timoshenko 平

面纤维梁单元处于复杂应力状态，故 ω是向量且有
ω ＝ [ωx 　 ωxy] T。

联立式（19）与式（22），可得

Δωcn ＝ ∑
m

j ＝ 1
[1 - e -γ j（ t -τ）]ωj，n ＋ AΔσn-1C（ tn-1，tn-1）

（25）
ωj，n ＝ A[Δσ0ϕ j（ t0）e - γ j（ tn - 1 - t0） ＋

Δσ1ϕ j（ t1）e - γ j（ tn - 1 - t1） ＋… ＋
Δσn - 2ϕ j（ tn - 2）e - γ j（ tn - 1 - tn - 2） ＋ Δσn - 1ϕ j（ tn - 1）

（26）
联立式（24）与式（26），可得

ωj，n ＋ 1 ＝ωj，ne - γ jΔtn ＋ AΔσ0ϕ j（ tn） （27）
显然

ωj，1 ＝ AΔσ0ϕ j（ t0）， ωj，0 ＝ 0 （28）
联立式（23） ~式（28），可建立 Timoshenko 平面

纤维梁单元徐变应变增量计算的递推式为

Δεcn ＋ 1 ＝ ηn ＋ 1 ＋ qn ＋ 1AΔσn （29）
式中

qn ＋ 1 ＝ C（ tn，tn），

ηn＋1 ＝ ∑
m

j ＝ 1
（1 - e -q jΔtn＋1）ωj，n＋1 ，

ωj，n ＋ 1 ＝ωj，ne - q jΔtn ＋ AΔσnϕ j（ tn），
ωj，1 ＝ AΔσ0ϕ j（ t0）， j ＝ 1，m

应指出的是，对于本研究分析的 Timoshenko 平
面纤维梁单元，η 与 ω一样也是向量，有 η ＝ [ηx 　
ηxy] T。

将 Δεcn ＋ 1作为初应变，计算出其等效节点荷载增

量 ΔPcn ＋ 1，并将其作用于 Δtn ＋ 1时段末，按有限元的
基本方法，ΔPcn ＋ 1可表示为

ΔPcn＋1 ＝ ∫VBT0DΔεcn＋1dV （30）

对式（30）进行具体计算时，可利用弹性矩阵 D
与矩阵 A之间存在 D ＝ EA - 1关系以简化式（25）的
具体计算[32]。

2. 2　 混凝土徐变分析流程

由以上理论分析可知，基于应力应变层次用初
应变法分析 Timoshenko平面纤维梁单元组成的结构
徐变效应的具体步骤如下。

首先是输入基本参数，确定时间轴，然后进行时
步循环，时步循环结束则徐变计算结束，其中在时步
的每次循环中又包括 6 个主要步骤。

①按常规方法计算结构刚度矩阵（如果各时步
内结构无变化，则结构刚度矩阵在整个分析中只需
计算一次，保存后被后续调用）及外加荷载形成的等
效节点荷载矩阵。

②将按式（30）计算的上一时步徐变等效节点
荷载叠加进等效节点荷载矩阵。

③解平衡方程，获得节点位移增量，叠加形成节
点位移总量。

④基于线性应变矩阵 B0 与节点位移增量得到
Timoshenko平面纤维梁单元纤维层各高斯点的应变
增量，叠加形成应变总量 εe，将其减去存储的上一时
步末徐变应变总量（也可称为非应力应变总量）得
到应力应变总量后再得到应力总量，将其减去存储
的上一时步末的应力总量得到本时步的应力增量。

⑤基于第④步算得的本时步的应力增量利用式
（24）进行徐变效应分析，计算出截止到本时步末的
徐变应变增量 Δεc，进而按式（25）计算出用于下一
时步分析的徐变等效结点荷载 ΔPc。

⑥返回①，开始下一时步的分析。

3　 算例分析

本研究包含 3 个算例，前 2 个算例用于验证本
研究计算 Timoshenko 梁的方法是否正确，在此基础
上，用第 3 个算例来验证本研究提出的 Timoshenko
钢筋混凝土纤维梁徐变分析方法的正确性。

3. 1　 简支梁静力分析

如图 2 所示简支梁，与文献[34]相同，本研究也
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采用归一化，几何尺寸、材料及荷载等均未设置单
位。 满跨均布荷载 q ＝ 1 及跨中集中荷载 P ＝ 1，梁
截面为矩形，宽度 B始终为 1. 0，改变梁高 H与跨径
L以体现 Timoshenko 梁的特点。 材料的弹性模量
E ＝2. 0 × 107，剪切模量G ＝ 7. 812 5 × 106，剪切系数

k ＝ 5 / 6。表 1 列出了本研究方法计算值、文献[34]的
解以及基于厚梁理论求得的解，可看出三者在各种
高跨比下均吻合良好，因此本研究求解 Timoshenko
梁的解的精度是有保证的。

表 1　 简支梁跨中挠度对比

Tab. 1　 Comparison of mid-span deflection of simply supported beams

梁高与跨径
单元

数量

集中荷载

厚梁理论[34] 文献[34]解 本研究解

均布荷载

厚梁理论[34] 文献[34]解 本研究解

H ＝ 1　 L ＝ 10 2 1. 288 40 × 10 - 5 1. 288 40 × 10 - 5 1. 288 52 × 10 - 5 8. 004 50 × 10 - 5 8. 004 50 × 10 - 5 8. 005 30 × 10 - 5

4 1. 288 40 × 10 - 5 1. 288 53 × 10 - 5 8. 004 50 × 10 - 5 8. 005 30 × 10 - 5

8 1. 288 40 × 10 - 5 1. 288 53 × 10 - 5 8. 004 52 × 10 - 5 8. 005 30 × 10 - 5

H ＝ 0. 5　 L ＝ 10 2 1. 007 68 × 10 - 4 1. 007 68 × 10 - 4 1. 007 78 × 10 - 4 6. 288 40 × 10 - 4 6. 288 40 × 10 - 4 6. 289 00 × 10 - 4

4 1. 007 68 × 10 - 4 1. 007 78 × 10 - 4 6. 288 40 × 10 - 4 6. 289 00 × 10 - 4

8 1. 007 69 × 10 - 4 1. 007 78 × 10 - 4 6. 288 44 × 10 - 4 6. 289 00 × 10 - 4

H ＝ 0. 1　 L ＝ 10 2 1. 250 38 × 102 1. 250 38 × 10 - 2 1. 250 51 × 10 - 2 7. 814 42 × 10 - 2 7. 814 42 × 10 - 2 7. 815 20 × 10 - 2

4 1. 250 38 × 10 - 2 1. 250 51 × 10 - 2 7. 814 42 × 10 - 2 7. 815 20 × 10 - 2

8 1. 250 39 × 10 - 2 1. 250 51 × 10 - 2 7. 814 43 × 10 - 2 7. 815 20 × 10 - 2

H ＝ 1　 L ＝ 20 2 1. 007 68 × 10 - 4 1. 007 68 × 10 - 4 1. 007 78 × 10 - 3 1. 257 68 × 10 - 3 1. 257 68 × 10 - 3 1. 257 80 × 10 - 3

4 1. 007 68 × 10 - 4 1. 007 78 × 10 - 4 1. 257 68 × 10 - 3 1. 257 80 × 10 - 3

8 1. 007 69 × 10 - 4 1. 007 78 × 10 - 4 1. 257 69 × 10 - 3 1. 257 81 × 10 - 3

H ＝ 0. 5　 L ＝ 20 2 8. 015 36 × 10 - 4 8. 015 36 × 10 - 4 8. 016 16 × 10 - 4 1. 001 54 × 10 - 2 1. 001 54 × 10 - 2 1. 001 64 × 10 - 2

4 8. 015 36 × 10 - 4 8. 016 16 × 10 - 4 1. 001 54 × 10 - 2 1. 001 64 × 10 - 2

8 8. 015 38 × 10 - 4 8. 016 16 × 10 - 4 1. 001 53 × 10 - 2 1. 001 64 × 10 - 2

H ＝ 0. 1　 L ＝ 20 2 1. 000 08 - 1 1. 000 08 - 1 1. 000 18 - 1 1. 250 08 1. 250 08 1. 250 20

4 1. 000 08 - 1 1. 000 18 - 1 1. 250 08 1. 250 20

8 1. 000 08 - 1 1. 000 18 - 1 1. 250 08 1. 250 20

图 2　 承受不同荷载的简支梁

Fig. 2　 Simply supported beams subjected

to different loads

3. 2　 钢筋混凝土悬臂梁静力分析

如图 3 所示正方形截面钢筋混凝土悬臂梁，梁
长 1 650 mm，截面边长 550 mm，钢筋和混凝土的弹

性模量分别为 2. 0 × 105 MPa 和 2. 64 × 104 MPa，泊
松比分别为 0. 3 和 0. 2，在梁端承受一个竖向荷
载 P。

图 3　 钢筋混凝土悬臂梁
Fig. 3　 Reinforced concrete cantilever beam

采用 ABAQUS 程序进行建模分析，分别采用考
虑剪切变形的梁单元 B31 和不考虑剪切变形的梁单
元 B33 来模拟悬臂梁，假定钢筋与混凝土黏结良好，
使用 rebar命令将钢筋嵌入到混凝土内部，作为比
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较，也进行了不考虑钢筋的计算，采用 ABAQUS 程
序提供的位移加载形式。

图 4 给出了悬臂梁在加载前后的变形图。 图 5
给出了基于本研究方法和 ABAQUS 程序分别考虑
和不考虑剪切变形所得到的荷载-位移曲线。 表 2
则列出了具体数值并进行了比较。 可看出:考虑剪
切效应时，本研究解与 ABAQUS解两者误差最大不超
过 2. 3%，而不考虑剪切效应时，两者误差则不超过
1%，均吻合良好，验证了本研究理论及程序的正确。

图 4　 ABAQUS加载前后变形图
Fig. 4　 Deformation diagram before and after ABAQUS loading

对于钢筋的影响，由表 2 可知， 考虑剪切效应，

当梁端位移为 22 mm 时，考虑钢筋和不考虑钢筋分
别需要施加 3 035. 4 kN 和 2 802. 1 kN 的集中荷载，
两者相差 7. 69% ；不考虑剪切效应，当梁端位移为
22 mm 时，考虑钢筋和不考虑钢筋分别需要施加
3 218. 9 kN和 2 957. 8 kN的集中荷载，相差 8. 11% ，
表明钢筋对钢筋混凝土梁的挠度等受力行为具有一

定影响。

图 5　 悬臂梁荷载位移图
Fig. 5　 Load displacement diagram of cantilever beam

表 2　 悬臂梁悬臂端荷载对比

Tab. 2　 Comparison of load at cantilever end of cantilever beam

钢筋截面面积
荷载（考虑剪切） / kN

本研究 ABAQUS
相差 / %

荷载（不考虑剪切） / kN

本研究 ABAQUS
相差 / %

As ＝ 0 2 802. 1 2 744. 5 2. 05 2 957. 8 2 957. 8 0
As≠0 3 035. 4 2 967. 2 2. 25 3 218. 9 3 218. 7 0. 01

3. 3　 钢筋混凝土简支梁徐变分析

该算例来自文献[27]。 跨径 10 m 的钢筋混凝
土简支梁，截面尺寸与配筋等如图 6 所示，其他计算
所需的几何、材料及荷载等参数详见文献[27]，该
文献是采用虚拟层合单元[35]与钢筋杆单元所形成

的组合单元来模拟钢筋混凝土梁，本研究在分析时
将梁均分成 20 个钢筋混凝土 Timoshenko梁单元。

图 6　 承受均布荷载的钢筋混凝土简支梁
Fig. 6　 Reinforced concrete beam with simple

support under uniform load
图 7 ~图 9 给出了本研究计算的钢筋混凝土简

支梁在 3 年内由于徐变引起的挠度、应力及钢筋内
力的变化，同时作为比较，也列出了文献[27]的对

应值，并将相应误差值统计于表 3。 可以看出，本研
究与文献[27]的计算结果吻合良好。

图 7　 简支梁挠度变化图
Fig. 7　 Deflection variation of simple support beam
图 10 给出了钢筋考虑与否对梁挠度的影响，考

虑钢筋后简支梁跨中挠度在自重恒载、徐变 1 年以
及徐 变 3 年 后 的 值 分 别 为 1. 050、 2. 832 与
3. 167 mm，不考虑钢筋的对应值分别为 1. 206、
3. 688 与 4. 213 mm，两者之间分别相差 14. 9% 、
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30. 2%与 33. 0% 。

图 8　 混凝土应力在跨中截面沿梁高变化图
Fig. 8　 Stress variation along the height of middle section

图 9　 钢筋拉力沿梁长变化图
Fig. 9　 Variation of axial force in steel along the beam

从图 7 ~图 10 可看出，钢筋对钢筋混凝土梁的
挠度、应力等影响是比较大的，特别是在拉压受力钢
筋配筋率比较高（本算例配筋率为 0. 982% ）的情况
下。 因此，为提高钢筋混凝土梁的徐变分析精度，计
算模型中考虑钢筋是很有必要的。

图 10　 钢筋对梁挠度影响图
Fig. 10　 Effect of reinforcement on beam deflection

表 3　 本研究与文献[27]各计算值相对误差

Tab. 3　 Relative error of each calculated value in this
paper and literature [27] （单位:% ）

参数 恒载 徐变 1 年 徐变 3 年

跨中挠度 0. 53 0. 53 2. 60

上缘应力 0. 18 2. 04 3. 52

下缘应力 0. 34 5. 29 10. 22

跨中处钢筋拉力 1. 44 0. 57 4. 03

4　 结　 论

1）本研究提出的钢筋混凝土纤维梁单元徐变分
析方法，能考虑实际结构中可能存在的剪切效应，且
计算结果与 Euler-Bernoulli 梁一样体现为单元的轴
力、剪力及弯矩，方便用于截面设计与配筋验算等结
构设计；同时，不像解析法等针对钢筋混凝土简支梁
或连续梁需采用不同的假设而导致方法不通用，本
研究基于有限元法，完全不存在此不通用问题，在各
种类型的钢筋混凝土结构中可自由运用。
2）本研究在进行徐变分析时，分别计入钢筋和

混凝土对单元刚度矩阵以及抗力矩阵的贡献，因此
钢筋对混凝土徐变的阻碍作用可明确计入，能清晰
地界定钢筋与混凝土之间的应力重分布问题。
3）算例 2 和算例 3 的结果表明，钢筋对钢筋混

凝土梁的受力行为影响较明显，对于拉压受力钢筋
配筋率为 0. 982%的算例 3，考虑徐变 3 年后钢筋混
凝土简支梁跨中挠度计入与不计入钢筋影响相差

33. 0% 。 因此，为提高分析精度，对于钢筋混凝土梁
特别是其拉压钢筋配筋率比较高时，建议计算模型
中考虑钢筋。
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