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柔性腿无缘轮被动动态行走器建模与分析

张奇志，戈新生，周亚丽，赵秋玲

（北京信息科技大学自动化学院，100192 北京）

摘　 要：研究柔性腿无缘轮被动动态行走器建模，并分析阻尼系数对系统动力学的影响。 根据行走

器的几何特征，选择独立广义坐标描述系统的位置，使用第二类拉格朗日方程建立柔性腿无缘轮被

动动态行走器的动力学模型。 对柔性腿的结构和物理性质进行分析，得到腿与地面的冲击阶段伸

缩腿的切向发生冲击，而径向不传递冲击力的结论，并提出部分冲击假设条件下的状态跳变模型。
采用不同的阻尼参数进行柔性腿无缘轮被动动态行走的数值仿真，结果验证了所提方法的有效性。
选择较大的阻尼系数，周期行走的双支撑阶段占整个行走周期的 77. 6% ，单支撑阶段占整个行走周

期的 22. 4% ，斜坡角度在 0. 1 ~ 0. 7 rad范围内可以实现周期行走。 柔性腿无缘轮可被动动态行走

的斜坡角度，随着阻尼系数的减小而减小。
关键词：被动动态行走；冲击模型；极限环；柔性腿无缘轮
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Modeling and analysis of the passive dynamic walker
of flexible legged rimless wheel
ZHANG Qizhi，GE Xinsheng，ZHOU Yali，ZHAO Qiuling

（School of Automation，Beijing Information Science & Technology University，100192 Beijing，China）

Abstract:The modeling of the passive dynamic walker of flexible legged rimless wheel is studied，and the
influence of damping coefficient on system dynamics is analyzed. According to the geometric characteristics
of the walker，the independent generalized coordinates are selected to describe the position of the system，
and the second kind of Lagrange equation is used to establish the dynamic model of the passive dynamic
walker of flexible legged rimless wheel. By analyzing the structure and physical properties of the flexible
leg，it is concluded that the impact occurs in the tangential direction of the telescopic leg and the impact
force is not transmitted between the leg and the ground in the radial direction during the impact stage，and
a state jump model under the assumption of partial impact is proposed. The numerical simulation of passive
dynamic walking of flexible legged rimless wheels using different damping parameters verifies the effective-
ness of the proposed method. When a larger damping coefficient is selected，the double-limb support period
of periodic walking accounts for 77. 6% of the whole walking cycle，while the single-limb support period
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accounts for 22. 4% of the whole walking cycle. The periodic walking can be achieved when the slope an-
gle is in the range of 0. 1 - 0. 7 rad. The slope angle of the flexible legged rimless wheel that can passively
and dynamically walk on decreases as the damping coefficient decreases.
Key words:passive dynamic walking； impact model； limit cycle； flexible legged rimless wheel

　 　 被动动态行走利用系统的非线性动力学，仅以
重力势能为能量输入源，机器人即可沿斜坡行走[1]。
被动周期行走在相空间形成极限环，因此也称为极
限环行走。 因为极限环行走器的结构相对简单，且
与人类行走的步态相似，所以得到了研究者的广泛
关注[2-5]。 由于极限环行走器多采用点足或者圆弧
脚，与地面的接触抽象为点接触模型，同时为了减少
能量消耗，欠驱动和非线性是被动行走的本质特征。
极限环的吸引域计算等全局分析是被动动态行走研

究的重要内容，吸引域大小决定了系统的抗干扰性
能。 胞映射方法是一种非线性系统全局分析的有效
工具，将系统的状态空间离散化为胞空间，将状态空
间的映射转换为胞空间的映射，方便使用计算机进
行数值计算[6-7]。 胞映射方法在最优控制路径搜
索[8]，数据驱动的洋海域全局动力学分析[9]等方面

得到了成功的应用。 极限环行走的研究需要极限环
搜索，并分析极限环在状态空间的吸引域，因此胞映
射方法在极限环行走的全局分析中得到了成功应

用[10]。 被动行走虽然采用的模型相对简单，但是其
动力学过程可能出现倍周期分岔甚至混沌现象等丰

富的非线性行为[11-12]。 传统的被动动态行走器对极
限环行走的初值要求比较苛刻，收敛的吸引域通常
比较小，对专注于被动行走的机理研究是非常不利
的。 无缘轮是被动行走研究的简化模型[13-15]，对专
注于研究极限环行走的非线性特征和形成机制，如
同步化、混沌、稳定性和效率等问题具有重要意义。
日本学者 ASANO[13]以经典无缘轮模型为基础，开
展了系列的研究:针对刚性腿无缘轮没有双支撑阶
段问题，通过添加上体并规划系统的期望轨迹，控制
系统出现短暂的双支撑阶段，并减小冲击能量损失。
ASANO等[14]提出了组合无缘轮行走器模型，通过
控制附加质量的周期振荡间接控制系统的周期行

走，并对周期振荡的频率和幅值的影响进行了详细
的分析。 LI等[15]研究了四足对角步态半被动行走

的间接控制问题，并分析了间接控制下机器人的行
走速度、能量效率和局部稳定性。 XIAO 等[16]基于

单自由度系统的近似解析解，通过前馈和反馈控制，
使系统收敛到稳定的极限环。 ASANO 等[17]基于刚

性无缘轮冲击过程的分析，通过控制系统的轨迹避
免腿与地面的冲击作用，实现了无缘轮系统的高能
效快速行走。 因为行走过程中冲击引起系统的能量
损失，如果没有外界能量输入，系统能量单调下降，
不能实现在水平面上周期行走，所以无控制的被动
动态行走只能在斜坡上实现而且自稳定范围小，因
此在被动行走基础上添加小幅度的驱动力，以实现
水平面上的稳定周期行走的研究具有重要意义。
HARADA等[18]将刚性无缘轮的半被动行走过程抽

象为非线性系统在周期激励下的非线性系统的响应

问题，利用弱驱动力作用下强迫振动极限环的同步
现象。 LI等[19]提出了间接控制方法；研究了无缘轮
极限环行走器间接控制的非线性问题，发现了系统
的同步化和混沌现象。 ASANO 等[20]针对刚性无缘

轮行走没有双支撑阶段的问题，通过引入黏弹性腿，
得到了行走的双支撑阶段，并对行走的周期步态和
地面支撑力分布进行了初步的分析。 BUTTER-
FIELD等[21]研究了在分体式传送带上的无缘轮行

走模型，并分析了行走过程的能量转换机制。 采用
刚体模型的极限环行走器只有单支撑和地面冲击两

个阶段，而含有双支撑阶段是人类行走的基本特征。
因此，采用柔性腿模型且具有双支撑阶段的动态行
走更符合实际[22]。

ASANO的黏弹性腿无缘轮研究，选择非独立的
广义坐标采用第一类拉格朗日方法建立系统的动力

学方程，得到的是微分代数方程组，需要进行比较复
杂的矩阵求逆。 冲击模型除了假设后腿不离开地面
之外，其余和刚性腿冲击模型完全相同，没有考虑弹
性腿与刚性腿的区别。 采用较小的弹簧刚度搭配较
大的阻尼系数，使得无缘轮必须在 0. 3 rad（约 17°）
的斜坡上才能实现周期行走，与传统刚性腿极限环
行走器在 3°左右浅斜坡上周期行走相差甚远。

针对 ASANO黏弹性腿无缘轮研究的不足，本研
究将开展以下研究工作:选择合适的独立广义坐标，
采用第二类拉格朗日方法建立系统的动力学方程；
针对柔性腿无缘轮的特点，提出合理的冲击模型；通
过数值仿真，分析腿刚度和阻尼对系统周期行走的
影响。
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1　 动力学模型

本研究设计的无缘轮模型如图 1 所示，采用 8
个相同的缓冲器组成柔性伸缩腿，可伸缩杆与固定
缸体之间装有弹簧，缸体内充油并由调节机构来控
制阻尼的大小。 采用一对无缘轮通过轴连接在一
起，保证无缘轮模型仅在平面内运动。 观察图 1 可
以发现，柔性腿无缘轮的质量绝大部分固定于中间
的圆盘，可伸缩杆的质量相对很小，因此在建立动力
学模型时假设所有质量集中于轮心，同时考虑转动
惯量的影响，忽略可伸缩杆的质量，将每条腿简化为
无质量的弹簧。

图 1　 柔性腿无缘轮设计图
Fig. 1　 Design drawing of rimless wheel with flexible legs

1. 1　 参数描述

本研究采用图 2 所示的简化模型进行动力学分
析，为了简洁，图中未画出与弹簧并联的阻尼器，并
采用如下假设。

图 2　 柔性腿无缘轮简化模型
Fig. 2　 Simplified model of flexible legged rimless wheel

1）模型是完全被动的，不含任何驱动器；2）腿
的质量可以忽略，弹簧并联阻尼组成黏弹性腿，刚度
系数 k（N / m），阻尼系数 c（Ns / m）；3）的质量中心位
于轮心，集中质量为 mH （ kg），绕质心转动惯量为
I（kg•m2）；4）由 8 个相同的腿组成，对称分布，因

此，相邻两条腿之间的夹角为 α ＝ π / 4（rad）；5）撑阶
段前腿和后腿分别称为“腿 1”和“腿 2”，单支撑阶
段，支撑腿称为“腿 1”；6） “腿 1”或“腿 2”发生伸
缩，其余 6 条腿处于自然状态，长度为 10（m）；7） z
和 θ表示“腿 1”末端位置和角位置，角度从地面法
线顺时针转为正；8） l 表示“腿 j”的长度（ j ＝ 1，2）；
9）ϕ（rad）表示斜坡的角度，参数的物理意义见图 3。

1. 2　 单支撑阶段动力学

选择 q ＝ [ l，θ] T为系统的广义坐标，单支撑阶段
结构和参数分布如图 3 所示。 为了简洁，图中没有
画出另外的 6 条腿。

图 3　 单支撑阶段示意图

Fig. 3　 Sketch map of single-limb support

质心位置坐标为

xH ＝ x ＋ l1sin θ
zH ＝ z ＋ l1cos θ

{ （1）

对时间求导，可以得到质心的速度

x•H ＝ l
•
1sin θ ＋ l1θ

•
cos θ

z•H ＝ l
•
1cos θ - l1θ

•
sin θ

{ （2）

系统动能

K ＝ 12 mH（x
•2
H ＋ z

•2
H） ＋

1
2 Iθ
•2

＝ 12 [mH l
•2
1 ＋ （mH l2 ＋ I）θ

•2] （3）

取坐标原点为重力势能零点，系统势能为

P ＝ 12 （ l1 - l0）
2 ＋ mHg[ z ＋ l1cos （θ ＋ ϕ）] （4）

系统耗散能

D ＝ 12 cl
•2
1 （5）

拉格朗日函数 L ＝ K - P，代入到第二类拉格朗
日方程

d
dt
∂L
∂q•

 

 
(

 

 
)- ∂L∂q ＋

∂D
∂q•
＝ 0 （6）

得到系统动力学方程
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mH l
••
1 -mHl1θ

•2 ＋ c l
•
1 ＋ k（l1 - l0） ＋mHgcos （θ ＋ϕ） ＝0

（mH l21 ＋ I） θ
•• ＋ 2mH l1 l

•
1 θ
•
-mHgl1sin （θ ＋ ϕ） ＝ 0

{
（7）

1. 3　 双支撑阶段动力学

冲击结束后，系统进入双支撑阶段，前腿称为
“腿 1”，后腿称为“腿 2”。 双支撑阶段的示意图如
图 4 所示。

图 4　 双支撑阶段示意图
Fig. 4　 Sketch map of double-limb support

由于平面自由刚体的自由度数为 3，两条腿伸
缩各有 1 个自由度，假设支撑腿与地面无滑动接触，
可以简化为铰链约束，共有 4个约束条件，因此，双支
撑阶段系统自由度数为 1。 广义坐标选择的原则是可
以描述物体的位置，同时各广义坐标之间是独立的，
则可以利用第二类拉格朗日方程建立简洁的动力学方

程。 假设两条腿末端之间的距离常数表示为 s ＝ x1 -
x，选择前腿与地面法向的夹角 θ 为广义坐标，根据
正弦定理可以得到两条腿的长度如式（8）所示。

l1
sin （π - π2 - θ - α）

＝ s
sin α ＝ r，

l1 ＝ rcos （α ＋ θ），
l1

sin （ π2 ＋ θ）
＝ s
sin α，

l2 ＝ rcos θ （8）
进而计算出质心坐标为

xH ＝ x1 ＋ l1sin θ ＝ x1 ＋
r
2 [sin （2θ ＋ α） - sin α]

zH ＝ z1 ＋ l1cos θ ＝ z1 ＋
r
2 [cos （2θ ＋ α） ＋ cos α]

 

 

{

|
|

||

（9）
质心速度为

x•H ＝ rθ
•
cos （2θ ＋ α）

z•H ＝ - rθ
•
sin （2θ ＋ α）

{ （10）

系统动能为

K ＝ 12 mH （x
•2
H ＋ z

•2
H） 2 ＋

1
2 Iθ
•2 ＝ 12 （mHr

2 ＋ I）θ
•2

（11）

取坐标原点为重力势能零点，系统势能为

P ＝ 12 k[（ l1 - l0）
2 ＋ （ l2 - l0） 2] ＋

mg[ z1 ＋ l1cos （θ ＋ ϕ）] （12）
系统耗散能为

D ＝ 12 c（ l
•2
1 ＋ l

•2
2） ＝

1
2 cr

2θ
•2[（sin2（θ ＋ α） ＋ sin2 θ]

（13）
拉格朗日函数 L ＝ K - P，代入到第二类拉格朗

日方程式（6），得到系统动力学方程

　 （mHr2 ＋ I）θ
••
- k[（ l1 - l0） rsin （θ ＋ α） ＋

　 （ l2 - l0） rsin θ] ＋ cr2θ
•
[（sin 2（θ ＋ α） ＋ sin2 θ] -

　 mHgrsin （2θ ＋ α ＋ ϕ） ＝ 0 （14）

2　 地面冲击与状态跳变

2. 1　 地面冲击模型

在单支撑阶段，当前腿末端与地面接触时，将发
生腿与地面的冲击，如图 5 所示。

图 5　 地面冲击阶段示意图
Fig. 5　 Sketch map of collision phase

柔性双足行走腿与地面的冲击一般假设后腿不

离开地面，前腿与地面的冲击常用两种模型假设:一
是柔弹簧假设，弹簧不传递任何冲击力[22]；另一种
是刚性冲击假设，冲击模型与刚性腿冲击模型完全
相同，除了后腿不离开地面[20]。 显然这两种冲击模
型假设都存在不合理性，观察图 1 可以看出，腿可以
在径向伸缩，不传递冲击力，而在切向，腿的套筒结
构可以看成刚体，存在冲击作用。 因此，本研究采用
前腿径向不存在冲击，切向发生冲击的部分冲击模
型。 接触点坐标为

x1 ＝ x ＋ l1sin θ ＋ l0sin （α - θ）
z1 ＝ z ＋ l1cos θ - l0cos （α - θ）

{ （15）

笛卡尔坐标速度与广义坐标速度之间的关系为

x• ＝ J（q）q• （16）
其中:x ＝ [x1，z1] T，雅可比矩阵如下
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　 J（q） ＝
sin θ l1cos θ - l0cos （α - θ）
cos θ - l1sin θ - l0sin （α - θ）

 

 
[
[

 

 
]
] （17）

系统的动力学方程为

Mq•• ＋ H q，q•，ϕ( ) ＝ JT（q） f （18）
其中: H q，q•，ϕ( )是单支撑阶段动力学方程式（7）
中，除加速度项以外其它各项组成的向量；f 是接触
点处的合作用力。 腿末端 x处的速度在腿切线方向
的投影为零

Jτ（q） x
•＋ ＝ Jτ（q）J（q） q

•＋ ＝ Jc q
•＋ ＝ 0 （19）

其中， Jτ（q） ＝ [cos （α - θ）sin （α - θ）]， Jc ＝
[sin αl1cos α - l0] 。 由于只考虑腿的切向有冲击作
用，对式（18）在区间[ t - ，t ＋ ]分得

M q•＋ - q•-( ) ＝ JTcNI （20）
其中，NI是切向冲量，根据式（19） ~式（20）可得到
冲击后的广义速度和腿切向的冲量值

NI ＝ - X -1 Jc q
•- （21）

q•＋ ＝ （I2 - M-1 JTc X -1 Jc） q
•- （22）

其中， X ＝ Jc M -1 JTc ，I2表示 2 阶单位矩阵。 冲击结
束后，系统进入双支撑阶段，假设冲击瞬间完成，系
统的位置冲击前后相同，状态转换公式如下

　 q ＝
l0

α - θ -
 

 
[
[

 

 
]
]，q
• ＝

l
•＋
1 cos α - l1θ

•＋ sin α

θ
•＋

 

 

[
[

 

 

]
]
（23）

2. 2　 双支撑到单支撑的转换

双支撑阶段，当后腿的长度达到自然长度 l0，而
且后腿末端的 z 轴方向速度大于 0，则后腿离开地
面，即

l2 ＝ l0，z
• > 0 （24）

系统进入单支撑阶段，状态转换公式如下

q ＝
l -1
θ -

 

 
[
[

 

 
]
]，q
• ＝

l
•-
1

θ
•-

 

 

[
[
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（25）

3　 模型仿真与步态分析

根据前两节得到的动力学方程式（7）、式（14）
冲击模型式（22）和状态转换公式（25），使用 Matlab
对柔性无缘轮的被动动态行走进行数值仿真，参照
文献[20]选择系统的参数见表 1。

图 6 给出了腿角度的相平面图，其中图 6（a）给
出的是系统进入周期行走后的曲线，可以看出该曲
线由双支撑阶段 （0. 59 s，约占整个行走周期的

77. 6% ），单支撑阶段（0. 17 s，约占整个行走周期的
22. 4% ）和冲击转换阶段组合而成，是封闭且严格重
叠的，形成了极限环。

表 1　 系统仿真参数表

Tab. 1　 Parameter settings of system simulation

参数
mH /

kg

α /
rad

φ /
rad

l0 /

m

K /

（N•m - 1）

C /

（Ns•m - 1）

数值 18 π / 4 0. 2 1 1 000 100

图 6　 腿角度的相平面图
Fig. 6　 Phase diagram of leg angnlar

图 6（b）给出的是系统行走全时间段的相平面
曲线，从图 6（b）可以发现，虽然初始状态离极限环
较远，但是仍然能较快地收敛到极限环。 因此，柔性
腿无缘轮被动周期行走的吸引域比较大，初值选择
相对容易。 图 7（ a）给出的是系统进入周期行走后
的腿角度随时间变化曲线，图 7（b）是与之对应的腿
角度速度随时间变化曲线，观察图 7 可以发现，每个
周期内腿角度随时间单调增加。 图 8（ a）给出的是
系统进入周期行走后的两条腿长度随时间变化曲

线，图 8（b）是与之对应的腿长度伸缩速度随时间变
化曲线，观察图 8 可以发现每个周期内两条腿长度
随时间变化规律:双支撑阶段，前腿（腿 1）单调压
缩，后腿（腿 2）单调伸长；单支撑阶段，后腿（腿 2）
长度为自然状态保持不变，前腿（腿 1）先压缩，后
伸长。
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图 7　 腿角度和角速度时间曲线
Fig. 7　 Leg angular and angular velocity time curve

图 8 中关于后腿的长度和速度两条曲线的水平
部分，对应周期行走的单支撑阶段。 文献[20]的模
型中，腿部质量较大，考虑了伸缩腿离地后继续伸长
到最大值的冲击，几乎没有图 8 中曲线的水平部分。
图 9给出的是系统进入周期行走后的地面法向反作用
力随时间变化曲线，和文献[20]的结果类似，并没有柔
性腿双足机器人和人类行走过程出现的双峰曲线。

图 8　 腿长度和速度时间曲线
Fig. 8　 Leg length and stretch velocity time curve

表 2 给出了无缘轮行走过程中地面冲击引起的
系统能量损失。 表 2 对应的初始角速度（1. 2 rad / s）
大于稳定周期行走的角速度初值（0. 8 rad / s 左右）；
表 3 对应的初始角速度（0. 4 rad / s）大于稳定周期行
走的角速度初值。 观察表 2 和表 3 可以发现，在 2
种初始条件下，随着行走步数的增加，冲击的能量损
失都稳定到 1. 617 4 J左右。

表 2　 冲击能量损失量（ θ
■
0 ＝ 1. 2 rad / s）

Tab. 2　 Impact energy loss（ θ
•
0 ＝ 1. 2 rad / s）

步数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

冲击能量损失量 / J 6. 182 5 2. 892 6 2. 871 6 2. 465 1 2. 253 3 2. 004 9 1. 871 0 1. 665 6 1. 617 4 1. 624 4

　 　 在前面的仿真中，初值只是参考了文献[20]的
仿真图粗略选取了状态的初值，从图 6（b）可以发现
初值离极限环距离较远（角速度差 0. 4 rad / s），但系
统可以稳定到极限环。 当 0. 7 rad≥ϕ≥0. 1 rad 时，
采用相同的初值均可实现稳定的周期行走步态。

柔性腿无缘轮系统的刚度和阻尼设计比较重

要，如果像文献[20]一样选择比较小的刚度和大的
阻尼，行走器只能在大的斜坡上行走。 如此设计的
结果是柔性成为了劣势，当然也很容易理解:比如骑
自行车时，当轮胎的气压太低，去掉轮胎直接让刚性
车圈与地面接触，骑起来更轻便。

图 9　 地面法向支撑反力

Fig. 9　 Normal ground reaction force

阻尼参数对可以实现周期行走的坡度范围有比
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较大的影响，选取轻阻尼和无阻尼系数进行了仿真，
系统可以像刚性腿被动动态行走器一样，在小斜坡

上实现周期行走，同时可以周期性走的坡度上限要
比大阻尼的周期性走坡度上限小。

表 3　 冲击能量损失量 （θ
■
0 ＝ 0. 4 rad / s）

Tab. 3　 Impact energy loss （θ
•
0 ＝ 0. 4 rad / s）

步数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

冲击能量损失量 / J 1. 919 6 4. 339 3 4. 220 2 3. 567 7 3. 043 9 2. 351 8 2. 006 6 1. 866 8 1. 664 2 1. 617 4

4　 结束语

本研究选择独立广义坐标，采用第二类拉格朗
日方程建立了柔性腿无缘轮系统的动力学方程，避
免了选择非独立广义坐标建立系统微分-代数动力
学方程组带来的求解复杂性问题。 针对柔性腿无缘
轮系统的结构和物理特性，提出了部分冲击模型，腿
的径向不传递冲击力，只在腿的切向发生冲击作用。
通过数值仿真得到了柔性腿无缘轮系统被动动态行

走的周期解，双支撑阶段时长 0. 59 s，约占整个行走
周期的 77. 6% ，单支撑阶段时长 0. 17 s，约占整个行
走周期的 22. 4% 。 周期行走初值范围比较大，克服
了经典被动动态行走需要通过优化技术获得周期行

走初值的问题。
柔性腿无缘轮系统与普通柔性腿双足机器人的

主要区别是柔性腿无缘轮系统的两腿之间夹角是固

定的，这种约束提高了双支撑阶段双腿系统的刚度，
因此没有出现地面反力的双峰形状。 这种约束使得
柔性腿无缘轮系统的被动动态行走变得容易，自稳
定周期行走初值的范围变大，对研究被动动态行走
机理和特征具有重要意义。
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