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理想流体流动方程推导专题教学方法探讨* ?
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摘 要:连续性方程和欧拉方程是动量传输的核心内容，其推导过程一直是教学中的重点和难点，以往教学中学生
普遍反映难于理解。为了使学生更好的理解和掌握连续性方程及欧拉方程的推导过程，文章对此专题性教学方法
进行探讨，采用易于学生理解和掌握的方法分别推导了流体流动的连续性方程及欧拉方程，并分享了连续性方程
和欧拉方程推导专题教学中的一些认识与体会，为动量传输理论的教学提供一定的参考。
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Fluid Flow Equation
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Abstract: The continuity equation and the Euler equation are the core contents of the momentum transfer． The deriva-
tion process has always been the focus and difficulty in teaching and students generally reflect it is difficult to understand in
the past． In order to make students better understand and master the derivation process of the continuity equation and Euler
equation，in the paper，it is discussed the topic teaching method and deduced the continuity equation and Euler equation of
fluid flow，and some understanding and experience in topic teaching method for derivation of the continuity equation and
Euler equation are shared，providing the reference for teaching of momentum transfer theory．
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冶金传输原理是本科院校冶金工程专业所开设
的一门极其重要的专业基础课程［1 － 2］。冶金传输原

理的内容体系大致可以分为动量传输、质量传输及
热量传输三大板块，由于上述三者具有非常紧密的
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联系，且热量传递和质量传递过程中又常常伴随着
动量传递［3 － 8］，因此扎实的掌握好动量传递对学好
冶金传输原理起到举足轻重的作用。在动量传输板
块中，理想流体流动偏微分控制方程 ( 包括连续性
方程及欧拉方程) 是动量传输部分十分重要的内
容，特别是其推导过程一直是教学中的重点和难点，
以往的教学中，学生普遍反映此部分内容难以理解
和掌握，因此作者以专题教学的形式尝试探索一种
更容易被学生所接受的理想流体流动偏微分控制方
程的推导方法，以改善冶金传输原理实际教学效果。

1 教学方法的探讨
1． 1 相关学科基础知识点的回顾
1． 1． 1 高等数学关键知识点回顾

由于在工程领域所讨论的流体的特征尺寸均大
于其分子平均自由程，在工程上，流体可以看作在
时间和空间上是连续分布的，因此流体的诸多特性
均可以看作是时间和空间的连续函数，流体力学问
题可以借助连续函数这一有力工具进行研究［9］。

如果用于描述流体的某一物理量 P 是时间( τ)
和空间坐标变量( x，y，z) 的函数，即 P = P( x，y，
z，τ) ，则多元函数 P对其中一个变量 x 的导数称为

P对 x的偏导数，用符号Px 表示
。同理Py

、P
z
、P
τ 分

别表示 P对 y、z及 τ的偏导数。
进一步讨论，如果物理量 P 是时间( τ) 和空间

坐标变量( x，y，z) 的函数，即 P = P( x，y，z，τ) ，
而空间坐标变量又仅是时间的函数，即 x = x( τ) ，
y = y( τ) ，z = z( τ) ，则 P对 τ的全导数可表示为下
述式子:

dP
dτ

= P
x

dx
dτ

+ P
y

dy
dτ

+ P
τ

如果 u = u( z，y，z，τ) ，v = v( z，y，z，τ) ，且 u、
v及 uv对 τ的偏导数均存在，那么 uv对 τ的偏导数

为: ( uv)τ
= u v
τ

+ v u
τ

1． 1． 2 物理学关键知识点回顾
体积流量( Qv ) :单位时间内流体流过与其流动

方向垂直的某一截面的总体积，国际单位 m3 /s。
体积通量( qv ) : 单位时间内流体通过与其流动

方向垂直的单位截面的总体积，国际单位 m/s。
质量流量( Qm ) :单位时间内流体流过与其流动

方向垂直的某一截面的总质量，国际单位 kg /s。

体积通量( qm ) : 单位时间内流体通过与其流动
方向垂直的单位截面的总体积，国际单位
kg / ( s·m2 ) 。

上述物理量的存在如下关系:
Qv = qv·A，Qm = qm·A，Qm = ρ·Qv，qm = ρ·qv
其中 A为截面面积，ρ为流体密度。
如果某一流体流速为 ux，则某一时刻通过与其

流动方向垂直的矩形截面 ( 长为 dy，宽为 dz，A =
dydz) 的体积流量为 Qv = uxdydz，质量流量则为
Qm = ρuxdydz，体积通量 qv = Qv /A = ux，qm =
Qm /A = ρux。

动量: 物体质量 ( m) 和其速度 ( u) 的乘积
( mu) 。

冲量:力( F) 和力的作用时间( τ) 的乘积( Fτ)
动量定理: 物体动量的增量等于它所受合外力

的冲量即 Fτ = Δ( mu) 。
1． 2 连续性方程的推导过程

在某一流场中选取一个足够小的六面体控制微
元，其边长分别为 dx、dy、dz，如图 1 所示。

图 1 六面体控制微元质量守恒示意图

以上述控制微元为研究对象，根据质量守恒定
律可得如下关系式:

单位时间内净流[ ]入微元体的质量
= 单位时间内微[ ]元的质量增量

( 1)

某一时刻由与 x轴正向垂直的 ABCD面流入控
制微元内的流体质量流量为 ρuxdydz，由于微元内流
体的密度和流速是随着空间变化的，因此沿 x 轴方
向上单位长度上的流体质量流量的变化率可表示为
( ρuxdydz)

x
，因 dy、dz、dτ和 x无关，因此上式又可以

整理为
( ρux )
x

dydz，而经历了 dx长度后其质量变化

量为
( ρux )
x

dxdydz，因此从与 x轴方向垂直的 EFGH
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面流出的质量流量为 ρuxdydz +
( ρux )
x

dxdydz，因

此，dτ时间内，从 x轴方向上净流入的流体质量流量

为 ρuxdydz － ρuxdydz +
( ρux )
x

dxdyd[ ]z ，也就是
－
( ρux )
x

dxdydz，而 dτ 时间内净流入的质量为

－
( ρux )
x

dxdydzdτ，同理可得 dτ 时间内由 y 轴和 z

轴方向上净流入的质量分别为 －
( ρuy )
y

dxdydzdτ

和 －
( ρuz )
z

dxdydzdτ。

因此 dτ时间内，从六面体控制微元各个方向
上净流入的总质量如式( 2) 所示。

－ ［
( ρux )
x

dxdydzdτ +
( ρuy )
y

dxdydzdzdτ +

( ρuz )
z

dxdydzdτ］ ( 2)

初始时刻控制微元中的流体质量为 ρdxdydz，由
于控制微元内流体的密度是随时间不断发生变化
的，因此单位时间内控制微元内流体的质量变化率

为( ρdxdydz)τ
，经历 dτ 时间后其质量变化量为

( ρdxdydz)
τ

dτ，因此 dτ 内，控制微元内流体质量的

增量应为 ρdxdydz + ( ρdxdydz)
τ

dτ － ρdxdydz =

( ρdxdydz)
τ

dτ，整理后即为:

ρ
τ
dxdydzdτ ( 3)

将 ( 2) 式和( 3) 式带入( 1) 式可得:

ρ
τ
dxdydzdτ +

( ρux )
x

dxdydzdτ +

( ρuy )
y

dxdydzdτ +
( ρuz )
z

dxdydzdτ = 0

上式两端同时除以 dxdydzdτ，可进一步简化为:

ρ
τ

+
( ρux )
x

+
( ρuy )
y

+
( ρuz )
z

= 0 ( 4)

( 4) 式即为连续性方程的一般形式，该方程在
某些情况下还可以进一步化解。将该式展开后可得:

ρ
τ

+ ux
ρ
x

+ uy
ρ
y

+ uz
ρ
z

+ ρ
ux

x
+ ρ
uy

y
+ ρ
uz

z
= 0 ( 5)

由于流体密度 ρ 可以看作是时间和空间的函
数，即:

ρ = ρ( x，y，z，τ) ( 6)
将上式对时间 τ求全导数可得:
dρ
dτ

= ρ
τ

+ ρ
x

dx
dτ

+ ρ
y

dy
dτ

+ ρ
z

dz
dτ

( 7)

由于位移除以时间等于速度，因此有:
dx
dτ

= ux，
dy
dτ

= uy，
dz
dτ

= uz ( 8)

将( 8) 式带入( 7) 式可得:
dρ
dτ

= ρ
τ

+ ux
ρ
x

+ uy
ρ
y

+ uz
ρ
z

( 9)

将( 9) 式代入( 5) 式，则连续性方程又可以改
写为:

dρ
dτ

+ ρ ux

x
+
uy

y
+
uz

( )z = 0 ( 10)

对于不可压缩流体的稳态流动，流体密度不随

着时间和空间变化 ( dρdτ
= 0) ，上式又可以改写为

ux

x
+
uy

y
+
uz

z
= 0，即为不可压缩流体稳态流动连

续性方程。
1． 3 欧拉方程的推导过程

在某一流场中取一个足够小的六面体控制微
元，其边长分别为 dx、dy、dz，如图 2 所示。

图 2 六面体控制微元动量守恒示意图

以上述控制微元为研究对象，根据动量定律可
得如下关系式:

单位时间作用
在控制微元上







的合外力冲量

+
单位时间净
流入控制微
元的动量









=
单位时间
控制微元







动量增量

( 11)
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作用在控制微元上的力有两种，体积力和表面
力。假设沿 x方向作用在与 x轴垂直的ABCD面单位
面积上的压力为 p，由于控制微元所受压力 p是随着
空间改变的，因此其沿着 x 轴单位距离上的压力变

化率可表示为px
，因此 EFGH 面上单位面积上所受

的压力可表示为 p + p
x
dx，方向与ABCD面所受压力

相反，因此控制微元 x 轴方向上所受的总的压力为

［p － ( p + p
x
dx］，即 － p

x
dxdydz，所以 dτ时间内作用

于控制微元 x轴方向上的压力所产生的冲量为:

－ p
x
dxdydzdτ ( 12)

假设流体控制微元在 x轴方向上所受单位质量
力为 X，则微元在 x 轴方向上所受的总体积力为
Xρdxdydz，因此 dτ时间内所产生的冲量为:

Xρdxdydzdτ ( 13)
某一时刻由与 x轴垂直的 ABCD面流入控制体

微元的动量通量为 ρuxux，由于动量通量是随着空间
变化的，沿着 x 轴单位长度的动量通量变化率为
( ρuxux )
x

，经历了 dx 长度后其动量通量变化量为

( ρuxux )
x

dx，因此由 EFGH 面流出控制微元的动量

通量为 ρuxux +
( ρuxux )
x

dx，所以由 x轴方向净流入

控制 微 元 的 动 量 通 量 是 ρuxux － ［ρuxux +
( ρuxux )
x

dx］，即为 －
( ρuxux )
x

dx，因此 dτ时间内由

x轴净流入控制微元的动量为 －
( ρuxux )
x

dxdydzdτ。

由于控制微元内的流体属于三维流动，因此由
y轴和 z轴方向流入控制体微元内的流体同样具有 x
方向的速度 ux。某一时刻由与 y 轴垂直的面 DHGC
流入控制微元的流体在 x轴方向具有的动量通量为
ρuyux，由于动量通量是随着空间变化的，沿着 y轴单

位长度的动量通量变化率为
( ρuyux )
y

，经历了 dy 长

度后其动量通量变化量为
( ρuyux )
y

dy，因此由

ABFE面流出控制微元的流体在 x 轴方向具有的动

量通量为 ρuyux +
( ρuyux )
y

dy，所以由 y轴方向净流

入控制微元的流体所具有的 x轴方向的动量通量是

ρuyux －［ρuyux +
( ρuyuz )
y

dy］，即为，因此 dτ时间内

由 x 轴 净 流 入 控 制 微 元 的 动 量 为

－
( ρuyux )
y

dxdydzdτ。同理可得 dτ时间内由 z 轴净

流入控制微元的动量为 －
( ρuzux )
z

dxdydzdτ，综上

所述，可知 dτ时间内由 x轴、y轴和 z轴三个方向上
净流入控制微元的总动量为:

－
( ρuxux )
x

dxdydzdτ －
( ρuyux )
y

dxdydzdτ －

( ρuzux )
z

dxdydzdτ ( 14)

初始时刻控制微元中的流体所具有的 x方向的
动量为 ρuxdxdydz，由于控制微元动量是随时间发生
变化的，因此单位时间内控制微元内流体的动量变

化率为
( ρuxdxdydz)

τ
，经历 dτ时间后其动量变化量

为
( ρuxdxdydz)

τ
dτ，因此 dτ 时间内，控制微元内流

体的动量增量应为 ρuxdxdydz +
( ρuxdxdydz)

τ
dτ －

ρuxdxdydz =
( ρuxdxdydz)

τ
dτ，整理后为:

( ρux )
τ

dxdydzdτ ( 15)

将式( 12) 、式( 13) 、式( 14) 和式( 15) 代入式
( 11) ，并在等式两边同时除以 dxdydzdτ得:

ρX － p
x

=
( ρux )
τ

+
( ρuxux )
x

+
( ρuyux )
y

+

( ρuzux )
z

( 16)

将式( 16) 右边各项展开得:

ρX － p
x

= ux
p
τ

+ ρ
ux

τ
+ ux

( ρux )
x

+ ρux
ux

x
+

ux
( ρuy )
y

+ ρuy
ux

y
+ ux

( ρuz )
z

+ ρux
uz

z
( 17)

式( 17) 右边各项整理后可得:

ρX － p
x

= ux［
p
τ

+
( ρux )
x

+
( ρuy )
y

+
( ρuz )
z
］+

ρ［
ux

τ
+ ux

ux

x
+ uy

ux

y
+ uz

ux

z
］ ( 18)

然后将式( 4) 连续性方程代入( 18) 式可得:
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ρX － p
x

= ρ［uxτ
+ ux

ux

x
+ uy

ux

y
+ uz

ux

z
］

( 19)
式( 19) 两边同时除以 ρ整理后得:

X － 1
p
p
x

=
ux

τ
+ ux

ux

x
+ uy

ux

y
+ uz

ux

z
( 20)

式( 20) 便为一般形式的欧拉方程，由于等式右
边各项之和实际上就是 ux 对时间 τ的全导数( 推导
过程与式( 9) 的推导类似，这里直接给出结果) ，即:

dux

dτ
=
ux

τ
+ ux

ux

x
+ uy

ux

y
+ uz

ux

z
( 21)

将式( 21) 代入式( 20) 便可进一步将 x 方向的
欧拉方程的简写成:

X － 1
ρ
p
x

=
dux

dτ
( 22)

上面推导了 x 方向的欧拉方程，同理可推导得
到 y方向的欧拉方程为:

Y － 1
ρ
p
y

=
duy

dτ
( 23)

得到的 z方向的欧拉方程为:

Y － 1
ρ
p
z

=
duz

dτ
( 24)

2 教学方法思考与总结
笔者在这部分内容的教学过程中得到了以下几

点认识和体会:
( 1) 由于传输理论的学习涉及到大量高等数学

和物理学知识，高等数学和大学物理课程一般安排
在第一学年开展，而传输原理的教学则安排在第三
学年，因此学生对所学过的高等数学和大学物理知
识点多有遗忘，教学过程中有针对性的引导学生对
教学中所涉及到的高等数学和物理学知识进行回顾
和复习显得非常重要。

( 2) 诸多教材上将动量方程的衡算方程写为
“单位时间作用在控制微元上的合外力冲量 = 单位
时间流出控制微元的动量 － 单位时间流入控制微
元的动量 + 单位时间控制微元的动量增量”，这种
形式的动量衡算方程并不好理解，如果将上式改写
为“单位时间作用在控制微元上的合外力冲量 + 单
位时间净流入控制微元的动量 = 单位时间控制微
元动量增量”，即合外力对控制微元动量的贡献 +
流入控制微元流体对控制微元动量的贡献 = 控制

微元动量的增量。显然后者和前者是等效的，而相比
之下后者比前者更容易被学生所理解和掌握。

( 3) 衡算方程列好后，在将衡算方程中所涉及
到的各项表述为微分形式的过程中也可以有多种不
同的思想，比如连续性方程的推导过程中，许多教材
中在已知从 x方向流入的流体的质量通量为 ρux时，
采用将 ρux 利用泰勒级数展开的思想来求得流经 dx
距离后由 x方向流出的流体的质量通量，显然数学
理论性太强，不便于学生理解和掌握，笔者在教学中
一般采用质量通量 ρux 随着空间发生变化的思想来
求出流出控制微元的质量通量，与前者殊途同归，但
相比之下要比前者更容易理解。

( 4) 在推导连续性方程及欧拉方程时，涉及到
单位时间的概念，以往教材许多教材里用“1”表示
单位时间，由于任何表达式乘以“1”和没有乘以“1”
单从 化 简 后 的 形 式 上 是 不 好 辨 认 的， 如
ρuxdydz × 1 = ρuxdydz，表示的物理意义是单位时
间从 x轴流入控制微元的流体质量，其国际单位为
kg。而 ρuxdydz( 没有乘以“1”时) 则表示 x方向流入
控制微元的流体的质量流量，国际单位 kg /s，可见
上述两个式子经整理后形式是一样的，而物理意义
及单位却完全不同，因此笔者认为将单位时间用
“dτ”表示，可使二者更不容易混淆。

( 5) 在推导流体密度( ρ) 对时间( τ) 的全导数
( 式( 6) —( 9) ) 时，许多教材上并没有交待清楚 ρ是
哪些自变量的函数，就直接给出最终结果，使学生很
难理解，因此任课教师首先要交待清楚，控制微元的
密度是随时间和空间变化的，ρ = ρ( x，y，z，τ) ，并
且空间变量又仅是时间的函数，x = x( τ) ，
y = y( τ) ，z = z( τ) 。这样式( 9) 的推导就非常好理
解了。

( 6) 在推导欧拉方程时，以往教学中学生普遍
反映难以理解为何由 y轴方向和 z 轴方向流入的流
体对 x轴方向的动量也有贡献，因此任课教师需要
强调控制微元内流体的流动属于三维流动，因此不
论从那个方向进入控制微元的流体均具有三个维度
的速度，因此从 y轴方向和 z轴方向流入的流体自然
对 x轴方向的动量也有贡献，这样问题就迎刃而解
了。

3 结束语
冶金传输原理作为冶金专业的一门专业基础课

程，在冶金专业中一直处于举足轻重的地位，其核心
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内容体系包括动量传输、质量传输及热量传输，在动
量传输部分，连续性方程和欧拉方程属于核心内容，
其推导过程一直是传输原理教学中的重点和难点。
笔者尝试采用易于学生理解和掌握的思想分别推导
了上述方程，并分享了上述方程推导过程中的一些
认识与体会，为动量传输理论的教学提供一定的参
考。
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6 结束语
通过对包钢宽厚板轧机主传动交 －交变频器直

流电流调节器计算方法分析，对控制系统有了深入
了解，并逐步总结出各个参数对整个系统性能的影
响，使该套设备具有了稳定、高效、低事故率的特点，
保证了设备的运行稳定，为工艺稳定生产和新产品

开发创造了条件。
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