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摘要： 以三层组合梁为研究对象， 开展考虑双界面滑移的几何非线性有限元分析方法的研究。 首

先， 基于三层组合梁的弹性力学基本方程， 即平衡、 几何以及物理方程， 建立其位移控制微分方

程， 利用直接刚度法推导出局部坐标系（共旋坐标系）下具有 “精确” 特点的几何线性单元刚度矩

阵， 其中离散的柔性抗剪连接件用连续界面黏结滑移模型模拟； 其次， 利用几何非线性分析的共

旋坐标法导出结构坐标系与局部坐标系（共旋坐标系）之间的转换矩阵， 建立结构坐标系下三层组

合梁单元的几何非线性切线刚度矩阵， 对应的等效节点力矩阵可同时求得； 最后， 针对实际工程

中施加于三层组合梁的集中力作用点以及边界约束点与有限元模型节点不一致而导致的偏心效应，
该文采用刚臂以及力等效的原则予以考虑。 综合上述成果建立三层组合梁考虑双界面滑移的几何

非线性有限元分析方法， 研制出相应程序， 对三个典型三层组合梁算例进行分析， 与已有文献计

算及试验结果的对比验证该文方法及程序的正确性与可靠性。
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０　 引　 　 言

组合梁一般由界面处的抗剪连接件将不同材料

制成的构件连接而成， 相对于单层梁而言， 组合梁

能充分发挥不同材料的优势因而具有更优异的力学

性能［１⁃３］。 除了常规的以钢⁃混凝土组合梁为代表的双

层组合梁以外， 三层以及多层的组合梁在工程实践

中应用也比较广泛， 如钢⁃混凝土⁃钢夹层梁［４⁃６］、
ＧＦＲＰ⁃钢⁃混凝土组合梁［７］、 ＵＨＰＣ⁃ＮＣ⁃ＵＨＰＣ 组合

梁［８］以及钢⁃ＮＣ⁃ＵＨＰＣ 组合梁［９］等。 由于完全刚性的

抗剪连接件在实际组合梁中难以实现， 层间界面滑

移因此不可避免［１０⁃１１］， 已有研究表明， 界面滑移对

组合梁受弯承载力影响较小， 对组合梁的刚度则有

一定程度的降低［１２⁃１３］， 并且相对于同等跨径的单层

梁而言组合梁的截面尺寸减小， 在横向及轴向荷载

作用下会呈现出一定的几何非线性； 因此， 在进行

组合梁受力性能研究中必须考虑界面滑移与几何非

线性效应， 而这也是建立组合梁有限元分析方法的

热点和难点［１４⁃１６］， 相对于双层组合梁而言， 三层组

合梁中由于层数增多而导致滑移界面增加使得这一

问题趋向于更复杂［１７］。
在考虑界面滑移的组合梁有限元分析方法中，

在单个梁层里如果仍采用常规的梁单元形函数， 即

单元内部轴向位移和横向位移分别采用位置坐标的

一次和三次插值函数， 在界面抗剪刚度趋向无穷大

时会出现所谓的滑移或曲率闭锁， Ｒａｎｚｉ 等［１８］ 对此有

详细论述。 为避免出现上述滑移或曲率闭锁， 在双

层组合梁的研究中主要有以下三种方法： 一是基于

应变［１９］、 力［２０］ 或混合［２１］ 插值的方式构建有限元模

型； 二是基于分析无界面滑移效应层合梁的高阶剪

切变形理论［２２］建立的高阶组合梁分析方法［２３］， 该方

法在保证组合梁每个梁层不出现剪切闭锁的同时，
能准确计算出截面实际呈抛物线变化分布的剪应力，
无需像铁摩辛柯梁要依据截面形状引入剪切修正因

子， 同时也满足梁顶、 底面无剪应力条件， 因此还

被后续研究者用于组合梁的屈曲［２４］、 动力［２５］ 以及几

何非线性［２６］分析； 三是直接从 Ｎｅｗｍａｒｋ 方程［２７］或弹

性力学平衡方程出发， 利用直接刚度法推导出所谓

的 “精确” 组合梁单元刚度矩阵， 从源头上避免了

单元内部由于各种变量场假定不一致而可能带来的

滑移、 曲率闭锁问题［２８⁃３１］。 对三层组合梁而言， 考

虑界面滑移的研究与双层组合梁的基本相同， Ｍｏｓａ
等［３２］采用每个节点有 ５ 个自由度的一维梁单元模拟

Ｓｔｏｂｉｅ 杆， 比常规梁单元多出的两个自由度用于模拟

层间滑移， 建立了考虑部分剪切相互作用的锥形三

层夹层杆计算模型， 该模型后续经过拓展还被用于

此类结构的几何非线性分析［３３］ 与动力分析［３４］。 Ｌｉｎ
等［３５］通过先引入内部自由度后再将其静力凝聚掉的

方式来避免由于基于位移有限元而易出现的滑移闭

锁问题， 在此基础上进行考虑界面滑移的三层组合

梁静动力分析。 Ｆｏｒｔｕｎａ 等［３６］ 针对具有层间滑移及指

接的多层组合梁建立了完全基于应变插值的有限元

列式， 该有限元列式基于 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 等［３７］ 建立的梁理

论并利用修正的虚功原理推导而得， 计算分析表明

该有限元列式能完全消除滑移闭锁和剪切闭锁。 Ｋｅｏ
等［３８］基于弹性力学基本原理建立了以滑移和剪切变

形为主要变量的一组耦合微分方程组， 对其解析求

解， 进而利用直接刚度法求得 “精确” 三层或多层

组合梁单元刚度矩阵。 应该讲， 在组合梁中仅考虑

界面滑移影响的有限元分析方法已经比较成熟。
在组合梁的几何非线性分析研究方面， 目前研

究三层组合梁的文献很少， 且大都采用解析或半解

析的方法［３９⁃４１］， 在采用有限元方法方面， Ｋｉｍ 等［４２］
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从连续介质力学梁单元理论出发， 先建立考虑层间

滑移的多层组合梁非线性运动学， 再建立多层组合

梁的几何与位移插值函数， 最终建立起多层组合梁

几何非线性有限元分析的 ＴＬ 列式。 与之相比， 从有

限元角度研究双层组合梁几何非线性的文献相对较

多， 采用的也是 ＴＬ、 ＣＲ 法等常用的几何非线性列式

方法。 Ｓｏｕｓａ 等［４３］ 通过在应变⁃位移关系中考虑非线

性二次项来考虑几何非线性， 建立了基于伯努利梁

理论的双层组合梁几何非线性分析的 ＴＬ 列式， 该列

式还在 Ｓｏｕｓａ 等［４３］ 开展的后张预应力钢混组合梁非

线性有限元分析中得到应用。 Ｒａｎｚｉ 等［４５］ 基于几何精

确理论， 在物体运动为小应变和中等转动的前提下，
同样通过考虑非线性应变二次项来考虑几何非线性，
建立了考虑滑移与掀起效应的组合梁几何非线性有

限元分析的 ＴＬ 列式。 与 ＴＬ、 ＵＬ 法研究几何非线性

分析时其列式与几何线性刚度矩阵推导的假定及过

程紧密相关不同， 基于 ＣＲ 法的几何非线性分析列式

与几何线性刚度矩阵推导完全无关， 换言之， 只要

单元拥有的节点数以及每个节点所含的自由度相同，
则将几何线性刚度矩阵转换为几何非线性刚度矩阵的

过程及所需的转换矩阵是完全一致的， 这将大大减小

相关研究的难度和工作量［４６⁃４７］。 据此， Ｋｒａｗｃｚｙｋ 等［１５］

利用精确解析单元刚度、 Ｂａｔｔｉｎｉ 等［１６］则利用经过静力

缩聚的阶谱单元刚度， 分别作为共旋坐标系下的单元

局部刚度矩阵， 利用共旋法推导出能进行双层组合

梁大变形与大转动分析的几何非线性单元刚度矩阵，
其中前者为能克服滑移闭锁的伯努利梁单元， 后者

为能克服滑移闭锁和剪切闭锁的铁摩辛柯梁单元。
具有良好性能的高阶梁理论几何线性单元［２３］ 也基于

共旋法被拓展用于几何非线性并材料非弹性分析［２６］，
Ｌｅｍｅｓ 等［４８］对几何非线性与材料非线性分别采用共

旋法和塑性铰法， 建立了钢⁃混组合梁非线性分析的

数值方法， Ｏｅｎｇ 等［４９］同时考虑滑移与掀起效应， 基

于共旋法建立了两层组合梁⁃柱的大位移分析方法，
陈亮［５０］基于共旋法建立了双层组合梁考虑几何非线

性与收缩徐变等长期效应的同步算法。 应当指出的

是， 如上述尽管基于 ＣＲ 法开展双层组合梁非线性研

究的文献比较多， 但将其用于三层组合梁非线性研

究的文献笔者尚未见到。
鉴于此， 在学习上述相关文献的基础上， 本文

首先以 Ｋｅｏ 等［３８］推导的考虑各梁层剪切变形的多层

组合梁几何线性单元再结合伯努利梁理论， 推导出

局部坐标系（共旋坐标系）下三层组合梁不考虑梁层

剪切变形的几何线性单元刚度矩阵， 再改进双层组

合梁共旋法［１５⁃１６］ 中间变量求解方法存在的不足并将

其拓展用于三层组合梁， 最终建立基于 ＣＲ 法并考虑

双界面滑移的三层组合梁非线性有限元分析方法，
基于 Ｆｏｒｔｒａｎ 语言研制了相应程序， 并用三个典型算

例验证了本文算法及程序的正确性与适用性。

１　 局部坐标系下三层组合梁单元刚度矩阵

１· １　 弹性力学方程

１. １. １　 基本假设

（１） 基于欧拉⁃伯努利梁理论， 即各梁层变形前

后均满足平截面假定， 不考虑剪切变形。
（２） 各梁层横向位移 ｖ 和转角 θ 相同， 轴向位移

ｕ 由于相邻梁层间的滑移而不相同。
（３） 离散的剪力连接键用连续界面黏结滑移模型

模拟。
（４） 基于共旋坐标法考虑几何非线性的基本原

则［５１］， 几何非线性通过各变量在共旋坐标系与结构

坐标系之间的转换矩阵予以实现， 共旋坐标系内则

仍采用小变形假定。
１. １. ２　 平衡方程

如图 １ 所示为三层组合梁的一个微段， 对每一梁

层的受力进行微分， 可得以下平衡方程（图中力和力

矩的方向参照文献［３０］， 以保证前后推导一致）：

∂ｘＮ ａ ＋ Ｄｓｃ１
＝ ０

∂ｘＮ ｂ － Ｄｓｃ１
＋ Ｄｓｃ２

＝ ０

∂ｘＮ ｃ ＋ Ｄｓｃ２
＝ ０

∂ｘＭ ＋ Ｔ ＋ ∑
２

ｋ ＝ １
Ｄｓｃｋｈｋ ＝ ０

∂ｘＴ ＋ ｐｙ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１）

式中： ∂ｘ● ＝ ｄ● ／ ｄｘ （此式在全文的公式推导中都适

用）， Ｔ ＝ Ｔ ａ ＋ Ｔ ｂ ＋ Ｔ ｃ， Ｍ ＝ Ｍ ａ ＋Ｍ ｂ ＋Ｍ ｃ， Ｎ ｉ、 Ｍ ｉ、

Ｔ ｉ（ ｉ＝ａ， ｂ， ｃ ）分别为第 ｉ 梁层形心处的轴向力、 弯

矩与剪力（在力变量上加上横线 ‘⁃’ 是表示为局部

坐标系下的值， 以下类同）， ｈ１ ＝ ｂａ ＋ｔｂ与 ｈ２ ＝ ｂｂ ＋ｔｃ分
别为梁层 ａ 与 ｂ 以及 ｂ 与 ｃ 的形心轴距离（ ｔｉ和 ｂｉ分别

是第 ｉ 梁层形心轴到该梁层上表面和下表面的距离，
详见图 ２）， Ｄｓｃｉ（ ｉ＝ １， ２）为界面上单位长度的水平剪

力， ｐｙ为施加的外荷载。
１. １. ３　 几何方程

图 ２ 为局部坐标系下三层组合梁变形协调关系示

意图。 基于前述基本假设（１）和（２）， 各梁层的轴向

应变 εｉ和曲率 κ 可以用轴向位移 ｕ ｉ、 转角 θ以及横向

位移 ｖ表示为：



０６４　　　 ｜ ＣＨＩＮＡ ＣＩＶＩＬ ＥＮＧＩＮＥＥＲＩＮＧ ＪＯＵＲＮＡＬ　 Ｖｏｌ. ５９， Ｎｏ. １　 Ｊａｎ. ２０２６

层a

层b

层c

Dsc1

Dsc2

Tc

Nc
Mc
Tb

Nb
Mb
Ta

Na
Ma Ma+dMa
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图 １　 三层组合梁微段受力图

Ｆｉｇ· １　 Ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｍｉｃｒｏｓｅｇｍｅｎｔ ｏｆ
ｔｈｒｅｅ⁃ｌａｙｅｒ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ

εｉ ＝ ∂ｘｕ ｉ， 　 ｉ＝ａ， ｂ， ｃ

κ＝ ∂ｘθ ＝ ∂２
ｘｖ

{ （２）

层间滑移 ｇ ｋ（ｋ＝ １， ２） 可认为是上下相邻梁层在

连接界面上的轴向位移差， 有：

ｇ １ ＝ｕｂ－ｕ ａ－ｈ１θ

ｇ ２ ＝ｕ ｃ－ｕｂ－ｈ２θ
{ （３）

ta
ba

tc

bc

tb
h1

h2
bb

层a

层a

层b

层c

层b

层c

v

xl

uc

ub

ua

yl

θ

θ

θ

g1

g2

图 ２　 三层组合梁变形协调关系示意图

Ｆｉｇ· ２　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｒｅｅ⁃ｌａｙｅｒ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ

１. １. ４　 本构方程

基于线弹性假设对每个截面进行积分运算， 可

以得到广义的应力⁃应变关系：

Ｎｉ ＝ ∫
Ａｉ
σｄＡｉ ＝ （ＥＡ） ｉεｉ， ｉ ＝ ａ， ｂ， ｃ

Ｍｉ ＝ － ∫
Ａｉ
ｙσｄＡｉ ＝ Ｅ ｉＩｉκ， ｉ ＝ ａ， ｂ， ｃ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４）

式中： （ＥＡ） ｉ ＝ Ｅ ｉＡｉ为第 ｉ 梁层的轴向刚度， Ｅ ｉ、 Ａｉ、

Ｉｉ（ ｉ＝ａ， ｂ， ｃ）分别是第 ｉ 梁层的弹性模量、 面积和惯

性矩（为与前面 Ｍ ＝Ｍ ａ ＋Ｍ ｂ ＋Ｍ ｃ对应， 也为后续表示

方便， 在后续表达中将 ＥａＩａ＋ＥｂＩｂ＋ＥｃＩｃ用 ＥＩ０表示）。
各梁层通过离散的剪力连接键连接形成一个整

体的三层组合梁， 计算中将离散的柔性抗剪连接键

用连续界面黏结滑移模型模拟， 参照已有文献［１０，１６］，
假定剪力 Ｄｓｃ与界面滑移 ｇ之间存在线性关系：

Ｄｓｃｋ
＝ ｋｓｃｋｇ ｋ， 　 ｋ＝ １， ２ （５）

式中： ｋｓｃｋ为相邻梁层结合面的抗剪刚度。
１· ２　 控制微分方程

联立几何方程式（２）及本构方程式（４）， 并将结

果代入平衡方程式（１）， 可得到欧拉伯努利梁理论下

各梁层的控制方程， 有：

∂２ｕ ｉ ＝
ｋｓｃｉ－１ｇ ｉ －１ － ｋｓｃｉｇ ｉ( )

（ＥＡ） ｉ
， 　 ｉ ＝ ａ， ｂ， ｃ

∂３
ｘｖ ＝ － １

ＥＩ０
∑

２

ｋ ＝ １
Ｄｓｃｋｈｋ － Ｔ

ＥＩ０

∂２
ｘθ ＝ ∂３

ｘｖ ＝ － １
ＥＩ０

∑
２

ｋ ＝ １
Ｄｓｃｋｈｋ － Ｔ

ＥＩ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（６）

应当强调的是， 式（６）中当 ｉ 分别取值为 ａ、 ｂ、 ｃ
时， ｋｓｃｉ－１与 ｋｓｃｉ相对应取 ｋｓｃ０与 ｋｓｃ１、 ｋｓｃ１与 ｋｓｃ２、 ｋｓｃ２与

ｋｓｃ３； 同理， ｇ ｉ－１与 ｇ ｉ也对应取 ｇ ０与 ｇ １、 ｇ １与 ｇ ２、 ｇ ２

与 ｇ ３， 不过因为 ｋｓｃ０、 ｋｓｃ３、 ｇ ０ 与 ｇ ３ 实际并不存在，
在程序计算时可赋 ０ 值。

对滑移方程（３）进行求导可以得出以下二阶微分

方程：
∂２ｇ ｉ ＝ αｉｋｓｃｉｇ ｉ － βｉｋｓｃｉ－１ｇ ｉ －１ － βｉ ＋１ｋｓｃｉ＋１ｇ ｉ ＋１ ＋

∑
２

ｉ ＝ １
ｈｉＤｓｃｉａｉ ＋ ｈｉ

Ｔ
ＥＩ０

　 ｉ ＝ １， ２， ３
（７）

式中： α１ ＝
１

（ＥＡ） ａ
＋ １
（ＥＡ） ｂ

； α２ ＝
１

（ＥＡ） ｂ
＋ １
（ＥＡ） ｃ

； β１ ＝

－ １
（ＥＡ） ａ

；β２ ＝ － １
（ＥＡ） ｂ

； β３ ＝ － １
（ＥＡ） ｃ

； ａ１ ＝
ｈ１

ＥＩ０
； ａ２ ＝

ｈ２

ＥＩ０
。 与式（６）第一行类似， 计算时可将 α３、 ｋｓｃ４、 β４、

ｇ ４、 ｈ３赋 ０ 值。
１· ３　 局部坐标系下精确单元刚度矩阵

为了简化计算， 将式（７）中的系数用矩阵的形式

表示， 有：

∂２ｇ ＝Ａ１ｇ＋Ａ２ｇ＋Ｈ
Ｔ
ＥＩ０

（８）

式中： Ｈ＝ ｈ１ ｈ２[ ] Ｔ； ｇ ＝ ｇ １ ｇ ２[ ]
Ｔ；
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Ａ１ ＝
ｋｓｃ１α１ ｋｓｃ２β２

ｋｓｃ１β２ ｋｓｃ２α２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
； Ａ２ ＝

ｈ２
１ｋｓｃ１

ＥＩ０

ｈ１ｈ２ｋｓｃ２

ＥＩ０
ｈ２ｈ１ｋｓｃ１

ＥＩ０

ｈ２
２ｋｓｃ２

ＥＩ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

。

令 Ａ＝Ａ１＋Ａ２， 有：

∂２ｇ ＝Ａｇ＋Ｈ Ｔ
ＥＩ０

（９）

分别用 Ａｖ和 Ａλ表示矩阵 Ａ 的特征向量和特征值

矩阵， 则式（９）可以表示为：

∂２ｇ～－Ａλｇ～ ＝Ｈ
Ｔ
ＥＩ０

（１０）

式中： ｇ～ ＝Ａ－１
ｖ ｇ； Ａλ ＝Ａ

－１
ｖ ＡＡｖ； Ｈ ＝Ａ－１

ｖ Ｈ。
进一步将式（１０）进行拆分， 有：

∂２ｇ～ ｉ－λ ｉｇ～ ｉ ＝Ｈ ｉ
Ｔ
ＥＩ０

， 　 ｉ＝ １， ２ （１１）

式中： λ ｉ为矩阵 Ａ 的特征值； ｇ～ ｉ和 Ｈ ｉ分别为向量 ｇ～

和 Ｈ 的子项。
为适应整体的平衡条件， 参照文献［１０］和［１６］，

假定剪切力 Ｔ 沿 ｘ 轴方向呈线性分布， 有：

Ｔ （ｘ）＝ －ｐｙｘ＋Ｑ１０ （１２）
式中： Ｑ１０为常数项， 表示梁左侧的剪切力。

求式（１１）的通解 ｇ～ １与 ｇ～ ２， 再参照式（８）的方式

整合， 有：
ｇ～ ＝Ｘ ｇ～Ｃ＋Ｚ ｇ～ （１３）

式中： ｇ～ ＝ ｇ～ １ ｇ～ ２[ ]
Ｔ； Ｃ＝ ｌＣ１ Ｃ２ … Ｃ１０[ ] Ｔ。

Ｘｇ～ ＝

ｅ λ１（ｘ－Ｌ） ０

ｅ－ λ１ｘ ０

０ ｅ λ２（ｘ－Ｌ）

０ ｅ－ λ２ｘ

０ ０
０ ０
０ ０
０ ０
０ ０

－Ｈ １

λ１ＥＩ０

－Ｈ ２

λ２ＥＩ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

Ｔ

， Ｚｇ～ ＝
ｐｙｘ
ＥＩ０

Ｈ １

λ１
　

Ｈ ２

λ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

，

Ｃ１、 …、 Ｃ１０需要由边界条件确定， 计算过程见下文

式（１７）。
联立式（９）、 式（１０）和式（１３）可得：

ｇ ＝ＸｇＣ＋Ｚｇ （１４）
式中： Ｘｇ ＝ＡｖＸｇ～ ； Ｚｇ ＝ＡｖＺｇ～ 。

将式（１４）代入式（６）， 积分并化简， 可得到各个

位移分量的精确表达式， 有：
ｕ ｉ ＝Ｘｕ，ｉＣ＋Ｚｕ，ｉ， 　 ｉ＝ａ， ｂ， ｃ
ｖ ＝ＸｖＣ＋Ｚｖ

θ ＝ＸθＣ＋Ｚθ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１５）

式中：

Ｘｕ， ａ ＝ －
ｋｓｃ１

（ＥＡ） ａ
∫ ∫Ｘｇ１ｄｘ( ) ｄｘ ＋ Γ８ｘ ＋ Γ９；

Ｘｕ，ｂ ＝Ｘｇ１
＋Ｘｕ，ａ＋ｈ１Ｘθ；

Ｘｕ，ｃ ＝Ｘｇ２
＋Ｘｕ，ｂ＋ｈ２Ｘθ；

Ｘｖ ＝∫ ∫ ∫ －
－ Γ１０

ＥＩ０
－ ∑

２

ｋ ＝ １

ｈｋＸｇ

ＥＩ０
ｋｓｃｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＋

Γ５
ｘ２

２
＋ Γ６ｘ ＋ Γ７；

Ｘθ ＝ ∂Ｘｖ。
上述各式中包含的 Γｉ（ ｉ ＝ １， …， １０）为第 ｉ 个元

素值等于 １ 的 １０ 阶列向量， 如 Γ５ ＝［０　 ０　 ０　 ０　 １
０　 ０　 ０　 ０　 ０］ Ｔ。

式（１５）中 Ｚｕ，ｉ、 Ｚｖ和 Ｚθ是由外荷载作用所产生

的， 其表达式有：

Ｚｕ， ａ ＝ －
ｋｓｃ１

（ＥＡ） １
∫ ∫Ｚｇ１ｄｘ( ) ｄｘ

Ｚｕ， ｂ ＝ Ｚｇ１
＋ Ｚｕ， ａ ＋ ｈ１Ｚθ

Ｚｕ， ｃ ＝ Ｚｇ２
＋ Ｚｕ， ｂ ＋ ｈ２Ｚθ

Ｚｖ ＝

∫ ∫ ∫ ｐｙｘ
ＥＩ０

－ ∑
２

ｊ ＝ １

ｈ ｊ

ＥＩ０
ｋｓｃ ｊＺｇ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ

Ｚθ ＝ ∂Ｚｖ
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ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１６）

如图 ３ 所示， 设局部坐标系下三层组合梁单元的

节点位移矩阵为 ｐｌ ＝ ［ｕ ａｉ 　 ｕｂｉ 　 ｕ ｃｉ 　 ｖ ｉ 　 θ ｉ 　 ｕ ａｊ 　 ｕｂｊ

ｕ ｃｊ 　 ｖ ｊ 　 θ ｊ］ Ｔ， 由于组合梁单元长度为 Ｌ， 单元两端

点的坐标分别为 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ Ｌ， 将此两处的位移值作

为已知边界条件代入式 （ １５）， 即可得到常数矩阵

Ｃ， 有：
Ｃ＝Ｘ－１ ｐｌ－Ｚ( ) （１７）

式 中： Ｘ ＝ ＸＴ
ｕ，ａ（ｘ＝ ０）， ……， ＸＴ

θ（ｘ＝Ｌ）[ ] Ｔ； Ｚ ＝
［ＺＴ

ｕ，ａ（ｘ＝ ０）， ……， ＺＴ
θ（ｘ＝Ｌ）］ Ｔ。

设局部坐标系下三层组合梁单元节点力矩阵为

Ｆｌ ＝［Ｎ ａｉ 　 Ｎ ｂｉ 　 Ｎ ｃｉ 　 Ｔ ｉ 　 Ｍ ｉ 　 Ｎ ａｊ 　 Ｎ ｂｊ 　 Ｎ ｃｊ 　 Ｔ ｊ 　
Ｍ ｊ］ Ｔ， 为求得截面内力矩阵， 可将式（１５）代入式（２）
得到应变的表达式， 再将其代入式（４）， 有：

Ｎ ｉ（ｘ）＝ ＹＮｉ（ｘ）Ｃ＋ＲＮｉ（ｘ）， ｉ＝ａ， ｂ， ｃ
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Ｍ（ｘ）＝ ＹＭ（ｘ）Ｃ＋ＲＭ（ｘ）

Ｔ （ｘ）＝ ＹＴ（ｘ）Ｃ＋ＲＴ（ｘ） （１８）
式中：

ＹＮｉ ＝Ｅ ｉ Ａｉ ∂ｘ Ｘｕ，ｉ； ＹＭ ＝ ＥＩ０ ∂ｘ Ｘθ； ＹＴ ＝ Γ１０； ＲＮｉ ＝
Ｅ ｉＡｉ∂ｘＺＮ，ｉ， ｉ＝ａ， ｂ， ｃ； ＲＭ ＝ＥＩ０∂ｘＺθ； ＲＴ ＝ －ｐｙｘ。
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Ti,vi

Nai,uai

Nbi,ubi

Nci,uci

Tj,vj

Naj,uaj

Nbj,ubj

Ncj,ucj
Mi,  iθ

Mj,  jθ

xl

(a)

(b)

(c)

图 ３　 局部坐标系下三层组合梁单元节点力和节点位移

Ｆｉｇ· ３　 Ｎｏｄａｌ ｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｒｅｅ⁃ｌａｙｅｒ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｉｎ ｌｏｃａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

将单元两端点坐标 ｘ＝ ０ 和 ｘ ＝ Ｌ 处的相关值作为

已知边界条件代入式（１８）， 整理后有：
Ｆｌ ＝ＹＣ＋Ｒ （１９）

式 中： Ｙ ＝ ＹＴ
Ｎａ（ｘ＝０）， ……， ＹＴ

θ（ｘ＝Ｌ）[ ] Ｔ； Ｒ ＝
ＲＴ

Ｎａ（ｘ＝ ０）， ……， ＲＴ
θ（ｘ＝Ｌ）[ ] Ｔ。

将式（１７）代入式（１９）， 有：
Ｆｌ＋Ｆｌ０ ＝Ｋｌｐｌ （２０）

式中： Ｋｌ ＝Ｙ（Ｘ） －１； Ｆｌ０ ＝ＫｌＺ－Ｒ。 Ｋｌ即为三层组合梁

在局部坐标系下的单元刚度矩阵， Ｆｌ０是单元内部载

荷引起的节点力， 本文不考虑结构的内部荷载， 因

此该项取 ０。
由式（１５）的推导可知， 本文中求得的 ｕ、 ｖ、 θ

均是基于弹性力学微分方程的解析解获得， 即所谓

的 “精确位移场”， 可避免传统位移有限元法中位移

场假设为多项式可能带来的弊端， 且为保证计算结

果精度所需划分的最小单元数仅取决于边界与荷载

情况［３８］， 因此本文参照文献［３０⁃３１］将其定义为 “精
确” 刚度矩阵。

２　 结构坐标系下单元切线刚度矩阵

２· １　 结构与共旋两种坐标系之间位移转换

对于本文研究的考虑双界面滑移的三层组合梁，
建立图 ４ 所示的两种坐标系， 即结构坐标系 ｘｙ 与共

旋坐标系 ｘｌ ｙｌ， 由共旋法的定义及已有文献［１６，４６］ 可

知， 结构坐标系 ｘｙ 是始终不变的， 但共旋坐标系ｘｌｙｌ

将随着单元的位移发生平移和转动。 在本文中共旋

坐标系 ｘｌｙｌ的原点取中间梁层的左节点 ｂｉ， ｘｌ轴则取

节点 ｂｉ与 ｂ ｊ的连线且其方向由 ｂｉ指向 ｂ ｊ， ｙｌ轴则由 ｘｌ

轴逆时针旋转 ９０°得到。
用 ｐｇ ＝［ｕｂｉ 　 ｖｂｉ 　 θｉ 　 ｇ１ｉ 　 ｇ２ｉ 　 ｕｂｊ 　 ｖｂｊ 　 θ ｊ 　 ｇ１ｊ

ｇ２ｊ］ Ｔ表示三层组合梁单元在结构坐标系下的节点位

移矩阵， 矩阵中各元素的含义如图 ４ 与图 ５ 所示，
共旋坐标系下的节点位移矩阵 ｐ ｌ所含元素如前所

述， 各元素的含义也可见图 ４ 与图 ５。 应当指出的

是， 如图 ４ 所示， 共旋坐标系下的滑移 ｇ 的方向是

平行于共旋坐标系的 ｘ ｌ轴， 而结构坐标系下的滑移

ｇ 的方向是沿界面切线方向， ｇ 与 ｇ 的具体数值关

系在后续给出。
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图 ４　 变形前后的三层组合梁单元

Ｆｉｇ· ４　 Ｔｈｒｅｅ⁃ｌａｙｅｒ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ
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图 ５　 两种坐标系下的位移

Ｆｉｇ· ５　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｗｏ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ

基于共旋坐标系的定义以及联系图 ４ 与图 ５， 可

将 ｐｌ中的各元素（显然已经去除了刚体位移）用 ｐｇ中

的元素表示， 有：
ｕ ｂｉ ＝ ０
ｕ ｂｊ ＝ ｌｎ－ｌ０
ｖ ｉ ＝ ０
ｖ ｊ ＝ ０

θ ｉ ＝ θｉ－α

θ ｊ ＝ θ ｊ－α
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（２１）
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式中： ｌ０和 ｌｎ分别为三层组合梁单元变形前、 后的长

度， 由节点 ｂｉ与 ｂ ｊ在结构坐标系下的初始坐标值及相

应节点位移值求得， α ＝ β－β０为刚体转角， β０与 β 则

分别为三层组合梁单元变形前、 后 ｘｌ轴与结构坐标系

ｘ 轴的夹角。
对于 β 的求解， 部分文献［５２⁃５３］ 采用反正切函数

即 β＝ａｒｃｔａｎ （ ） 的形式进行， 该方法显然存在 β 的

绝对值需小于
π
２
的隐性限制， 在求解大转动问题时

会导致非线性计算无法进行或不收敛（本文后续算例

３ 开始时就遭遇此情况）， 考虑到非线性计算中要求

得的具体值是 θ ｉ 与 θ ｊ， 而 β 仅是一个中间变量， 同

时也考虑到 θ ｉ 与 θ ｊ是扣除单元刚体转角后的纯角变

形， 其绝对值一般很难超过
π
２
， 鉴于此， 可分别对

式（２１）中的 θ ｉ 与 θ ｊ 求出其正弦函数与余弦函数值，

然后再利用反正切函数直接求出 θ ｉ 与 θ ｊ， 如此就避

免受 β 值求解的限制， 具体计算式为：

θ ｉ ＝ａｒｃｔａｎ
ｓｉｎθｉｃｏｓα－ｃｏｓθｉｓｉｎα
ｃｏｓθｉｃｏｓα＋ｓｉｎθｉｓｉｎα
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è
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ø
÷

θ ｊ ＝ａｒｃｔａｎ
ｓｉｎθ ｊｃｏｓα－ｃｏｓθ ｊｓｉｎα
ｃｏｓθ ｊｃｏｓα＋ｓｉｎθ ｊｓｉｎα

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì
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（２２）

对于 ｕ ａｉ、 ｕ ｃｉ、 ｕ ａｊ、 ｕ ｃｊ， 显然有：

ｕ ａｉ ＝ －ｇ １ｉ－ｈ１θ ｉ

ｕ ｃｉ ＝ －ｇ ２ｉ－ｈ２θ ｉ

ｕ ａｊ ＝ －ｇ １ｊ－ｈ１θ ｊ＋ｕｂｊ

ｕ ｃｊ ＝ －ｇ ２ｊ－ｈ２θ ｊ＋ｕｂｊ

ì
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ï
ï
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ï
ï
ï

（２３）

式（２３）中的 ｇ １ｉ、 ｇ ２ｉ、 ｇ １ｊ、 ｇ ２ｊ， 则有：

ｇ ｋｉ ＝ｇｋｉｃｏｓθ ｉ

ｇ ｋｊ ＝ｇｋｊｃｏｓθ ｊ
{ 　 ｋ＝ １， ２ （２４）

２· ２　 结构坐标系下单元切线刚度矩阵求解

共旋坐标法中求解结构坐标系下单元切线刚度

矩阵有两种方法， 即基于几何一致性法［５２，５４］ 和场一

致性法［５３，５５］， 相对而言， 前者计算推导较复杂但导

出对称的单元切线刚度矩阵， 后者恰相反计算推导

简单但导出的单元切线刚度矩阵是不对称的， 综合

考虑本文采用前一种方法。
由共旋法的定义， 对于共旋坐标系下的节点力

矩阵 Ｆｌ和节点位移矩阵 ｐｌ， 有：

Ｆｌ ＝Ｋｌｐｌ （２５）

基于几何一致性方法， 设梁单元在结构坐标系

下的节点力矩阵为 Ｆｇ， 在结构与共旋两个坐标系之

间应用虚功原理， 有：

δ（ｐｌ） Ｔ
ＶＦｌ ＝ δ（ｐｇ） Ｔ

ＶＦｇ （２６）

式中： 位移微分的下标 Ｖ 表示其为虚拟量。
假设节点位移微分 δｐｌ与 δｐｇ存在以下关系：

δｐｌ ＝Ｂｌｇδｐｇ （２７）

将式（２７） 代入式（２６）， 再利用式 （２５）， 并微

分， 不难获得结构坐标系下节点力微分 δＦｇ与节点位

移微分 δｐｇ之间的关系， 也即梁单元在结构坐标系下

的切线刚度矩阵 Ｋｇ， 有：

Ｋｇ ＝ＢＴ
ｌｇＫｌＢｌｇ＋Ｈｌｇ （２８）

式中： Ｈｌｇ ＝
∂ ＢＴ

ｌｇＦｌ( )

∂ｐｇ Ｆｌ

。

对于单层梁单元， 采用上述方法就能直接计算

出其在结构坐标系下的单元切线刚度矩阵 Ｋｇ及节点

力矩阵 Ｆｇ。 对于三层组合梁单元， 由于节点位移矩

阵所含元素增多， 特别是界面滑移项导致节点位移

矩阵元素间关系较复杂， 必须将上述 ｐｌ→ｐｇ及 Ｆｌ→
Ｆｇ的直接一步求解改为引入中间矩阵， 进行 ｐｌ→ｐｅ→
ｐａ→ｐｇ及 Ｆｌ→Ｆｅ→Ｆａ→Ｆｇ的间接三步求解， 其中有：

ｐｅ ＝ ｕｂｊ 　 θ ｉ 　 θ ｉ 　 ｇ １ｉ 　 ｇ ２ｉ 　 ｇ １ｊ 　 ｇ ２ｊ[ ] Ｔ

ｐａ ＝ ｕｂｊ 　 θ ｉ 　 θ ｉ 　 ｇ１ｉ 　 ｇ２ｉ 　 ｇ１ｊ 　 ｇ２ｊ[ ] Ｔ{ （２９）

参照上述直接一步求解过程， 不难得到间接三

步求解计算所需的各中间矩阵。
对于 ｐｌ→ｐｅ， 有：
Ｈｌｅ ＝ ０

Ｂｌｅ ＝

０ －ｈ１ ０ －１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ －ｈ２ ０ ０ －１ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ －ｈ１ ０ ０ －１ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ －ｈ２ ０ ０ ０ －１
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０
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对于 ｐｅ→ｐａ， 有：

Ｈｅａ ＝
∂ ＢＴ

ｅａＦｅ( )

∂ｐａ Ｆｅ

＝
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０ ０ ０ ０

０ Ａ ０ －ｓｉｎθ ｉＦｅ（４）
０ ０ Ｂ ０

０ －ｓｉｎθ ｉＦｅ（４） ０ ０

０ －ｓｉｎθ ｉＦｅ（５） ０ ０

０ ０ －ｓｉｎθ ｊＦｅ（６） ０

０ ０ －ｓｉｎθ ｊＦｅ（７） ０

〛

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

　

０ ０ ０
－ｓｉｎθ ｉＦｅ（５） ０ ０

０ －ｓｉｎθ ｊＦｅ（６） －ｓｉｎθ ｊＦｅ（７）
０ ０ ０
０ ０ ０
０ ０ ０
０ ０ ０

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

Ｂｅａ ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０

０ －ｇ１ｉｓｉｎθ ｉ ０ ｃｏｓθ ｉ ０ ０ ０

０ －ｇ２ｉｓｉｎθ ｉ ０ ０ ｃｏｓθ ｉ ０ ０

０ ０ －ｇ１ｊｓｉｎθ ｊ ０ ０ ｃｏｓθ ｊ ０

０ ０ －ｇ２ｊｓｉｎθ ｊ ０ ０ ０ ｃｏｓθ ｊ
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矩阵 Ｈｅａ中 Ａ、 Ｂ 的具体表达式为：

Ａ＝ － ｇ１ｉＦｅ（４）ｃｏｓθ ｉ＋ｇ２ｉｃｏｓθ ｉＦｅ（５）[ ]

Ｂ＝ － ｇ１ｊＦｅ（６）ｃｏｓθ ｊ＋ｇ２ｊｃｏｓθ ｊＦｅ（７）[ ]
{
对于 ｐａ→ｐｇ， 有：

Ｈａｇ ＝
ｚｚＴ

ｌｎ
Ｆａ （１） ＋ １

ｌ２ｎ
ｒｚＴ＋ｚｒＴ( ) Ｆａ（２）＋Ｆａ（３）[ ]

Ｂａｇ ＝

－ｃ －ｓ ０ ０ ０ ｃ ｓ ０ ０ ０
－ｓ ／ ｌｎ ｃ ／ ｌｎ １ ０ ０ ｓ ／ ｌｎ －ｃ ／ ｌｎ ０ ０ ０
－ｓ ／ ｌｎ ｃ ／ ｌｎ ０ ０ ０ ｓ ／ ｌｎ －ｃ ／ ｌｎ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

其中：
ｒ＝ －ｃ　 －ｓ　 ０　 ０　 ０　 ｃ　 ｓ　 ０　 ０　 ０[ ] Ｔ；
ｚ＝ ｓ　 －ｃ　 ０　 ０　 ０　 －ｓ　 ｃ　 ０　 ０　 ０[ ] Ｔ；
ｃ＝ｃｏｓβ； ｓ＝ｓｉｎβ。

应指出的是， 上述计算中要用到的矩阵 Ｆｅ、 Ｆａ

的计算方法与式（２６）到式（２８）中计算单层梁里的 Ｆｇ

完全相同。
至此， 三层组合梁单元在结构坐标系下的切线

刚度矩阵 Ｋｇ的最终表达式可求得， 有：
Ｋｇ ＝ＢＴ

ａｇＫａＢａｇ＋Ｈａｇ （３０）
２· ３　 偏心的影响

对于多层组合梁， 由于外加约束或集中荷载的

作用点与建立组合梁单元模型所取的节点（如图 ４ 中

的 ｂｉ、 ｂ ｊ）并不一定吻合， 由于结构平衡方程涉及的

节点位移与节点力均是以类似 ｂｉ、 ｂ ｊ的组合梁单元节

点处值为基础， 故需进行外加约束或集中荷载的作

用点与组合梁单元节点之间力与位移的转换， 也即

需考虑偏心的影响［１６，５６］。
２. ３. １　 外加约束偏心

该类偏心总体而言分两种情况， 一种是约束点

与组合梁单元节点 ｂｉ在同一梁层， 如图 ６ 中的 ｍ 点；
另一种是两者不在同一梁层， 如图 ６ 中的 ｎ 点。
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图 ６　 组合梁偏心影响示意图

Ｆｉｇ· ６　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｅｃｃｅｎｔｒｉｃ
ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ

设 ｐｇ ＝ ［ ｕｂｉ 　 ｖｂｉ 　 θｉ 　 ｇ１ｉ 　 ｇ２ｉ 　 ｕｂｊ 　 ｖｂｊ 　 θ ｊ 　
ｇ１ｊ 　 ｇ２ｊ］ Ｔ、 ｐｍ ＝［ｕｍ 　 ｖｍ 　 θｉ 　 ｇ１ｉ 　 ｇ２ｉ 　 ｕｂｊ 　 ｖｂｊ 　 θ ｊ 　
ｇ１ｊ 　 ｇ２ｊ］ Ｔ、 ｐｎ ＝［ｕｎ 　 ｖｎ 　 θｉ 　 ｇ１ｉ 　 ｇ２ｉ 　 ｕｂｊ 　 ｖｂｊ 　 θ ｊ 　
ｇ１ｊ 　 ｇ２ｊ］ Ｔ， 考虑外加约束偏心的实质就是建立 ｐｍ、
ｐｎ里位移微分项与 ｐｇ里位移微分项之间的关系， 再基

于此对组合梁单元在结构坐标系下的切线刚度矩阵

进行修正， 以此便于在增量平衡方程求解时引入 ｍ
或 ｎ 点的已知位移约束值。

对于 ｍ 点， 可将 ｍｂｉ视为刚臂， 根据刚臂受力后

只发生刚体运动而不变形的特点［５７］， ｍ 点在结构坐
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标系下的线位移 ｕｂｉ 　 ｖｂｉ[ ] Ｔ有：
ｕｍ
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＝
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（３１）
式中： ｈｍ为 ｍ 点与节点 ｂｉ的距离， 显然其值为常数。

对于 ｎ 点， 因要考虑滑移的影响， 有：
ｕｎ
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ｇ１ｉ （３２）

式中： ｈｎ 为 ｎ 点与节点 ｂｉ 的距离， 显然其值也为

常数。
微分式（３１）和式（３２）， 分别有：
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（３４）

显然， 基于式（３３）和式（３４）可以分别建立位移

微分 δｐｇ与 δｐｍ、 δｐｎ的关系， 有：
δｐｇ ＝Ｂｇｍδｐｍ

δｐｇ ＝Ｂｇｎδｐｎ （３５）
参照式（２７）、 式（２８）， 不难获得考虑外加约束

偏心后的修正刚度矩阵为：
Ｋｍ ＝ＢＴ

ｇｍＫｇＢｇｍ＋Ｈｇｍ

Ｋｎ ＝ＢＴ
ｇｎＫｇＢｇｎ＋Ｈｇｎ

{ （３６）

式中： Ｋｇ就是按式（３０）计算的常规组合梁单元在结

构坐标系下的切线刚度矩阵。
２. ３. ２　 集中荷载偏心

对于集中荷载偏心点， 与前述外加约束偏心一

样， 它与组合梁单元节点 ｂｉ也有在同一梁层和不在同

一梁层两种情况， 故同样以图 ６ 中的 ｍ 与 ｎ 点为例

进行分析， 分析集中荷载偏心的实质也就是按照等

效原则将其移至组合梁单元节点， 求出其对应节点

荷载值以及对单元切线刚度的影响。
设施加于ｍ 点与 ｎ 点的集中荷载为 Ｐｍ ＝［Ｐｍ（１）　

Ｐｍ（２）　 Ｐｍ（３）］Ｔ和 Ｐｎ ＝ ［Ｐｎ（１） 　 Ｐｎ（２） 　 Ｐｎ（３）］Ｔ，
其中第 １、 ２ 和 ３ 项分别为水平力、 竖向力和弯矩，
对于 ｍ 点与节点 ｂｉ， 应用虚功原理并结合式（３１）可
得到与 Ｐｍ等效的节点荷载 Ｐｂｉ， 有：

Ｐｂｉ ＝
１ ０ ０
０ １ ０

ｃｏｓ（θｉ＋β０）ｈｍ ｓｉｎ（θｉ＋β０）ｈｍ １

é
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êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｐｍ （３７）

微分式（３７）得到 δＰｍ与 δＰｂｉ的关系， 参照由式

（３５）导出式（３６）的过程也就不难导出组合梁单元切

线刚度矩阵受集中荷载偏心影响的计算式。
对于 ｎ 点与节点 ｂｉ， 同样应用虚功原理并结合式

（３２）得到与 Ｐｎ等效的节点荷载 Ｐｂｉ， 有：

Ｐｂｉ ＝

１
０

－ｃｏｓ（θｉ＋β０）ｈｎ－ｓｉｎ（θｉ＋β０）ｇ１ｉ
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０ ０
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－ｓｉｎ（θｉ＋β０）ｈｎ＋ｃｏｓ（θｉ＋β０）ｇ１ｉ １
ｓｉｎ（θｉ＋β０） ０

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｐｎ

（３８）

至此， 参照前述计算过程也不难得出此种集中

荷载偏心工况下组合梁单元切线刚度矩阵受影响的

计算式。
２· ４　 程序流程

Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ（Ｎ⁃Ｒ）法具有较好的收敛效率，
而荷载增量法又便于提高计算精度和体现计算过程，
所以本文的算法程序中将外荷载分为 ｎ 部分依次施加

到结构上， 每个荷载步内通过 Ｎ⁃Ｒ 法进行迭代计算，
整体计算流程如图 ７ 所示：

（１） 输入结构的材料、 节点单元划分、 边界条件

和荷载情况。
（２） 根据结构的受力情况， 将偏心荷载和均布

荷载等效为节点力， 叠加节点荷载得到荷载向量 Ｐ。
并将其分为 ｎ 个荷载步， 每个荷载步的初始荷载为

Ｐ ／ ｎ 。
（３） 按照文中方法计算三层组合梁的切线刚度矩

阵 Ｋｇ， 并累加形成整体刚度矩阵。
（４） 进行边界条件处理。
（５） 施加本迭代步的外荷载， 计算得到位移增量

Δｄ， 并通过 ｄ＝ｄ＋Δｄ 计算得到当前迭代步下结构的

总位移 ｄ。
（６） 根据位移 ｄ， 通过 ２. ２ 节的内容计算得到单

元的节点力矩阵 Ｆｇ， 并集成为结构的抵抗力矩阵 Ｒ。
（７） 用此时施加到结构上的总荷载 Ｐｎ减去抵抗

力矩阵 Ｒ， 得到不平衡力向量 ΔＺ。
（８） 判断 ΔＺ 是否满足收敛条件， 若满足， 则进

入下一步， 若不满足， 将 ΔＺ 作为下一迭代步的外荷

载， 重复步骤（３）到步骤（８）。



０７０　　　 ｜ ＣＨＩＮＡ ＣＩＶＩＬ ＥＮＧＩＮＥＥＲＩＮＧ ＪＯＵＲＮＡＬ　 Ｖｏｌ. ５９， Ｎｏ. １　 Ｊａｎ. ２０２６

（９） 判断荷载施加级数， 若 ｉ＜ｎ， 则将 ｐ ／ ｎ 作为

外荷载继续进行下一荷载步， 重复步骤（３） ～ （９），
若 ｉ＝ｎ， 则输出相应数据， 计算结束。

进行边界条件处理

计算节点位移增量     ,并叠加形成总位移
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图 ７　 非线性迭代计算流程图

Ｆｉｇ· ７　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

３　 算例分析

本节选择 ３ 个算例用于验证本文算法及研制的程

序的正确性， 算例 ２ 和 ３ 还用于验证界面抗剪刚度

ｋｓｃｋ→∞或 ｋｓｃｋ→０ 时本文算法及程序的适用性。
算例 １　 如图 ８ 所示均布荷载作用下简支钢板⁃混

凝土⁃钢板组合梁， 有限元分析所涉及的几何、 材料、
边界以及荷载等信息也附于图中， 均布荷载取值范

围为 １０→１ ５００ ｋＮ ／ ｍ， 基于本文程序开展了几何线

性与几何非线性计算， 图 ９ 示出了均布荷载为

１０ ｋＮ ／ ｍ时界面滑移 ｇ１、 ｇ２沿梁长的分布， 图 １０ 与

图 １１ 分别示出了端部滑移、 跨中挠度与均布荷载的

关系曲线， 作为比较， 也列出了文献［５６］计算的相

应值。

材料3钢板剪力连接件

x

L=4 m

材料1钢板
=0.02

=0.02

0.10

材料2混凝土

0.
20

E1=E3=200 GPa
E2=34.5 GPa
ksc1=40 GPa
ksc2=5 GPa

y Py=10 kN/m

图 ８　 简支钢板⁃混凝土⁃钢板组合梁（单位： ｍ）
Ｆｉｇ· ８　 Ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｓｔｅｅｌ ｐｌａｔｅ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ⁃ｓｔｅｅｌ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ（ｕｎｉｔ： ｍ）
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图 ９　 界面滑移沿梁长分布图

Ｆｉｇ· ９　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｓｌｉｐ ａｌｏｎｇ ｂｅａｍ ｌｅｎｇｔｈ
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图 １０　 界面端部滑移⁃均布荷载关系曲线

Ｆｉｇ· １０　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｅｎｄ ｓｌｉｐ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄ
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图 １１　 跨中挠度⁃均布荷载关系曲线

Ｆｉｇ· １１　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｍｉｄ⁃ｓｐａｎ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄ

　 　 从图 ９～图 １１ 可看出， 本文计算结果与已有文献

结果吻合良好， 充分说明本文算法及程序是正确的

（图 ９ 中， 参考文献计算值与本文计算值以及几何线

性与几何非线性的对应值基本相同）； 同时也可看

出： 对于图 ９， 滑移均呈现反对称特征， ｇ２值沿梁长

均大于 ｇ１， 但 １０ ｋＮ／ ｍ 的均布荷载作用下几何线性与几

何非线性的计算结果差别很小， 对于梁端的 ｇ１和 ｇ２， 两

者分别为 ０. ７７７ ９ ｍｍ 与 ０. ７７７ ５ ｍｍ 以及 １. ００１ ７ ｍｍ 与

１. ００１ ６ ｍｍ， 差别完全可忽略不计； 对于图 １０ 与图

１１， 可看出在均布荷载大于 ６００ ｋＮ ／ ｍ 时， 不管是滑移

还是跨中挠度， 几何非线性效应就开始变得比较明显

了。 当均布荷载等于 １ ５００ ｋＮ ／ ｍ 时， 按几何非线性与

几何线性算得的 ｇ１ 和 ｇ２ 分别为 ７８. ０５５ ７ ｍｍ 与

１１６. ６８８ ２ ｍｍ以及 １０６. ９１９ ８ ｍｍ 与 １５０. ２５３ ７ ｍｍ， 分

别相差 ４９. ５％和 ４０. ５％； 按几何非线性与几何线性算

得的跨中位移分别为 １. ０５８ １ ｍ 与 １. ６３１ １ ｍ， 两者相

差 ５４. ２％， 前者比后者小显然是由于组合梁下挠产生

的受拉薄膜效应［５８］引起。 还应指出的是， 不同于文献

［５６］将本算例处理为一个两层型钢柱再外包一个整体

混凝土梁的结构， 本文方法是完全将其处理为具有 ３
个独立梁层的组合梁， 显然更具适用性。

算例 ２　 如图 １２ 所示三层组合梁， 该组合梁由

文献［１５⁃１６， ５９］分析过的双层组合梁再增加最下面

一个梁层形成， 该新增梁层厚度可调。 设计此三层

组合梁的目的除了进一步验证本文算法及程序的正

确性以外， 也是验证新增梁层与原有组合梁底部梁

层之间界面抗剪刚度 ｋｓｃ 取一个较大值模拟 ｋｓｃ 为∞
（此时两个梁层之间无滑移， 实质就是一个梁层）的可

能性， 实际计算中对该 ｋｓｃ取值为 １０５ ＭＰａ， 也就是图

１２ 中的 ｋｓｃ２， 新增梁层的弹性模量为 Ｅ３ ＝ １２ ＧＰａ， 截

面宽与第二梁层一致为 ５０ ｍｍ， 其厚度依次取 ２００
ｍｍ、 １５０ ｍｍ、 １００ ｍｍ、 ５０ ｍｍ、 １２ ｍｍ 与 １. ２ ｍｍ，
其他两个梁层的详细信息可见图 １２ 或文献［１５⁃１６，
５９］。 计算结果如图 １３ 及表 １ 所示。
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图 １２　 三层组合梁
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图 １３　 三层组合梁沿梁长挠度与滑移曲线图

Ｆｉｇ· １３　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｌｉｐ ｏｆ ｔｈｒｅｅ⁃ｌａｙｅｒ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ ａｌｏｎｇ ｂｅａｍ ｌｅｎｇｔｈ

表 １　 数值计算结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

文献［５９］ 文献［１５］ 文献［１６］ 本文

跨中挠度 ／ ｍ ９. ２７４ ９. ２７６ ９. ２４９ ９. ０８９

ｋｓｃ×ｇ１ｍａｘ ／
（ｋＮ·ｍ－１）

１３. ８７８ １３. ８６５ １３. ７９８ １３. ７８３

　 　 由图 １３（ｂ）可知， 新增梁层取不同厚度值下滑移

值 ｇ２沿梁长方向均基本为 ０， 表明将 ｋｓｃ２取为 １０５ＭＰａ
能保证新增梁层与原有组合梁底部梁层有效结合成

一个完全连接梁层； 同时， 由图 １３（ａ）与图 １３（ｂ）可
看出， 新增梁层厚度按上述递减取值时， 考虑几何

非线性的跨中挠度值从最开始的 ２. ３７ ｍｍ 逐渐递增



０７２　　　 ｜ ＣＨＩＮＡ ＣＩＶＩＬ ＥＮＧＩＮＥＥＲＩＮＧ ＪＯＵＲＮＡＬ　 Ｖｏｌ. ５９， Ｎｏ. １　 Ｊａｎ. ２０２６

至 ９. ０８９ ｍｍ， 滑移值 ｇ１在梁端的最大值也从新增梁

层厚度为 ２００ ｍｍ 时的 ０. １１６ ｍｍ 递增至新增梁层厚

度为 １. ２ ｍｍ 时的 ０. ２７５ ６ ｍｍ， 该滑移值换算为最大

滑移力为 １３. ７８３ ｋＮ ／ ｍ（ ｋｓｃ１
×ｇ１ｍａｘ）， 与文献［１５⁃１６，

５９］的计算结果比较可知， 随着新增梁层厚度的减

小， 基于本文方法得到的该三层梁的计算结果越来

越趋近于双层组合梁， 这一方面是进一步验证了本

文算法及程序的正确性， 同时也说明在本文方法中

将界面抗剪刚度 ｋｓｃ取一个较大值是能够有效模拟相

邻梁层之间完全连接的。 表 １ 示出新增梁层厚度为

１. ２ ｍｍ 时本文与已有文献计算结果的对比， 可看出

吻合良好， 相对而言， 底部梁层增厚 １. ２ ｍｍ 对跨中

挠度的影响大于对滑移值的影响。
算例 ３　 如图 １４ 所示大转动悬臂十字形三层组

合梁， 该组合梁详细信息示于图 １４， 也可参考文献

［４２］。 此组合梁的主要受力特征就是发生大转动以

及两层界面的剪力连接件刚度 ｋｓｃ均等于 ０， 因此能较

全面验证本文算法及程序（实际计算时将 ｋｓｃ１与 ｋｓｃ２取为

１０－１０ ＭＰａ ）， 文献［１５⁃１６］也用此类算例的两层组合梁

验证过其算法和程序。 图 １５、 图 １６ 示意了部分数值计

算结果， 相对应的解析解［４２］也一并示出用于比较。
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图 １４　 大转动悬臂十字形三层组合梁
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图 １５　 典型荷载水平下组合梁变形图
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图 １６　 组合梁自由端荷载⁃位移曲线
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图 １７　 组合梁自由端荷载⁃滑移曲线
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图 １５ 示意了自由端转角 θ 分别为
π
２
、 π、 ３

２
π 和

２π 时组合梁的变形图， 图 １６、 图 １７ 示意了组合梁

自由端的轴向位移、 竖向位移及滑移与荷载的关系

曲线， 可看出本文数值解与解析解均吻合良好， 其

中解析解的详细计算公式可参见文献［４２］， 图 １６ 与

图 １７ 中的①、 ②、 ③、 ④含义与图 １４ 中的一样， 就

是分别对应 θ 等于
π
２
、 π、 ３

２
π 和 ２π。 该算例也再次

说明， 针对三层组合梁的本文算法及程序不仅能解
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决大转动大位移问题， 也能有效解决界面剪力连接

件刚度 ｋｓｃ为 ０， 即组合梁里相邻梁层切向无剪切连接

情况。

４　 结论与展望

（１） 通过局部坐标系下采用 “精确” 几何线性

单元刚度矩阵， 利用共旋坐标法考虑几何非线性，
建立了考虑双界面滑移的三层组合梁几何非线性有

限元分析方法， 对三个算例的分析比较表明了本文

算法及程序的正确性与可靠性。
（２） 本文采用的共旋法框架， 即有限元变量在局

部（共旋）坐标系与结构坐标系之间的转换矩阵与局

部坐标系下的几何线性单元是无关的， 各种性能优

异的三层组合梁几何线性单元， 在满足共旋法的基

本假设以及节点数与节点所含自由度数相同的前提

下均能使用该共旋法框架转换成几何非线性单元，
从而简化相关研究。

（３） 由于共旋法中几何非线性与材料非线性分析

过程不耦合以及混凝土徐变实质为一种特殊的材料

非线性的特点， 本文方法可方便拓展用于三层组合

梁的几何材料双非线性分析以及在非线性分析时同

步考虑徐变的分析。
参 考 文 献

［１］ 陈宝春， 牟廷敏， 陈宜言， 等． 我国钢⁃混凝土组合结构
桥梁研究进展及工程应用［Ｊ］． 建筑结构学报， ２０１３， ３４
（增 １）： １⁃１０． （ ＣＨＥＮ Ｂａｏｃｈｕｎ， ＭＵ Ｔｉｎｇｍｉｎ， ＣＨＥＮ
Ｙｉｙａｎ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｔｅ⁃ｏｆ⁃ｔｈｅ⁃ａｒｔ ｏｆ ｒｅｓｅａｒｃｈ ａｎｄ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｒｉｄｇｅｓ ｉｎ Ｃｈｉｎａ［Ｊ］．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｕｉｌｄｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１３， ３４（Ｓ１）： １⁃１０．）

［２］ 曹国辉， 廖世杰， 彭鹏， 等． 腐蚀与荷载耦合作用下钢⁃
混凝土组合梁长期变形研究［Ｊ］． 土木工程学报， ２０２２，
５５（１）： ３２⁃４０， ８８． （ＣＡＯ Ｇｕｏｈｕｉ， ＬＩＡＯ Ｓｈｉｊｉｅ， ＰＥＮＧ
Ｐｅｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｌｏｎｇ⁃ｔｅｒｍ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｃｏｒｒｏｓｉｏｎ
ａｎｄ ｌｏａｄｉｎｇ［ Ｊ］． Ｃｈｉｎａ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０２２，
５５（１）： ３２⁃４０， ８８． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３］ 王皓磊， 李昊， 唐源， 等． ＦＲＰ⁃胶合木⁃ＵＨＰＣ 组合梁桥
设计与试验［Ｊ］． 土木工程学报， ２０２２， ５５（５）： ７３⁃８５．
（ＷＡＮＧ Ｈａｏｌｅｉ， ＬＩ Ｈａｏ， ＴＡＮＧ Ｙｕａｎ， ｅｔ ａｌ． Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｏｆ ＦＲＰ⁃Ｇｌｕｌａｍ⁃ＵＨＰＣ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｇｉｒｄｅｒ ｂｒｉｄｇｅ
［Ｊ］． Ｃｈｉｎａ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０２２， ５５（５）： ７３⁃
８５． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４］ ＲＩＣＨＡＲＤ ＬＩＥＷ Ｊ Ｙ， ＳＯＨＥＬ Ｋ Ｍ Ａ， ＫＯＨ Ｃ Ｇ． Ｉｍｐａｃｔ
ｔｅｓｔｓ ｏｎ ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ⁃ｓｔｅｅｌ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｌｉｇｈｔｗｅｉｇｈｔ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｃｏｒｅ ［ Ｊ ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，
２００９， ３１（９）： ２０４５⁃２０５９．

［５］ ＳＯＨＥＬ Ｋ Ｍ Ａ， ＬＩＥＷ Ｊ Ｒ， ＫＯＨ Ｃ Ｇ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｏｆ ｌｉｇｈｔｗｅｉｇｈｔ Ｓｔｅｅｌ⁃Ｃｏｎｃｒｅｔｅ⁃Ｓｔｅｅｌ ｓａｎｄｗｉｃｈ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｉｍｐａｃｔ ［ Ｊ ］． Ｔｈｉｎ⁃Ｗａｌｌｅｄ

Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１５， ９４： １３５⁃１４６．
［６］ ＷＡＮＧ Ｙ Ｈ， ＬＵ Ｊ Ｙ， ＬＩＵ Ｓ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｂｅｈａｖｉｏｕｒ ｏｆ ａ ｎｏｖｅｌ

ｓｔｉｆｆｅｎｅｒ⁃ｅｎｈａｎｃｅｄ ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ⁃ｓｔｅｅｌ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ
ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｉｍｐａｃｔ ｌｏａｄｉｎｇ ［ Ｊ］． Ｔｈｉｎ⁃Ｗａｌｌｅｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，
２０２１， １６５： １０７９８９．

［７］ 都方竹， 李冬生． 基于声发射监测的 ＧＦＲＰ⁃钢⁃混凝土
组合梁损伤评估［Ｊ］． 建筑结构学报， ２０２４， ４５（增 １）：
２５８⁃２６６． （ ＤＵ Ｆａｎｇｚｈｕ， ＬＩ Ｄｏｎｇｓｈｅｎｇ． Ｄａｍａｇｅ
ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ ｏｆ ＧＦＲＰ⁃ ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｅｍｉｓｓｉｏｎ ｍｏｎｉｔｏｒｉｎｇ ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｕｉｌｄｉｎｇ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２４， ４５（Ｓ１）： ２５８⁃２６６． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［８］ ＺＨＡＮＧ Ｙ Ｊ， ＹＡＮＧ Ｚ Ｃ， ＸＩＥ Ｔ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｆｌｅｘｕｒａｌ ｂｅｈａｖｉｏｕｒ
ａｎｄ ｃｏｓｔ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｌａｙｅｒｅｄ ＵＨＰＣ⁃ＮＣ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ
［Ｊ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２２， ２７３： １１５０６０．

［９］ 裴必达， 朱星畅， 李传习， 等． 钢⁃ＮＣ⁃ＵＨＰＣ 组合桥面
板抗负弯性能试验研究［ Ｊ］． 土木工程学报， ２０２５， ５８
（５）： ４１⁃５３． （ＰＥＩ Ｂｉｄａ， ＺＨＵ Ｘｉｎｇｃｈａｎｇ， ＬＩ Ｃｈｕａｎｘｉ， ｅｔ
ａｌ． Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ ｏｆ
ｓｔｅｅｌ⁃ＮＣ⁃ＵＨＰＣ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｒｉｄｇｅ ｄｅｃｋ ［ Ｊ］． Ｃｈｉｎａ Ｃｉｖｉｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０２５， ５８（５）： ４１⁃５３． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］ 王花平． 考虑滑移效应的组合梁界面作用机理及形变
特征 ［ Ｊ］． 土 木 工 程 学 报， ２０２１， ５４ （ １２）： ４１⁃５２．
（ＷＡＮＧ Ｈｕａｐｉｎｇ． Ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｓｌｉｐ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ［Ｊ］． Ｃｈｉｎａ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０２１， ５４
（１２）： ４１⁃５２． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１１］ 叶华文， 蒋成川， 黄澳， 等． 基于三角级数解的钢⁃混凝
土组合梁弹性弯曲变形计算方法［ Ｊ］． 建筑结构学报，
２０２４， ４５ （ ５ ）： ２５３⁃２６１． （ ＹＥ Ｈｕａｗｅｎ， ＪＩＡＮＧ
Ｃｈｅｎｇｃｈｕａｎ， ＨＵＡＮＧ Ａｏ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｎｏｖｅｌ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｅｎｄｉｎｇ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｅｅｌ⁃ ｃｏｎｃｒｅｔｅ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ ｓｅｒｉｅｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［Ｊ］．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｕｉｌｄｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２４， ４５ （ ５）： ２５３⁃２６１．
（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］ 聂建国， 沈聚敏． 滑移效应对钢⁃混凝土组合梁弯曲强
度的影响及其计算［ Ｊ］． 土木工程学报， １９９７， ３０（１）：
３１⁃３６． （ＮＩＥ Ｊｉａｎｇｕｏ， ＳＨＥＮ Ｊｕｍｉｎ． Ｓｌｉｐ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｓｔｒｅｎｇｔｈ
ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｓｔｅｅｌ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｂｅａｍｓ ［ Ｊ ］． Ｃｈｉｎａ Ｃｉｖｉｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｊｏｕｒｎａｌ， １９９７， ３０（１）： ３１⁃３６． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］ 童根树， 夏骏． 考虑滑移影响的钢⁃混凝土组合梁的刚
度［Ｊ］． 建筑钢结构进展， ２００８， １０（６）： １⁃８． （ ＴＯＮＧ
Ｇｅｎｓｈｕ， ＸＩＡ Ｊｕｎ． Ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｓｌｉｐ［ Ｊ］． Ｐｒｏｇｒｅｓｓ ｉｎ
Ｓｔｅｅｌ Ｂｕｉｌｄｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００８， １０ （ ６ ）： １⁃８． （ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］ 申志强， 钟宏志． 界面滑移组合梁的几何非线性求积元
分析 ［ Ｊ］． 工程力学， ２０１３， ３０ （ ３）： ２７０⁃２７５， ２８８．
（ ＳＨＥＮ Ｚｈｉｑｉａｎｇ， ＺＨＯＮＧ Ｈｏｎｇｚｈｉ． Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ
ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３，
３０（３）： ２７０⁃２７５， ２８８． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］ ＫＲＡＷＣＺＹＫ Ｐ， ＲＥＢＯＲＡ Ｂ． Ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｓｌｉｐｓ ［ Ｊ ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓ， ２００７， ２４（１）： ３３⁃５１．

［１６］ ＢＡＴＴＩＮＩ Ｊ Ｍ， ＮＧＵＹＥＮ Ｑ Ｈ， ＨＪＩＡＪ Ｍ． Ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｓｌｉｐｓ
［ Ｊ ］． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００９， ８７ （ １３ ／ １４ ）：



０７４　　　 ｜ ＣＨＩＮＡ ＣＩＶＩＬ ＥＮＧＩＮＥＥＲＩＮＧ ＪＯＵＲＮＡＬ　 Ｖｏｌ. ５９， Ｎｏ. １　 Ｊａｎ. ２０２６

９０４⁃９１２．
［１７］ ＳＯＵＳＡ Ｊ Ｂ Ｍ ＪＲ． Ｅｘａｃｔ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ⁃ｃｏｌｕｍｎｓ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ［ Ｊ ］．
Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１３， １２３： ４８⁃５７．

［１８］ ＲＡＮＺＩ Ｇ． Ｌｏｃｋｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ［Ｊ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００８， ３０（１０）： ２９００⁃２９１１．

［１９］ ＳＣＨＮＡＢＬ Ｓ， ＳＡＪＥ Ｍ， ＴＵＲＫ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｌｏｃｋｉｎｇ⁃ｆｒｅｅ ｔｗｏ⁃
ｌａｙｅｒ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｓｌｉｐ ［ Ｊ］．
Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｄｅｓｉｇｎ， ２００７， ４３ （ ９）：
７０５⁃７１４．

［２０］ ＡＹＯＵＢ Ａ． Ａ ｆｏｒｃｅ⁃ｂａｓｅｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｓｔｅｅｌ⁃
ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ［ Ｊ ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｌ Ｓｔｅｅｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２００５， ６１（３）： ３８７⁃４１４．

［２１］ ＡＹＯＵＢ Ａ， ＦＩＬＩＰＰＯＵ Ｆ Ｃ． Ｍｉｘｅｄ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ［ Ｊ ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０００， １２６（３）： ３７１⁃３８１．

［２２］ ＲＥＤＤＹ Ｊ Ｎ． Ａ ｓｉｍｐｌｅ ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅｏｒｙ ｆｏｒ ｌａｍｉｎａｔｅｄ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８４，
５１（４）： ７４５⁃７５２．

［２３］ ＣＨＡＫＲＡＢＡＲＴＩ Ａ， ＳＨＥＩＫＨ Ａ Ｈ， ＧＲＩＦＦＩＴＨ Ｍ， ｅｔ ａｌ．
Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｓｈｅａｒ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ
ｕｓｉｎｇ ａ ｈｉｇｈｅｒ ｏｒｄｅｒ ｂｅａｍ ｔｈｅｏｒｙ ［ Ｊ ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１２， ３６： ２８３⁃２９１．

［２４］ ＨＥ Ｇ Ｈ， ＹＡＮＧ Ｘ． Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ
ｔｗｏ⁃ｌａｙｅｒ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｕｓｉｎｇ Ｒｅｄｄｙ’ ｓ ｈｉｇｈｅｒ ｏｒｄｅｒ
ｂｅａｍ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］． Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｄｅｓｉｇｎ，
２０１４， ８３： ４９⁃５７．

［２５］ ＨＥ Ｇ Ｈ， ＹＡＮＧ Ｘ． Ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｌａｙｅｒ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ａ ｈｉｇｈｅｒ
ｏｒｄｅｒ ｂｅａｍ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１５， ９０： １０２⁃１１２．

［２６］ ＵＤＤＩＮ Ｍ Ａ， ＳＨＥＩＫＨ Ａ Ｈ， ＢＲＯＷＮ Ｄ， ｅｔ ａｌ．
Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｉｎｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ａ ｈｉｇｈｅｒ⁃
ｏｒｄｅｒ ｂｅａｍ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１８， １００： ３４⁃４７．

［２７］ ＮＥＷＭＡＲＫ Ｎ Ｍ， ＳＩＥＳＳ Ｃ Ｐ， ＶＩＥＳＴ Ｉ Ｍ． Ｔｅｓｔｓ ａｎｄ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ
［Ｊ］． Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ Ｓｔｒｅｓｓ Ａｎａｌｙｓｉｓ， １９５１， ９（１）： ７５⁃９２．

［２８］ ＨＥＩＮＩＳＵＯ Ｍ． Ａｎ ｅｘａｃｔ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｆｏｒ ｌａｙｅｒｅｄ
ｂｅａｍｓ ［ Ｊ ］． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， １９８８， ３０ （ ３ ）：
６１５⁃６２２．

［２９］ ＧＩＲＨＡＭＭＡＲ Ｕ Ａ， ＰＡＮ Ｄ Ｈ． Ｅｘａｃｔ ｓｔａｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ａｎｄ ｂｅａｍ⁃ｃｏｌｕｍｎｓ ［ Ｊ ］．
Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２００７， ４９
（２）： ２３９⁃２５５．

［３０］ ＮＧＵＹＥＮ Ｑ Ｈ， ＨＪＩＡＪ Ｍ， ＧＵＥＺＯＵＬＩ Ｓ． Ｅｘａｃｔ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｈｅａｒ⁃ｄｅｆｏｒｍａｂｌｅ ｔｗｏ⁃ｌａｙｅｒ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｓｈｅａｒ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ［ Ｊ］． Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ
ａｎｄ Ｄｅｓｉｇｎ， ２０１１， ４７（７）： ７１８⁃７２７．

［３１］ ＮＧＵＹＥＮ Ｑ Ｈ， ＭＡＲＴＩＮＥＬＬＩ Ｅ， ＨＪＩＡＪ Ｍ． Ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒ ａ ｔｗｏ⁃ｌａｙｅｒ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ［ Ｊ ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１１， ３３（２）： ２９８⁃３０７．

［３２］ ＭＯＳＡ Ａ Ａ， ＸＩＮＧ Ｍ， ＺＨＵＧＥ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｔａｐｅｒｅｄ ｔｈｒｅｅ⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｍｅｍｂｅｒｓ （ Ｓｔｏｂｉｅ

ｐｏｌｅｓ） ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｓｈｅａｒ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ： Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．
Ｔｈｉｎ⁃Ｗａｌｌｅｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２３， １９１： １１１０３２．

［３３］ ＬＡＤＵＲＮＥＲ Ｄ， ＡＤＡＭ Ｃ， ＦＵＲＴＭÜＬＬＥＲ Ｔ． Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｌｅｎｄｅｒ ｌａｙｅｒｅｄ ｎｏｎ⁃ｐｒｉｓｍａｔｉｃ ｂｅａｍｓ
ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｓｌｉｐ［Ｊ］． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２４， ２６１： １０８６５１．

［３４］ ＡＤＡＭ Ｃ， ＬＡＤＵＲＮＥＲ Ｄ， ＦＵＲＴＭÜＬＬＥＲ Ｔ． Ｄｙｎａｍｉｃ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔａｐｅｒｅｄ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｌａｙｅｒｅｄ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｓｌｉｐ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０２３，
１２０： ４６３⁃４８４．

［３５］ ＬＩＮ ＪＩＡＮＰＩＮＧ， ＬＩＵ ＸＩＡＯＬＥＩ， ＷＡＮＧ ＹＵＮ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｔｉｃ
ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｐａｒｔｉａｌ⁃ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ［ Ｊ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２２，
２５２： １１３５８１．

［３６］ ＦＯＲＴＵＮＡ Ｂ， ＴＵＲＫ Ｇ， ＳＣＨＮＡＢＬ Ｓ． Ａ ｎｅｗ ｌｏｃｋｉｎｇ⁃ｆｒｅｅ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｏｒ Ｎ⁃ｌａｙｅｒ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ
ｓｌｉｐｓ ａｎｄ ｆｉｎｇｅｒ ｊｏｉｎｔｓ［Ｊ］． Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ
Ｄｅｓｉｇｎ， ２０２３， ２２０： １０３９３６．

［３７］ ＲＥＩＳＳＮＥＲ Ｅ． Ｏｎ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｓｔｒａｉｎ ｂｅａｍ
ｔｈｅｏｒｙ： Ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］． Ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔ Ｆüｒ Ａｎｇｅｗａｎｄｔｅ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｋ ｕｎｄ Ｐｈｙｓｉｋ ＺＡＭＰ， １９７２， ２３（５）： ７９５⁃８０４．

［３８］ ＫＥＯ Ｐ， ＮＧＵＹＥＮ Ｑ Ｈ， ＳＯＭＪＡ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｓｈｅａｒ⁃ｄｅｆｏｒｍａｂｌｅ ｍｕｌｔｉ⁃ｌａｙｅｒｅｄ
ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ
Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｄｅｓｉｇｎ， ２０１６， １１２： ４０⁃４９．

［３９］ ＳＣＨＮＡＢＬ Ｓ， ＰＬＡＮＩＮＣ Ｉ， ＳＡＪＥ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｌａｙｅｒｅｄ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ
［ Ｊ ］． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００６， ２２
（３）： ２６３⁃２７８．

［４０］ ＲＡＪＥＮＤＲＡＮ Ｌ， ＭＡＴＨＥＷ Ａ Ｔ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍｓ
ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｓｌｉｐ ［ Ｊ ］． Ｉｒａｎｉａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，
２０２０， ４４（１）： ２３⁃３３．

［４１］ ＡＤＡＭ Ｃ， ＬＡＤＵＲＮＥＲ Ｄ， ＦＵＲＴＭÜＬＬＥＲ Ｔ． Ｍｏｄｅｒａｔｅｌｙ
ｌａｒｇｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｌｅｘｉｂｌｙ ｂｏｎｄｅｄ ｌａｙｅｒｅｄ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ
ｉｍｐｅｒｆｅｃｔｉｏｎｓ ［ Ｊ ］． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２２，
２９９： １１６０１３．

［４２］ ＫＩＭ Ｈ Ｊ， ＹＯＯＮ Ｋ， ＬＥＥ Ｐ Ｓ． Ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
ｂａｓｅｄ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｌｉｎｅａｒ ａｎｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎａｌｙｓｅｓ ｏｆ
ｍｕｌｔｉ⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｓｌｉｐｓ ［ Ｊ］．
Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２０， ２３５： １１１７４０．

［４３］ ＳＯＵＳＡ Ｊ Ｂ Ｍ， ＯＬＩＶＥＩＲＡ Ｃ Ｅ Ｍ， ＤＡ ＳＩＬＶＡ Ａ Ｒ．
Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ⁃ｂａｓｅｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ⁃ｃｏｌｕｍｎｓ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ［ Ｊ ］．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｌ Ｓｔｅｅｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０１０， ６６（６）：
７７２⁃７７９．

［４４］ ＳＯＵＳＡ Ｊ Ｂ Ｍ， ＰＡＲＥＮＴＥ Ｅ， ＬＩＭＡ É Ｍ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｂｅａｍ⁃
ｔｅｎｄｏｎ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｐｏｓｔ⁃ｔｅｎｓｉｏｎｅｄ ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｌ Ｓｔｅｅｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０１９， １５９： １４７⁃１６０．

［４５］ ＲＡＮＺＩ Ｇ， ＤＡＬＬ’ＡＳＴＡ Ａ， ＬＥＯＮＩ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ
［Ｊ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１０， ３２（５）： １３８４⁃１３９６．

［４６］ 邓继华， 梁璐祎， 谭平， 等． 共旋梁单元几何非线性分
析的子结构方法［Ｊ］． 土木工程学报， ２０２４， ５７（５）： ６５⁃
７５． （ ＤＥＮＧ Ｊｉｈｕａ， ＬＩＡＮＧ Ｌｕｙｉ， ＴＡＮ Ｐｉｎｇ， ｅｔ ａｌ．



邓继华等·考虑双界面滑移的三层组合梁非线性有限元分析 　 ２０２６ 年 １ 月 第 ５９ 卷 第 １ 期　 ｜ ０７５　　　

Ｓｕｂｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
ｃｏｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ［ Ｊ］． Ｃｈｉｎａ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０２４， ５７（５）： ６５⁃７５． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４７］ 白伦华， 刘耀鹏， 王涛， 等． 共旋坐标系下考虑剪切变
形的薄壁钢构件纤维梁单元［Ｊ］． 建筑结构学报， ２０２４，
４５（ １０）： １８１⁃１９２， ２０５． （ ＢＡＩ Ｌｕｎｈｕａ， ＬＩＵ Ｙａｏｐｅｎｇ，
ＷＡＮＧ Ｔａｏ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｂｅｒ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｏｒ ｔｈｉｎ⁃ｗａｌｌｅｄ ｓｔｅｅｌ
ｍｅｍｂｅｒｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｃｏ⁃
ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ［ Ｊ ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｕｉｌｄｉｎｇ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２４， ４５（１０）： １８１⁃１９２， ２０５． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４８］ ＬＥＭＥＳ Í Ｊ Ｍ， ＤＩＡＳ Ｌ Ｅ Ｓ， ＳＩＬＶＥＩＲＡ Ｒ Ａ Ｍ， ｅｔ ａｌ．
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｔｅｅｌ⁃ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ： ａ ｐｌａｓｔｉｃ⁃ｈｉｎｇｅ ａｐｐｒｏａｃｈ ［ Ｊ ］．
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２１， ２４８： １１３２５６．

［４９］ ＯＥＮＧ Ｔ， ＫＥＯ Ｐ， ＧＵＥＺＯＵＬＩ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｌａｒｇｅ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｌａｙｅｒ ｂｅａｍ⁃ｃｏｌｕｍｎｓ ｔａｋｉｎｇ
ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ ｓｌｉｐ ａｎｄ ｕｐｌｉｆｔ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓ，
２０２３： ４０（１）： ２６５⁃２９５．

［５０］ 陈亮． 组合梁几何非线性与长期效应的同步算法［ Ｊ］．
同济大学学报： 自然科学版， ２０１７， ４５（８）： １１０８⁃１１１３，
１１９０． （ ＣＨＥＮ Ｌｉａｎｇ． Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｅａｍ
ｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｌｙ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ａｎｄ ｌｏｎｇ
ｔｅｒｍ ｅｆｆｅｃｔｓ ［ Ｊ ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｏｎｇｊｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ： Ｎａｔｕｒａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１７， ４５（８）： １１０８⁃１１１３， １１９０． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５１］ ＢＯＲＳＴ Ｄ， ＣＲＩＳＦＩＥＬＤ， ＲＥＭＭＥＲＳ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｆｉｎｉｔｅ
Ｅｌｅｍｅｎｔ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｍ］． Ｈｏｂｏｋｅｎ：
Ｊｏｈｎ Ｗｉｌｅｙ ＆ Ｓｏｎｓ， ２０１２．

［５２］ 李东升， 高严培， 郭鑫． 改进共旋坐标法的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁单元非线性分析［Ｊ］． 工程力学， ２０２２， ３９（１１）： ２２⁃
３０， １０８． （ ＬＩ Ｄｏｎｇｓｈｅｎｇ， ＧＡＯ Ｙａｎｐｅｉ， ＧＵＯ Ｘｉｎ．
Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｃｏｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ［ Ｊ ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， ３９（１１）： ２２⁃３０， １０８． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５３］ 邓继华， 谭建平， 谭平， 等． 基于共旋法与稳定函数的
几何非线性平面梁单元［Ｊ］． 工程力学， ２０２０， ３７（１１）：

２８⁃３５． （ＤＥＮＧ Ｊｉｈｕａ， ＴＡＮ Ｊｉａｎｐｉｎｇ， ＴＡＮ Ｐｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ａ
ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｌａｎｅ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ｃｏｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｏｎ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ［ Ｊ ］．
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２０， ３７ （ １１ ）： ２８⁃３５． （ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５４］ ＢＡＴＴＩＮＩ Ｊ Ｍ． Ａ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｃｏｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ４⁃ｎｏｄｅ ｐｌａｎｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ［Ｊ］． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００８，
３５（６）： ４０８⁃４１３．

［５５］ 蔡松柏， 沈蒲生， 胡柏学， 等． 基于场一致性的 ２Ｄ 四边
形单元的共旋坐标法［ Ｊ］． 工程力学， ２００９， ２６（１２）：
３１⁃３４． （ＣＡＩ Ｓｏｎｇｂａｉ， ＳＨＥＮ Ｐｕｓｈｅｎｇ， ＨＵ Ｂａｉｘｕｅ， ｅｔ ａｌ．
Ａ ｆｉｅｌｄ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ ｂａｓｅｄ ｃｏ⁃ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｆｏｒ ２Ｄ ｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ［ Ｊ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００９， ２６（１２）： ３１⁃３４． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５６］ ＫＥＯ Ｐ， ＮＧＵＹＥＮ Ｑ Ｈ， ＳＯＭＪＡ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｈｙｂｒｉｄ ｂｅａｍ⁃ｃｏｌｕｍｎ ｗｉｔｈ ｓｅｖｅｒａｌ
ｅｎｃａｓｅｄ ｓｔｅｅｌ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｉｎ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１５， １００： ６６⁃７８．

［５７］ 邓继华， 邵旭东． 基于 Ｕ． Ｌ 列式的带刚臂平面梁元非
线性分析［ Ｊ］． 湖南大学学报： 自然科学版， ２０１２， ３９
（５）： ８⁃１２． （ ＤＥＮＧ Ｊｉｈｕａ， ＳＨＡＯ Ｘｕｄｏｎｇ． Ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｌａｎｅ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｒｉｇｉｄ ａｒｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｕ．
Ｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｕｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ： Ｎａｔｕｒａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１２， ３９（５）： ８⁃１２． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５８］ 李国强， 张娜思． 组合楼板受火薄膜效应试验研究［Ｊ］．
土木工程学报， ２０１０， ４３ （ ３）： ２４⁃３１． （ ＬＩ Ｇｕｏｑｉａｎｇ，
ＺＨＡＮＧ Ｎａｓｉ． Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｍｅｍｂｒａｎｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｆｌｏｏｒ ｓｌａｂｓ ｕｎｄｅｒ ｆｉｒｅ ［ Ｊ ］． Ｃｈｉｎａ Ｃｉｖｉｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０１０， ４３（３）： ２４⁃３１． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５９］ Ｃ
�
ＡＳ Ｂ， ＳＡＪＥ Ｍ， ＰＬＡＮＩＮＣ Ｉ． Ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ

ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｐｌａｎａｒ ｆｒａｍｅｓ ｗｉｔｈ ａｎ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ ｓｌｉｐ
［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００４， ８２（２３ ／ ２４ ／ ２５ ／ ２６）：
１９０１⁃１９１２．

　 　 邓继华（１９７５—　 ），男，博士，教授。 主要从事桥梁结构有限元分析方面的研究。

　 　 盛希凯（１９９８—　 ），男，硕士。 主要从事桥梁结构有限元分析及程序设计方面的研究

　 　 彭建新（１９７８—　 ），男，博士，教授。 主要从事桥梁结构可靠度方面的研究

　 　 王　 磊（１９７９—　 ），男，博士，教授。 主要从事桥梁智慧运维及桥梁病害诊治方面的研究。

　 　 邵旭东（１９６１—　 ），男，博士，教授。 主要从事大跨与新型桥梁结构方面的研究。


