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屈伸律动人群⁃结构耦合振动的谱分析
模型

熊杰程　 刘志豪　 段淑倩

摘要： 将结构视为多自由度系统， 结构上每个屈伸律动者视为单独的弹簧⁃质量⁃阻尼器系统， 采

用影响系数法和振型分解法推导正则坐标下的耦合系统运动方程。 采用状态空间法建立耦合系统

的状态向量和人群屈伸律动荷载时程之间的频响函数。 基于随机振动理论推导耦合系统运动方程

的谱分析解， 用于计算结构加速度响应的自功率谱与均方根值。 理论预测结果与大跨楼板的现场

实测响应结果对比表明， 所建议的谱分析模型和计算方法合理， 可用于人群屈伸律动荷载作用下

结构响应的分析与计算。
关键词： 人致振动； 人群⁃结构相互作用； 随机振动； 屈伸律动荷载
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０　 引　 　 言

人群的运动对其支撑结构产生的动力作用称为

人致荷载， 当人群运动频率与结构频率接近时会造

成建筑楼盖和体育看台等结构的振幅过大， 导致处

于振动环境中的人员出现头晕或心慌等舒适度问题，
严重时会造成结构局部构件破坏甚至结构倒塌等安

全性问题［１］。 ２０１１ 年， 韩国首尔的 ３９ 层 ＴｅｃｈｎｏＭａｒｔ
大楼因第 １２ 层健身房内 ２３ 人的节奏运动， 出现长达

１０ ｍｉｎ 的晃动， 导致人群恐慌逃离， 造成经济损失

约 ３ ５００ 万人民币［２］。 ２０１８ 年， 西班牙维哥市的木质

体育看台在举办城市体育音乐节期间发生坍塌， 造

成 ３００ 多人受伤［３］。 对于人行桥、 室内外连廊等结

构， 主要以步行荷载为主， 是目前研究最广泛的荷

载类型。 而对于体育场馆、 音乐厅、 健身房等建筑

结构， 以承受跳跃和屈伸律动等节奏型荷载为主。
屈伸律动是指双脚不离地面双膝屈伸的身体上下运

动， 是演唱会和体育赛事中常见的欢庆动作［４⁃６］。 相

比之下， 跳跃虽然能产生更大的瞬时峰值力， 但屈

伸律动由于更省力且持续时间更长， 荷载能量累积

更高， 更容易引发结构的共振［７］。 而随着我国经济

的持续快速发展和城镇化进程的不断深入， 城镇居

民的文化消费高速增长， 流行音乐会和大型体育比

赛等活动也迅速普及［８］。 此外， 建筑楼盖和体育看

台等结构向轻质、 高强、 大跨、 纤柔等方向发展，
可以预见人致振动问题会日益突出， 因此研究大跨

结构在人群屈伸律动荷载作用下的振动响应具有普

遍且重要的意义［９⁃１１］。
屈伸律动人群具有机械性能且与结构持续接触，

从而改变结构动力特性， 可通过建立人体机械模型

和人群⁃结构耦合系统运动方程进行表征［１２⁃１３］。 从结

构工程分析需求出发， 单自由度弹簧⁃质量⁃阻尼器

（ｓｐｒｉｎｇ⁃ｍａｓｓ⁃ｄａｍｐｅｒ， ＳＭＤ）模型用最简单的形式准确

模拟人体对结构动力特性的影响， 因此成为人群⁃结
构耦合系统研究中使用最为广泛的人体机械模

型［１４⁃１６］。 目前， 关于 ＳＭＤ 模型已有相对成熟的研究，
Ｄｏｕｇｉｌｌ 等［１７］、 Ｗａｎｇ 等［１８］ 识别了屈伸律动者参数。
运动方程方面， 已有研究通常将人群或结构简化为

单自由度系统［１９⁃２０］， 该方程便于分析耦合系统的动

力特性， 但存在两个主要问题： 将结构简化为单自

由度系统， 无法考虑结构不同模态之间的耦合作用，
不适用于具有密集模态的结构； 将人群简化为单自

由度系统， 不能考虑每个人的振型值和 ＳＭＤ 参数值，
不适用于具有复杂振型的结构。 此外， 已有人群⁃结

构耦 合 系 统 的 运 动 方 程 常 采 用 中 心 差 分 法 或

Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β 法等算法求解［２１］， 上述经典算法只适用

于人致荷载时域模型， 无法开展频域荷载模型下的

结构响应求解。 因此， 随着人致荷载功率谱等频域

模型的出现及普及［２２⁃２３］， 需推导耦合系统运动方程

的谱分析解计算结构振动响应。 鉴于此， 本文将结

构视为多自由度系统， 结构上每个屈伸律动者视为

单独的 ＳＭＤ 系统， 推导屈伸律动人群⁃结构耦合系统

的运动方程及其在频域的谱分析解。

１　 屈伸律动人群⁃结构耦合系统模型

１􀆰 １　 屈伸律动人群⁃结构耦合系统的运动方程

屈伸律动人群⁃结构多自由度耦合系统模型如图

１ 所示， 结构由集中质量法离散化， 只考虑竖向自由

度， 结构上每个人表示为单独的 ＳＭＤ 系统， 并取每

个屈伸律动者的质心作为动力自由度。 结构振动舒

适度的评价指标通常基于结构的加速度响应， 与结

构的静位移无关。 因此， 接下来方程推导忽略结构

与人的重力。
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图 １　 屈伸律动人群⁃结构耦合系统模型

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｒｏｗｄ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｃｏｕｐｌｅｄ ｓｙｓｔｅｍ

假定结构竖向有 ｎｓ个自由度， 屈伸律动的人群

数量为 ｎｐ。 结构的质量、 阻尼、 刚度矩阵表示为 Ｍｓ∈
ℝ ｎｓ×ｎｓ、 Ｃｓ∈ℝ ｎｓ×ｎｓ、 Ｋｓ∈ℝ ｎｓ×ｎｓ。 人群的质量、 阻尼、
刚度矩阵表示为 Ｍｐ ∈ℝ ｎｐ×ｎｐ、 Ｃｐ ∈ℝ ｎｐ×ｎｐ、 Ｋｐ ∈
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ℝ ｎｐ×ｎｐ。 在多自由度系统运动方程中， 质量、 阻尼与

刚度矩阵中第 ｉ 行、 第 ｊ 列个元素表示为在 ｊ 个节点

处发生单位加速度、 单位速度和单位位移时， 在第 ｉ
节点处产生的惯性力、 阻尼力和弹性力。 由于行人

之间没有直接接触， 各节点之间不存在耦合作用，

在 ｊ 节点处发生单位加速度、 单位速度和单位位移

时， 在 ｉ 节点处不会产生相应的惯性力、 阻尼力和弹

性力。 因此， 人群的质量、 阻尼与刚度矩阵为对角

矩阵。
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式中： ｍｐ，ｉｉ、 ｃｐ，ｉｉ和 ｋｐ，ｉｉ分别为第 ｉ 个人的质量、 阻尼

和刚度。 人群在结构上的位置由定位矩阵 Ｌｐ∈ℝ ｎｓ×ｎｐ

确定， 矩阵的每一列均为独热编码， 即只有一个元

素为 １， 其余元素为 ０。 如果矩阵在第 ｊ 列、 ｉ 行的元

素为 １， 表示第 ｊ 个人在结构的第 ｉ 个自由度上。

Ｌｐ ＝

ｌｐ，１１ ｌｐ，１２ … ｌｐ，１ｎｐ
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采用影响系数法分别对耦合系统的刚度矩阵、
阻尼矩阵和质量矩阵进行推导， 例如刚度影响系数

ｋｉｊ是自由度 ｊ 发生单位位移时自由度 ｉ 所需要添加的

力， 得到屈伸律动人群⁃结构耦合系统的运动方程为：
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ｕｓ（ ｔ）
ｕｐ（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

０
０{ } （４）

式中： ｕｓ∈ℝ ｎｓ和 ｕｐ∈ℝ ｎｐ分别为结构和人群的位移

向量：

ｕｓ（ ｔ）＝

ｕｓ，１（ ｔ）
ｕｓ，２（ ｔ）

︙
ｕｓ，ｎｓ（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， ｕｐ（ ｔ）＝

ｕｐ，１（ ｔ）
ｕｐ，２（ ｔ）

︙
ｕｐ，ｎｐ（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（５）

式中： ｕｓ，ｉ（ ｔ）为结构第 ｉ 个自由度的位移； ｕｐ，ｉ（ ｔ）为
第 ｉ 个人的位移。 根据振型分解法， 结构的位移按其

固有振型展开， 并且考虑前 ｎｖ阶振型（式（６））：
ｕｓ（ ｔ）＝ Φｕｖ（ ｔ） （６）

Φ＝

ϕ１１ ϕ１２ … ϕ１ｎｖ

ϕ２１ ϕ２２ … ϕ２ｎｖ

︙ ︙ ⋱ ︙
ϕｎｓ１ ϕｎｓ２ … ϕｎｓｎｖ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

（７）

式中： ｕｖ（ ｔ）为结构的振型坐标向量； Φ∈ℝ ｎｓ×ｎｖ为结

构的振型矩阵， 矩阵第 ｉ 列为第 ｉ 阶模态振型函数。
将式中矩阵的前 ｎｓ行左乘 ΦＴ可以得到：

Ｍｖ ０
０ Ｍｐ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｕ··ｖ（ ｔ）

ｕ··ｐ（ ｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

Ｃｖ＋ΦＴＬｐＣｐＬＴ
ｐΦ －ΦＴＬｐＣｐ

－ＣｐＬＴ
ｐΦ Ｃｐ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｕ·ｖ（ ｔ）

ｕ·ｐ（ ｔ）
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＋

Ｋｖ＋ΦＴＬｐＫｐＬＴ
ｐΦ －ΦＴＬｐＫｐ

－ＫｐＬＴ
ｐΦ Ｋｐ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｕｖ（ ｔ）
ｕｐ（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

０
０{ }

（８）
式中： Ｍｖ∈ℝ ｎｖ×ｎｖ、 Ｃｖ ∈ℝ ｎｖ×ｎｖ 和 Ｋｖ ∈ℝ ｎｖ×ｎｖ 分别为

结构的广义质量矩阵、 广义阻尼矩阵和广义刚度矩

阵， 由式（９）计算， 假设结构为经典阻尼体系， 则其

均为对角矩阵， 第 ｉ 个对角线元素表示结构的第 ｉ 阶
广义质量、 广义阻尼和广义刚度。

Ｍｖ ＝ΦＴＭｓΦ　 Ｃｖ ＝ΦＴＣｓΦ　 Ｋｖ ＝ΦＴＫｓΦ （９）
人体可被表征为具有自驱力的独立机械系统［１３］，

自驱力特指人身体的上下运动而对结构产生的作用

力 ｘｓｅｌｆ（ ｔ）（图 ２（ａ））。 而人结相互作用力特指， 屈伸

律动者在柔性结构上运动时， 由于结构振动并且人

体和结构均具有质量、 刚度和阻尼， 而会产生的作

用力 ｘｉｎｔｅｒ（ｔ）（图 ２（ｂ））。 综上， 屈伸律动者与结构的

接触力可分解为自驱力和人结相互作用力：

ｘｐ（ ｔ）＝ ｘｓｅｌｆ（ ｔ）＋ｘｉｎｔｅｒ（ ｔ） （１０）

据此， 人群的位移 ｕｐ（ｔ）也可以分为自驱项 ｕｓｅｌｆ（ｔ）
∈ℝ ｎｐ和人结相互作用项 ｕｉｎｔｅｒ（ ｔ）∈ℝ ｎｐ：

ｕｐ（ ｔ）＝ ｕｓｅｌｆ（ ｔ）＋ｕｉｎｔｅｒ（ ｔ） （１１）



熊杰程等·屈伸律动人群⁃结构耦合振动的谱分析模型 　 ２０２６ 年 １ 月 第 ５９ 卷 第 １ 期　 ｜ ０３１　　　

xself�1(t)

xself�4(t)

xself�5(t)

xself�2(t)

xself�3(t)

xself�6(t)

xinter�7(t)

xinter�4(t)

xinter�1(t)

xinter�2(t)

xinter�3(t)

xinter�6(t)

xinter�9(t)

xinter�8(t)

xinter�5(t)

xself�9(t)

xself�8(t)

xself�7(t)

(a) ���

(b) ���
���

图 ２　 屈伸律动人群接触力分解

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｆｏｒｃｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｃｉｎｇ ｃｒｏｗｄ

　 　 将 ｘｓｅｌｆ（ ｔ）作用在刚性地面上时， 利用牛顿第二

定律对人群的自驱项进行求解， 得到：

ｍｐｕ··ｓｅｌｆ（ ｔ）＝ －ｃｐｕ·ｓｅｌｆ（ ｔ）－ｋｐｕｓｅｌｆ（ ｔ） （１２）
ｍｐｕ··ｓｅｌｆ（ ｔ）＝ ｘｓｅｌｆ（ ｔ） （１３）

由于大多数结构具有较大的竖向刚度， 由人群

运动引起的结构竖向振幅通常较小。 在振动幅值较

小时， 可以认为对人群运动方式的影响有限， 甚至

可以忽略， 因此不考虑结构振动对人群屈伸律动方

式的改变， 则自驱力等于人在刚性地面运动时的地

反力：
ｘｓｅｌｆ（ ｔ）＝ ｘｇｒｆ（ ｔ） （１４）

屈伸律动荷载建模时， 通常将荷载进行体重归一化：
ｘｇｒｆ（ ｔ）＝ Ｗｘ（ ｔ） （１５）

Ｗ＝

ｗ１１ ０ … ０
０ ｗ２２ … ０
︙ ︙ ⋱ ︙
０ ０ … ｗｎｐｎｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１６）

式中： Ｗ∈ℝ ｎｐ×ｎｐ为人群的体重矩阵； ｗ ｉｉ为第 ｉ 个屈

伸律动者的体重； ｘ（ ｔ）∈ℝ ｎｐ为体重归一化的屈伸律

动人群荷载。 将式（１１） ～式（１５）代入式（８）可得到屈

伸律动人群⁃结构耦合系统运动方程：

Ｍｖ ０
０ Ｍｐ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｕ··ｖ（ ｔ）

ｕ··ｉｎｔｅｒ（ ｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

Ｃｖ＋ΦＴＬｐＣｐＬＴ
ｐΦ －ΦＴＬｐＣｐ

－ＣｐＬＴ
ｐΦ Ｃｐ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｕ·ｖ（ ｔ）

ｕ·ｉｎｔｅｒ（ ｔ）
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

＋
Ｋｖ＋ΦＴＬｐＫｐＬＴ

ｐΦ －ΦＴＬｐＫｐ

－ＫｐＬＴ
ｐΦ Ｋｐ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｕｖ（ ｔ）
ｕｉｎｔｅｒ（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ΦＴＬｐＷｘ（ ｔ）
０{ }

（１７）

１􀆰 ２　 谱分析法

式（１７）的运动方程中， 人的阻尼比远大于结构

的阻尼比， 该系统属于非经典阻尼系统， 可采用状

态空间法求解：

ｖ·（ ｔ）＝ Ａｖ（ ｔ）＋ＢΦＴＬｐＷｘ（ ｔ） （１８）

式中： ｖ（ ｔ）∈ℝ ２ｎＴ、 Ａ∈ℝ ２ｎＴ×２ｎＴ 和 Ｂ∈ℝ ２ｎＴ×ｎｖ 定义

如下：

ｖ（ ｔ）＝ ｕＴ
ｖ（ ｔ） ｕＴ

ｉｎｔｅｒ（ ｔ） ｕ·Ｔ
ｖ（ ｔ） ｕ·Ｔ

ｉｎｔｅｒ（ ｔ）[ ]
Ｔ（１９）

Ａ＝
０ Ｉ

－Ｍ－１Ｋ －Ｍ－１Ｃ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（２０）

Ｂ＝
０
Ｔｐ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｔｐ ＝

Ｍ－１
ｖ

０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈ℝ ｎＴ×ｎｖ （２１）

式中： ｎＴ ＝ ｎｖ ＋ ｎｐ， Ｍ∈ℝ ｎＴ×ｎＴ、 Ｃ∈ℝ ｎＴ×ｎＴ 和 Ｋ∈
ℝ ｎＴ×ｎＴ为式（１７）中的整体质量、 阻尼和刚度矩阵。 式

（１８）可以获得输入 ΦＴＬｐＷｘ（ ｔ）和输出 ｖ··（ ｔ）对应的频

响函数 Ｈ（ ｆ）：
Ｈ（ ｆ）＝ －（２πｆ） ２×（ｉ（２πｆ）Ｉ－Ａ） －１Ｂ （２２）

结构上某一点的加速度时程 ａ（ ｔ）可由状态空间向量

ｖ··（ ｔ）计算：
ａ（ ｔ）＝ Φｃｓｖ··（ ｔ） （２３）

Φｃｓ ＝ ϕｃｓ，１ ϕｃｓ，２ …ϕｃｓ，ｎｖ ０ … ０[ ] ∈ℝ １×２ｎＴ

（２４）
式中： ϕｃｓ，ｉ为加速度计算点的第 ｉ 阶模态值。

基于随机振动理论， 利用式（２２）、 式（２３）可得

ａ（ ｔ）的自功率谱 ｇａ（ ｆ）：
ｇａ（ ｆ）＝ ΦｃｓＨ（ ｆ）ΦＴＬｐＷＧ（ ｆ）ＷＴＬＴ

ｐΦＨＴ（ ｆ）ΦＴ
ｃｓ

（２５）
式中： Ｇ（ ｆ）为 ｘ（ ｔ）的功率谱矩阵， 如式（２６）所示。
ｇｉｊ（ ｆ）为 ｘｉ（ ｔ）和 ｘ ｊ（ ｔ）的互动率谱； 当 ｉ 等于 ｊ 时，
ｇｉｉ（ ｆ）为 ｘｉ（ ｔ）的自功率谱。
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Ｇ（ ｆ）＝

ｇ１１（ ｆ） ｇ１２（ ｆ） … ｇ１ｎｐ（ ｆ）

ｇ２１（ ｆ） ｇ２２（ ｆ） … ｇ２ｎｐ（ ｆ）

︙ ︙ ⋱ ︙
ｇｎｐ１（ ｆ） ｇｎｐ２（ ｆ） … ｇｎｐｎｐ（ ｆ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２６）

加速度 ａ（ ｔ）的均方根值 ａｒｍｓ可通过对 ｇａ（ ｆ）在整个频

域内积分得到：

ａ２
ｒｍｓ ＝ ∫∞

０
ｇａ（ ｆ）ｄｆ （２７）

采用上述谱分析法计算结构加速度响应时， 需要确

定人群屈伸律动荷载功率谱矩阵以及屈伸律动者

ＳＭＤ 参数值， 详见第 ２ 章。

２　 屈伸律动人群参数

２􀆰 １　 人群屈伸律动荷载功率谱矩阵

Ｘｉｏｎｇ 等［２４］建立了人群屈伸律动荷载随机场模

型， 用于模拟荷载功率谱矩阵 Ｇ（ ｆ）， 其第 ｉ 个对角

元素 ｇｉｉ（ ｆ）是第 ｉ 个屈伸律动者的自功率谱：

ｇｉｉ（ ｆ， ｆｂ） ＝ ∑
２

ｋ ＝ １
ｇｉｉ， ｋ（ ｆ， ｆｂ） （２８）

ｇｉｉ，ｋ（ ｆ， ｆｂ）＝
β（ ｆｂ） ｓｋ（ ｆｂ）ｇ′（ ｆ ）

ｋｆｂ
（２９）

式中： ｇｉｉ，ｋ（ ｆ， ｆｂ）为第 ｉ 个屈伸律动者的第 ｋ 阶自功

率谱； ｆｂ为屈伸律动频率； ｆ 为频率变量； β（ ｆｂ）为考

虑截断影响的能量修正系数：

β（ ｆｂ） ＝
ｓＴ（ ｆｂ）

∑
２

ｋ ＝ １
ｓｋ（ ｆｂ）

（３０）

式中： ｓｋ（ ｆｂ）为第 ｋ 阶谐波能量； ｓＴ（ ｆｂ）为功率谱的总

能量； 根据式（３）计算， 其系数由试验记录拟合确

定， 如表 １ 所示。
ｓｋ（ ｆｂ） ／ ｓＴ（ ｆｂ）＝ ｐ１ ｆ ３ｂ＋ｐ２ ｆ ２ｂ＋ｐ３ ｆｂ＋ｐ４ （３１）

表 １　 ｓｋ（ ｆｂ）和 ｓＴ（ ｆｂ）的拟合系数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｉｔｔｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｓｋ（ ｆｂ） ａｎｄ ｓＴ（ ｆｂ）

参数 ｐ１ ｐ２ ｐ３ ｐ４

ｓＴ －０􀆰 ００５ ７ ０􀆰 ００３ ８ ０􀆰 １７０ ９ －０􀆰 １４２ ８

ｓ１ －０􀆰 ００９ ３ ０􀆰 ０３０ ３ ０􀆰 １２０ ４ －０􀆰 １５７ ８

ｓ２ ０􀆰 ００４ ２ －０􀆰 ０３２ ３ ０􀆰 ０６７ ７ －０􀆰 ００７ ５

ｇ′（ ｆ ）为两个高斯函数的和

ｇ′（ ｆ ）＝ ｐ５ｅｘｐ － ｆ －１
ｐ６

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ＋ｐ７ｅｘｐ － ｆ －１

ｐ８

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú （３２）

式中： ｆ ＝ ｆ ／ ｋｆｂ为取值范围为［０􀆰 ９， １􀆰 １］的无量纲频率。
模型系数 ｐ５、 ｐ６、 ｐ７、 ｐ８ 分别为 ５􀆰 ８２９ ５、 ０􀆰 ０３１ ０、
５６􀆰 ３４０ ８、 ０􀆰 ００６ ３。

Ｇ（ ｆ）的非对角元素 ｇｉｊ（ ｆ）是第 ｉ 个和第 ｊ 个屈伸

律动者的互功率谱， 如式（３３）所示：

ｇｉｊ（ｆ， ｆｂ， ｉ， ｆｂ， ｊ） ＝ ∑
２

ｋ ＝ １
γ ｉｊ（ｋ， ｆｂ， ｉ） γ ｉｊ（ｋ， ｆｂ， ｊ） ｇｉｉ， ｋ（ｆ， ｆｂ， ｉ）ｇｊｊ， ｋ（ｆ， ｆｂ， ｊ）[ ] × ｅｘｐ ｉ２π ｆ（Δｔｊ（ｆｂ， ｊ） － Δｔｉ（ｆｂ， ｉ））[ ]

（３３）
式中： ｇｉｉ，ｋ（ ｆ， ｆｂ，ｉ）根据式（２９）计算； ｆｂ，ｉ为第 ｉ 个人

的屈伸律动频率， 根据人群屈伸律动试验得到其概

率密度函数为：

ｆ（ｘ） ＝ １
ｎｈ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｋ

ｘ － ｘｉ

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （３４）

式中： ｎ 为数据样本的个数； ｈ 为带宽， 取 ０􀆰 ０２； Ｋ（）
为采用高斯核的核函数； ｘｉ为第 ｉ 个数据样本。

γｉｊ（ｋ， ｆｂ，ｉ） 为相干函数在第 ｋ 阶谐波处的

幅值：
γｉｊ（１） ＝ －０􀆰 ０６４ ７６ｆｂ＋０􀆰 ９７８ ０
γｉｊ（２） ＝ －０􀆰 ０８４ ２５ｆｂ＋０􀆰 ７０６ ３{ （３５）

Δｔｉ（ ｆｂ，ｉ）为第 ｉ 个人的时间滞后， 服从 Ｎ（０， σ２） ［ｓ］
的正态分布， 其中 σ 根据试验拟合为：

σ＝ ０􀆰 ００４ ５５７ｆ ２ｂ－０􀆰 ０３４ ０８ｆｂ＋０􀆰 ０９５ ５５ （３６）
综上， 人群屈伸律动荷载功率谱矩阵 Ｇ（ ｆ）可由

以下六个步骤模拟：
（１） 根据概率密度函数式（３４）随机生成第 ｉ 个人

的屈伸律动频率 ｆｂ，ｉ。
（２） 根据 ｆｂ，ｉ， 由式（２９） ～式（３２）和表 １ 中的参

数计算第 ｉ 个人第 ｋ 阶自功率谱 ｇｉｉ，ｋ（ ｆ， ｆｂ，ｉ）。
（３） 根据 ｆｂ，ｉ， 由式（３５）确定第 ｉ 个屈伸律动者

的 γｉｊ（ｋ， ｆｂ，ｉ） 。
（４） 根据 ｆｂ，ｉ， 由式（ ３６）计算出参数 σ， 并根

据正态分布 Ｎ（０， σ２）随机生成第 ｉ 个屈伸律动者

的Δｔ ｉ（ ｆｂ，ｉ） 。
（５） 通过式（２８）计算第 ｉ 个屈伸律动者的自功

率谱 ｇ ｉｉ（ ｆ） 。
（６） 通过式（３３）计算第 ｉ 个和第 ｊ 个屈伸律动者

的互功率谱 ｇｉｊ（ ｆ）。
２􀆰 ２　 屈伸律动者 ＳＭＤ 参数

人体 ＳＭＤ 参 数 的 取 值 是 本 文 的 一 个 关 键。
Ｄｏｕｇｉｌｌ 等［１７］人利用人体频响函数识别出屈伸律动者

的平均固有频率为 ２􀆰 ３ Ｈｚ， 阻尼比为 ０􀆰 ２５。 Ｗａｎｇ
等［１８］对屈伸律动者的 ＳＭＤ 模型参数做了更深入的研
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究。 首先， 开展了 ２５ 人次、 多种工况下的屈伸律动

试验， 使用测力鞋垫共收集到 １７３ 条连续的屈伸律动

荷载时程， 并将其划分为 ６ ８００ 个运动周期。 对每个

运动周期内的时程重复采用粒子滤波算法识别 ＳＭＤ
模型参数直至收敛。 识别结果表明， 第 ｉ 个人的固有

频率 ｆｐ，ｉ和屈伸律动频率 ｆｂ呈线性关系， 阻尼比 ξｐ，ｉ与

屈伸律动频率 ｆｂ呈抛物线关系。 将屈伸律动频率划分

为六个区间， 对每个区间内的识别结果进行统计分

析， 采用偏正态分布密度函数进行拟合：

ｆ（ｘ） ＝ ２
σ ２π

ｅ －（ｘ－μ）２

２σ２ ∫α
ｘ－μ
σ( )

－∞

１
２π

ｅ － ｔ２
２ ｄｔ （３７）

式中： μ、 σ、 α 分别是位置系数、 比例系数和形状

系数， 取值见表 ２。

表 ２　 屈伸律动者 ＳＭＤ 参数的概率密度拟合系数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｉｔｔｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｆｏｒ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ
ＳＭＤ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｂｏｕｎｃｅｒ

ＳＭＤ 参数 固有频率 ｆｐ 阻尼比 ξｐ

系数 μ ／ Ｈｚ σ ／ Ｈｚ α μ ／ Ｈｚ σ ／ Ｈｚ α

１􀆰 ３５～１􀆰 ７５ Ｈｚ １􀆰 ７３４ ４ ０􀆰 ３６７ １ －０􀆰 ３５１ ５ ０􀆰 １２２ ９ ０􀆰 １６０ ９ ３􀆰 ９９７ ７

１􀆰 ７５～２􀆰 １５ Ｈｚ ２􀆰 ０９８ １ ０􀆰 ３２８ ３ －３􀆰 ８３８ ３ ０􀆰 ０９６ ３ ０􀆰 １２５ ０ ５􀆰 ０９０ ６

２􀆰 １５～２􀆰 ５５ Ｈｚ ２􀆰 ４３１ ４ ０􀆰 ４３１ ４ －４􀆰 １６５ ７ ０􀆰 ０７８ １ ０􀆰 １４７ ７ ４􀆰 ９９９ １

２􀆰 ５５～２􀆰 ９５ Ｈｚ ２􀆰 ８６３ ４ ０􀆰 ７７１ ７ －８􀆰 ４６２ ８ ０􀆰 ０８１ １ ０􀆰 １３７ ８ ７􀆰 １９３ ８

２􀆰 ９５～３􀆰 ３５ Ｈｚ ３􀆰 ２３９ １ １􀆰 ２０１ １ －１４􀆰 ５１４ ６ ０􀆰 ０８７ ５ ０􀆰 １５２ ４ ８􀆰 ２６５ ２

３􀆰 ３５～３􀆰 ７５ Ｈｚ ３􀆰 ５４１ ４ １􀆰 ３５０ １ －１６􀆰 ２４１ ２ ０􀆰 ０９０ ５ ０􀆰 １６２ ６ ５􀆰 ９１６ ０

　 　 Ｄｏｕｇｉｌｌ 等人将人体的频率和阻尼比视为固定值，
忽视了人体动力特性的随机性。 相比之下， Ｗａｎｇ 等

人根据试验获得的 ＳＭＤ 参数模型能够更好地反映屈

伸律动者模态参数的随机性， 并且其取值与屈伸律

动频率相关， 更符合人体实际情况。 基于这一考量，
本文采用了 Ｗａｎｇ 等人提出的模型， 可由以下步骤生

成第 ｉ 个屈伸律动者的 ＳＭＤ 参数： 根据屈伸律动频

率 ｆｂ以及偏正态分布概率密度函数随机生成第 ｉ 个人

的固有频率 ｆｐ，ｉ和阻尼比 ξｐ，ｉ。 由式（３８）和式（３９）分
别计算出人体的刚度 ｋｐ，ｉ和阻尼 ｃｐ，ｉ。

ｋｐ，ｉ ＝ｍｐ，ｉ（２πｆｐ，ｉ） ２ （３８）
ｃｐ，ｉ ＝ ２ξｐ，ｉｍｐ，ｉ（２πｆｐ，ｉ） （３９）

式中： ｍｐ，ｉ为人体的整体质量。

３　 结构加速度响应预测步骤

根据人群⁃结构耦合系统运动方程及其谱分析解、
屈伸律动荷载功率谱矩阵以及屈伸律动者 ＳＭＤ 参数，
可按以下步骤预测屈伸律动人群作用下结构加速度

响应：

（１） 通过现场动力测试或有限元建模获得结构动

力特性 Ｍｖ、 Ｃｖ和 Ｋｖ。
（２） 根据结构的动力特性确定节拍器（或外部激

励）频率。 例如可基于共振假定选择与结构某一振型

相同的频率。
（３） 由式（３７） ～ 式（３９）生成人群的 Ｃｐ 和 Ｋｐ 矩

阵， 人体质量矩阵 Ｍｐ 可按规范［２５］ 取每个人 ７０ ｋｇ，
Ｗ＝ ７００ ｋＮ。

（４） 根据 Ｍｖ、 Ｃｖ、 Ｋｖ、 Ｍｐ、 Ｃｐ、 Ｋｐ 的值由式

（２０） ～式（２２）计算耦合系统的频响函数 Ｈ（ ｆ）， 在试

验时记录人群的站位获得定位矩阵 Ｌｐ。
（５） 根据 ２􀆰 １ 节的步骤模拟功率谱矩阵 Ｇ（ ｆ）。
（６） 确定加速度计算点的模态值 Φｃｓ。
（７） 根据由式（２５）计算检查点加速度 ａ（ ｔ）的功

率谱 ｇａ（ ｆ）， 最后由式（２７）计算均方根加速度 ａｒｍｓ。

４　 试验验证

４􀆰 １　 试验楼板动力特性

试验场地是同济大学物美实验室第 ２ 层的大跨楼

板， 楼面尺寸为 ６０ ｍ×３６ ｍ， 整个楼面分成 ５×３ 个隔

间， 每个隔间的尺寸为 １２ ｍ×１２ ｍ， 试验在楼板中心

区域进行， 如图 ３ 所示。

����

图 ３　 试验场地

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｉｔｅ

为获得结构的自振频率、 阻尼比、 模态质量和

振型等动力特性， 需对楼板开展模态锤击试验。 测

试设备包括朗斯（ＬＣ０１３２Ｔ）高灵敏度压电加速度传感

器、 ＤＡＳＰ 数据采集系统和力锤。 模态试验中加速度

传感器布置网格如图 ４ 所示， 每排布置 ９ 个传感器，
传感器间隔以 １􀆰 ２ ｍ 等间距排列。

测试过程中， 力锤分别在 Ａ、 Ｂ 两点进行锤击。
每次锤击结束后保持静止 ３０ ｓ， 等待楼板振动衰减完

成。 每排测试完成后， 所有加速度传感器按图中箭

头方向移动至下一排。 测试共进行 ６ 组， 得到楼板

５４ 个不同位置处的振动衰减信号。
试验结束后， 将采集到的加速度时程导入 ＤＡＳＰ
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软件内置的 ＥＲＡ 分析模块， 可以计算出楼板的动力

特性。 其前 ４ 阶固有频率、 阻尼比、 模态质量（振型

最大值归一化）以及振型如图 ５ 所示。

�
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2 m
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2 
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y

x

�1��6�

图 ４　 楼板动力测试

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｔｅｓｔｓ ｏｎ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

４􀆰 ２　 人群屈伸律动试验

试验共有 ６４ 名志愿者参与（图 ６）， 共设置 ８ 种

不同人数的试验工况， 分别为 ６４、 ４９、 ３６、 ２５、 １６、
９、 ４ 和 １， 人群间隔 ０􀆰 ９ ｍ 均匀的分布在楼板中心，
如图 ７ 所示， 将每个志愿者编号并记录每个编号所对

应测试者的体重（表 ３）和站位。
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图 ５　 楼板的前 ４ 阶振型

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｆｌｏｏｒ

图 ６　 ６４ 人屈伸律动

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｂｏｕｎｃｉｎｇ ｏｆ ｓｉｘｔｙ⁃ｆｏｕｒ ｐｅｒｓｏｎｓ

表 ３　 ６４ 位测试者体重信息

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｗｅｉｇｈｔｓ ｏｆ ｓｉｘｔｙ⁃ｆｏｕｒ ｐｅｒｓｏｎｓ

编号 体重 ／ ｋｇ 编号 体重 ／ ｋｇ 编号 体重 ／ ｋｇ 编号 体重 ／ ｋｇ

１ ７１􀆰 ４ ９ ７７􀆰 ２ １７ ６７􀆰 ９ ２５ ６１􀆰 １

２ ６６􀆰 ５ １０ ７０􀆰 １ １８ ７０􀆰 ５ ２６ ６３􀆰 ８

３ ６５􀆰 ７ １１ ６５􀆰 ６ １９ ６８􀆰 ８ ２７ ６２􀆰 ２

４ ６５􀆰 ５ １２ ７１􀆰 ２ ２０ ６０􀆰 ７ ２８ ５９􀆰 １

５ ６５􀆰 ０ １３ ６８􀆰 ２ ２１ ６５􀆰 ９ ２９ ６５􀆰 ７

６ ６７􀆰 ２ １４ ６０􀆰 １ ２２ ６６􀆰 ０ ３０ ６５􀆰 ２

７ ６７􀆰 ３ １５ ７３􀆰 ４ ２３ ６３􀆰 ４ ３１ ７７􀆰 ３

８ ７２􀆰 ５ １６ ６９􀆰 １ ２４ ７８􀆰 ３ ３２ ６５􀆰 ３
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续表 ３

编号 体重 ／ ｋｇ 编号 体重 ／ ｋｇ 编号 体重 ／ ｋｇ 编号 体重 ／ ｋｇ

３３ ５９􀆰 ９ ４１ ６５􀆰 ３ ４９ ６７􀆰 １ ５７ ６８􀆰 ２

３４ ７７􀆰 ７ ４２ ７０􀆰 ０ ５０ ４６􀆰 ７ ５８ ５６􀆰 ５

３５ ７５􀆰 ３ ４３ ６９􀆰 ６ ５１ ６３􀆰 ９ ５９ ６６􀆰 ４

３６ ６５􀆰 ５ ４４ ５８􀆰 ６ ５２ ７５􀆰 ３ ６０ ７７􀆰 ７

３７ ５６􀆰 ９ ４５ ６０􀆰 ６ ５３ ５９􀆰 ９ ６１ ６７􀆰 ７

３８ ６４􀆰 ０ ４６ ６２􀆰 ０ ５４ ７３􀆰 ３ ６２ ６７􀆰 ３

３９ ６６􀆰 ０ ４７ ６３􀆰 ６ ５５ ６９􀆰 ３ ６３ ６２􀆰 １

４０ ６８􀆰 ８ ４８ ６４􀆰 ９ ５６ ６６􀆰 ８ ６４ ６６􀆰 ８

　 　 由试验测得结构的 １ 阶自振频率为 ５􀆰 ３４ Ｈｚ， 因

此， 本文选取 ２􀆰 ７ Ｈｚ 节拍器频率为屈伸律动的引导

频率， 其荷载的 ２ 倍频与结构 １ 阶频率相近， 使结构

发生共振。 每个工况重复两次， 每次持续约 ３０ ｓ。 试

验过程中， 加速度传感器记录楼板中心加速度时程，

图 ８ 为部分工况下的时程曲线图。
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图 ８　 楼板实测加速度响应
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图 ７　 人群位置图

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｃｒｏｗｄ

４􀆰 ３　 结构响应结果分析

对不同工况下的实测加速度响应求均方根值，
将结果绘制于图 ９ 中（红色图标）。 从图中可以得出，
随着人数从 １ 人增加至 ３６ 人， 加速度响应持续增大。
然而， 从 ３６ 人到 ６４ 人的试验工况中， 均方根值出现

了轻微下降的现象。 根据第 ３ 章中的步骤对结构的加

速度响应进行预测， 由于功率谱矩阵 Ｇ（ ｆ）包含了 ｆｂ，ｉ
和 Δｔｉ（ ｆｂ，ｉ）随机变量， 并且考虑人体 ＳＭＤ 参数的随

机性， 所以结构加速度响应的 ａｒｍｓ的模型预测值是随

机的。 因此， 对每个工况分别进行 １ ０００ 次模特卡罗

模拟， 计算 ａｒｍｓ模拟结果的 ５％和 ９５％分位值， 并将

结果绘制在图 ９ 中（蓝色图标）。 从结果可以看出，
预测值总体上随着人数的增加呈现增长趋势。 同时，
随着人数的增加， 预测结果的分位值区间也增长，
结构响应的离散性增大， 在人群达到一定的规模时，
预测值的 ５％分位值有减小的趋势， 整体的增长趋势

也放缓。 一方面， 随着人数的增加， 人群的随机性

增大， 导致群体协同性降低。 另一方面， 如图 ７ 所

示， 屈伸律动人群的站位随人数增加逐渐分散在 １ 阶

振型较小的区域， 新增人群的屈伸律动荷载对结构

响应的贡献也逐渐减少。 此外， 由于人群与结构之

间的耦合作用， 耦合系统的阻尼比随人数增加而提
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高， 使结构响应的增长幅度逐渐减小， 理论预测值

趋于稳定。 综合以上两方面原因， 受随机性等因素

影响， 当人数更多时， 结构响应值略有减小， 但仍

在理论预测值范围内， 表明所建议的人群⁃结构耦合

振动模型及谱分析计算方法能合理地预测屈伸律动

荷载作用下的结构加速度响应。
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图 ９　 ａｒｍｓ实测值与预测值对比

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｅｄ ａｎｄ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｒｍｓ

５　 结论与展望

（１） 将结构视为多自由度系统， 每个屈伸律动者

视为单独的弹簧⁃质量⁃阻尼器系统的建模范式， 可考

虑结构不同模态间的耦合作用以及每个人的振型值

及动力特性参数， 在此基础上建立的运动方程及其

谱分析解可用于计算模态密集及振型复杂结构在人

群屈伸律动荷载作用下的振动响应。
（２） 由于人群屈伸律动荷载的随机性和屈伸律动

者 ＳＭＤ 参数的随机性， 结构振动响应的离散性随着人

数的增大而增加。 由于屈伸律动人群的协同性、 人群

站位的分散性以及人群对结构动力特性的影响， 结构

振动响应的增长幅度随着人数的增加而逐渐减小。
（３） 当人群密度较大且以行人流的方式行走时，

可忽略步行荷载的移动性对结构振动的影响， 其荷

载作用形式与人群屈伸律动荷载的作用形式一致。
通过带入人群步行荷载的功率谱模型及相对的 ＳＭＤ
参数， 论文建立的人群⁃结构耦合系统运动方程及其

谱分析解可推广到人群随机行走和同步行走下的结

构响应计算， 后续可开展试验验证其准确性。
（４） 当结构振幅较大时， 人群倾向调整自身的运

动方式， 导致其自驱力与刚性地面上的地反力不再一

致， 因此以刚性地面地反力为基础建立的人群屈伸律

动荷载随机场模型可能不再适用， 需在柔性结构上开

展相关试验获得荷载时程并建立对应的荷载模型。
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