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在役混凝土结构碳化深度的贝叶斯随机模型
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摘要:
 

由于混凝土碳化过程的随机性,现有的碳化深度预测模型难以表征在役混凝土结构的实际碳化状况。

为此,将已有碳化随机模型与现役混凝土结构碳化深度的实测信息相结合,提出一种碳化总体样本均值与方

差均未知情况下的先验分布超参数的计算方法;并利用贝叶斯理论对碳化速度系数进行更新,研究了针对在

役混凝土结构碳化深度的贝叶斯随机模型。以燕山水库溢洪道闸墩等结构的实测混凝土碳化深度为例进行

分析,结果表明碳化深度的贝叶斯随机模型能更好地表征在役混凝土结构的实际碳化状况。
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1 引言

混凝土碳化深度有很大随机性,即使同一服

役结构、相同环境、相同强度下,碳化深度也不一

定完全相同[1]。目前研究一致认为碳化深度 X
服从正态分布N

 

(μ,σ2),分析在役混凝土结构的

碳化损伤状况,则需计算碳化总体样本的概率特

征参数均值μ 与方差σ2。现有碳化深度预测模

型大多计算碳化深度均值,碳化深度的计算结果

与实际检测信息相差较大,难以代表结构的实际

碳化状况。若仅依赖结构在某个时间的碳化深度

检测样本推断其碳化状况,则会受限于样本信息

量与实际操作误差等一系列不确定因素。贝叶斯

理论可将已有碳化模型作为先验信息,结合检测

信息从而实现对碳化深度的重估计,具有较大的

工程实用价值。但现有的贝叶斯碳化模型均是对

单参数均值μ 进行修正的研究结果[2,3]。而先验

分布中超参数的确定,是对总体样本双参数进行

贝叶斯估计的前提[4]。因此,建立一种碳化总体

样本均值μ 与方差σ2 均未知情况下贝叶斯先验

分布中超参数的计算方法,成为一个亟待解决的

问题。鉴此,本文以燕山水库溢洪道闸墩结构为

例,选择牛荻涛随机模型,结合其他结构部位的碳

化深度信息共同作为先验信息,通过公式推导出

一种碳化总体均值μ 与方差σ2 均未知情况下的

先验分布中超参数的计算方法,并依此得出结构

碳化深度的贝叶斯随机模型,从而形成一种针对

在役混凝土结构碳化深度的贝叶斯估计方法。

2 先验模型的选择

混凝土的碳化深度与时间的平方根成正比,
且碳化深度是一个服从正态分布的随机过程[5]。
基于此提出的关于混凝土碳化深度的预测模型大

体可归为理论模型、基于试验研究的经验模型、理
论与碳化试验相结合的模型3类,见表1[6]。

已有的碳化深度预测模型大都为平均碳化深

表1 混凝土碳化模型

Tab.1 Concrete
 

carbonization
 

model

理论模型
经验模型

多系数经验模型 水灰比经验模型 抗压强度经验模型
理论与试验相结合的模型

阿列克谢耶夫模型 龚洛书模型 岸谷孝一模型 前苏联碳化模型 张誉模型
希腊Papadakis模型 Richardson模型 朱安民模型 牛荻涛模型 刘亚芹碳化模型

黄士元模型 依田彰彦模型 邸小坛模型 CEB
 

Task
 

Group
 

V,1+2
 

碳化模型
张海燕模型 鱼本健人模型

日本混凝土规程模型
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度的预测模型,且未考虑碳化过程的随机性。牛

荻涛模型考虑多因素影响,并给出随机不确定性

变量系数,建立了混凝土碳化深度预测的实用随

机模型,能够分别计算碳化深度的均值μ 与方差

σ2。因此,本文将牛荻涛随机模型作为先验模型,
该模型[1]为:

X(t)=2.56KmcKjKCO2KPKS
4
T 1-RRH  ·

RRH 57.94mc/fcu-0.76  t (1)
式中,X(t)为碳化深度;Kmc 为计算模式不定性

随机变量;Kj 为角部修正系数;KCO2
为CO2 浓

度影响系数;KP 为浇筑面修正系数;KS 为工作

应力影响系数;T 为环境温度;RRH 为环境相对

湿度;mc 为混凝土立方体抗压强度平均值与标准

值之比;fcu 为混凝土抗压强度,MPa,是随机过

程;t为碳化时间,a。

3 碳化深度的贝叶斯随机模型

3.1 贝叶斯后验估计的对象

选择已有的碳化模型作为先验模型,结合t0
时刻的检测信息,利用贝叶斯后验估计对碳化深

度进行计算,实际上是一个对先验模型进行修正

的过程[7]。混凝土的碳化深度与碳化时间的关系

可表示为X(t)=Kt0.5。若设经贝叶斯修正后的

碳化后验模型为Xb(t)=Kbt0.5,先验模型为Xa(t)=
Kat0.5,则t0 时刻碳化深度的后验估值与先验模

型值的差值ΔX(t0)为:

ΔX(t0)=(Kb-Ka)t0.50 =ΔKt0.50 (2)
式中,Ka 为碳化深度先验模型的碳化速度系数;

Kb 为后验模型的碳化速度系数;ΔK 为后验模型

与先验模型的碳化速度系数差值。
随着碳化龄期的推移,后续任意时刻碳化深

度的贝叶斯更新值与先验模型的差值ΔX(t)呈
增大趋势。因此,为更精确地计算碳化深度,应在

已有先验模型的基础上,结合检测信息,对碳化速

度系数K 进行贝叶斯后验估计,以此推断未来任

意时刻的碳化深度预测值。
3.2 碳化总体样本参数的贝叶斯后验分布

假定t时刻由混凝土结构碳化深度的检测数

据X1,X2,…,Xn 反推得到的碳化速度系数的样

本K1,K2,…,Kn,是来自正态分布总体N(μ,σ2)
的一个样本K,n 为检测样本个数。根据贝叶斯

理论,在得到检测样本似然函数与先验分布函数

的情况下,(μ,σ2)的后验分布可表示为:

π(μ,σ2|k)∝f(k|μ,σ2)π(μ,σ2) (3)

式中,∝表示“正比于”;f(k|μ,σ2)为检测样本的

似然概率函数;π(μ,σ2)为μ与σ2 的先验分布函数。
由于总体样本μ 与σ2 均未知,采用共轭先验

分布来确定μ 与σ2 的后验分布。两参数具有关

联性,相互影响,其联合先验分布是两个分布函数

的 乘 积。记 为 π(μ,σ2)=π(σ2)π(μ|σ2),其 中

π(σ2)的分布为逆伽玛分布,π(μ|σ2)的先验分布

为正态分布,其联合先验分布为正态-逆伽玛分

布[8],可表示为:

π(μ,σ2)∝σ-1(σ2)
-(v0/2+1)·

exp-
1
2σ2

ν0σ20+κ0(μ-μ0)2    (4)

式中,μ0、κ0、ν0、σ20 均为待确定的超参数;ν0/2为

逆伽玛分布的形状参数。
碳化速度系数K 的检测样本K1,K2,…,Kn

的似然概率密度函数可表示为:

f(K|μ,σ2)=(2πσ2)-n
/2exp-

1
2σ2∑

n

i=1

(Ki-μ)2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ∝

σ-nexp -
1
2σ2∑

n

i=1

(Ki-μ)2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (5)

对于服从正态分布的碳化速度系数总体样

本,其参数均值μ 与方差σ2 的后验联合概率分布

函数为:

π(μ,σ2|k)∝σ-1(σ2)
-(vn/2+1)·

exp-
1
2σ2

νnσ2n +κn(μ-μn)2    (6)

其中

μn =
κ0

κ0+nμ0+
n

κ0+nK
;κn =κ0+n;νn =ν0+n;

νnσ2n =ν0σ20+∑
n

i=1

(ki-K)2+
κ0n

κ0+n
(μ0-k)2

(7)
将π

 

(μ
 

,
 

σ2
 

|
 

k)分别对μ 与σ2 积分,可分别

得到σ2 与μ 的边缘概率分布。其中σ2 的后验分

布服从逆伽玛分布,μ 的后验分布服从广义一元t
分布[9]。

对比式(4)、(6)可知,正态总体参数的后验联

合概率分布与先验联合分布相同,只是以μn、κn、

νn、σ2n 代替了先验分布中的μ0、κ0、ν0、σ20。κn 相

当于综合了先验信息量与样本信息量的总样本容

量,νn 为μn 服从广义一元t分布的后验自由

度[10]。因此,若要确定碳化总体样本μ 与σ2 的

具体后验分布,先验分布中各超参数的确定是首

要解决的问题。
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3.3 先验分布中超参数的确定

现有的超参数确定方法[9]均需要从先验信息

中获得前几阶先验分布的样本矩或若干分位数的

估值,通过解方程确定各超参数。但根据碳化模

型得到的是特定时间碳化深度的计算均值与方

差,因而无法获取先验分布的样本矩与分位数估

值。而在实际工程中,尽管不同部位不同结构的

建筑物发挥作用不同,但所浇筑的混凝土可能存

在一致情况。因此,本文通过搜集现场与待分析

结构具有相同混凝土状况且同等或相似环境条

件、不同结构部位的碳化深度信息,结合牛荻涛随

机模型共同作为先验信息,提出了一种新的先验

超参数的确定方法,具体步骤如下。
步骤1 根据牛荻涛随机模型得出结构碳化

速度系数K 的计算均值μk 与方差σ2k ;以不同结

构部位为单位,根据其碳化深度检测数据反推计

算得 到 碳 化 速 度 系 数 K 的 均 值 Kμ
j 与 方 差

Kσ2
j (j=1,2,…,m,m 为碳化检测结构部位的数目)。

步骤2 将不同结构部位碳化速度系数 K

的均值Kμ
j 与方差Kσ2

j 整合组成新的样本,并结

合牛荻涛随机模型得出的结构计算均值μk 与方

差σ2k,共同作为先验信息,以此为基础对其进行

二次处理。
步骤3 由步骤2可知μk σ2k~N(μ0,σ2/κ0),

则超参数μ0=μk,σ2/κ0 的估计量为:

σ2

κ0
=∑

m

j=1
Kμ

j -
1
m∑

m

j=1
Kμ

j  
2

(8)

步骤4 根据式(4),σ2~IGa(ν0/2,ν0σ20/2),
由逆伽玛分布的均值与方差的计算公式[11]可知:

E(σ2)=ν0σ20/(ν0-2)

var(σ2)=2(ν0σ20)2/(ν0-2)2(ν0-4) (9)

结合牛荻涛碳化随机模型,可得E(σ2)=σ2k,

σ2 的方差:

var(σ2)=∑
m

j=1
Kσ2

j -
1
m∑

m

j=1
Kσ2

j  
2

(10)

式中,Kσ2
j 为第j个结构部位碳化速度系数K 的

方差。
联立式(9)、(10),可分别求得超参数ν0、σ20。由

E(σ2)=σ2k,联立式(8),可求得先验自由度κ0 为:

κ0=
σ2

σ2/κ0
=σ2K ∑

m

j=1
Kμ

j -
1
m∑

m

j=1
Kμ

j  
2

(11)
至此,可求得先验信息中各超参数μ0、κ0、

ν0、σ20 的计算值。将所得超参数代入式(7),可得

μn、κn、νn、νnσ2n 的计算值;根据逆伽玛分布与广义

一元t分布的均值与方差的计算公式推导可得,
碳化速度系数 K 的后验分布参数均值即μn,后
验分布参数方差的最大期望为:

E(σ2'K)=νnσ2n/(νn -2) (12)

式中,σ2'K 为碳化速度系数K 的后验分布参数方差。
因此,经贝叶斯后验估计得到的碳化速度系

数K~N(
 

μn,σ2'K),进而可根据误差传递性得出

在役混凝土结构碳化深度的贝叶斯随机模型

X(t)~N(μx(t),σ2x(t)):

μx(t)=μnt0.5

σ2X(t)=σ2'Kt (13)

4 工程案例

4.1 燕山水库溢洪道闸墩结构

河南省燕山水库溢洪道闸墩结构主体为粉煤

灰混凝土结构,设计强度等级为C25,根据当地气

象资料和现场采样分析,结构所处环境的年平均

温度、相对湿度分别为14.5
 

℃、69%,CO2 浓度

为0.03%。查阅工程建设期资料,溢洪道翼墙及

泄槽段底板混凝土与闸墩混凝土完全一致,均为

设计强度等级为C25的粉煤灰混凝土,且闸墩结

构所在位置与溢洪道翼墙及泄槽段底板混凝土紧

邻。根据现场检测状况,泄槽水平段底板与斜坡

段1排底板与闸墩混凝土所处环境基本一致,因
此另外对翼墙、水平段底板、斜坡1排底板混凝土

等3处结构部位进行碳化深度检测。具体检测步

骤及碳化测区数量遵照《既有混凝土结构耐久性

评定标准》[12]相关规定执行,从结构竣工服役至

本次检测已14年。
通过K-S假设检验对闸墩结构的碳化深度

检测数据进行统计[13],结果表明其在95%的置信

水平下较好地服从正态分布。闸墩结构碳化深度

的概率分布见图1,闸墩与其他结构部位的碳化

深度检测情况见表2。

8 12 16 20 24 28 320
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

!
"

/#

$%&'/mm

图1 闸墩碳化深度概率分布

Fig.1 Probability
 

distribution
 

of
 

carbonation
 

depth
 

of
 

gate
 

pier
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表2 不同结构部位碳化深度数据统计

Tab.2 Statistics
 

of
 

carbonation
 

depth
 

of
 

different
 

structural
 

parts
结构部位 检测数量/个 均值/mm 标准差 变异系数

闸墩 27 20.1 5.97 0.30
水平段底板 21 18.4 6.02 0.33
斜坡1排 15 17.7 7.78 0.44

翼墙 6 32.1 9.30 0.29

4.2 不同结构部位碳化信息的对比

对碳化速度系数K 进行贝叶斯估计前,利用

牛荻涛随机模型对闸墩结构t=14年时的碳化深

度进行计算,并与各结构部位的碳化深度数据做

对比。根据结构所处现场环境,参照文献[1],取

Kmc 均 值 为0.996、标 准 差 为0.355,Kj=1、

KCO2=1.1、KP=1.2、KS=1,并代入现场环境条

件数据及混凝土强度等,经计算碳化深度均值为

10.94
 

mm,标准差为5.30;各结构部位碳化信息

与碳化随机模型的对比见图2。
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图2 各结构部位碳化状况对比

Fig.2 Comparison
 

of
 

carbonation
 

status
 

of
 

various
 

structural
 

parts

由图2可知,闸墩结构碳化深度检测均值为

20.1
 

mm,相较于水平段底板、斜坡1排底板混凝

土,碳化均值略大但较为接近,且闸墩碳化测区的

检测数量也最多;从闸墩至翼墙各结构部位的碳

化测区数量逐渐减小,标准差随之增大,变异系数

整体趋势也随之变大。翼墙的碳化均值高于其他

部位的检测均值则受限于现场检测情况,检测样

本量较少导致数据的离散性偏大,但各结构部位

的碳化深度仍可视为服从整体的正态分布;牛荻

涛碳化模型计算值为10.94
 

mm,远小于各结构

部位碳化深度检测均值,其模型变异系数计算值

最高。由此可见,随机性的特点使相同混凝土且

环境条件基本一致的不同结构,其碳化深度也不

尽相同,且随检测样本信息量的大小而变化。已

有的经典碳化深度随机模型得出的计算结果并不

能很好地代表实际工程结构的碳化状况。
4.3 碳化深度的贝叶斯随机模型

选定碳化速度系数 K 作为贝叶斯后验估计

的对象,由结构服役时间与碳化深度检测数据反

推,可得碳化速度系数K 的统计信息见表3。

表3 碳化速度系数K 统计

Tab.3 Statistics
 

of
 

carbonization
 

rate
 

coefficient
 

K
分类 工程部位 数量 均值 方差

先验信息 水平段底板 21 4.89 2.59
斜坡1排 15 4.72 4.32
翼墙 6 8.58 6.18
牛荻涛随机模型 2.92 2.01

检测样本 闸墩 27 5.37 2.55

对先验信息进行处理,结合式(4)与牛荻涛碳

化随机模型,可得超参数μ0=2.92;由式(8)可求

得σ2/κ0 的估计量为4.77;结合牛荻涛随机模型,

求得逆伽玛分布的均值与方差分别为E(σ2)=
2.01、Var(σ2)=3.21;联立式(9)、(10),可分别

求得超参数ν0=6.50、σ20=1.39;由E(σ2)=σ2k,
联立式(8)可得先验自由度κ0=0.42。由此可将

先验分布中超参数μ0、κ0、ν0、σ20 的计算值代入式

(7),得到μn、κn、νn、νnσ2n 的计算值分别为5.33、

27.42、33.50、77.69;根据逆伽玛分布与广义一元

t分布的均值与方差的公式推导,可求得后验分

布参数方差的最大期望σ2'K=2.47;至此,求得经

贝叶 斯 后 验 估 计 的 碳 化 速 度 系 数 满 足 K ~
N(5.33,2.47)。根据误差传递性进一步得到闸

墩结构碳化深度的贝叶斯随机模型为 X(t)~
N(5.33t0.5,2.47t)。

将牛荻涛随机模型与碳化深度的贝叶斯随机

模型做对比,并引入本次闸墩结构碳化检测数据,
见图3。由图3可看出,相较于作为先验信息的

牛荻涛随机模型,碳化深度的贝叶斯随机模型对

碳化深度均值的计算精度更高;且任意时刻碳化

深度的贝叶斯随机模型的后验均值与先验模型碳

化均值的差值随时间递增,计算可得 ΔX(t)=
2.41t0.5;与闸墩结构碳化检测数据进行对比,第

14年贝叶斯随机模型的碳化计算均值为19.94
 

mm,介于先验碳化模型计算值与闸墩碳化检测

均值之间,更接近闸墩碳化检测均值20.1
 

mm;
第14年 贝 叶 斯 随 机 模 型 的 碳 化 计 算 方 差 为

34.58,介于先验碳化模型方差计算值与闸墩碳化

检测方差之间,更接近闸墩碳化检测方差35.64。
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图3 模型计算值与结构检测值的对比

Fig.3 Comparison
 

between
 

model
 

calculation
 

value
 

and
 

structure
 

detection
 

value
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由此可见,碳化深度的贝叶斯随机模型是先验信

息与检测样本之间的一个折中,是综合了先验信

息与检测信息后的一个表达。
此外,对碳化模型计算均值进行置信区间的

检验。根据任意t时刻碳化深度总体样本X 服

从正态分布N(μ,σ2)的研究结果,闸墩碳化深度

X1,X2,…,Xn 来源于正态分布总体N(μ,σ2)的
检测样本X,n 为检测样本个数(n=27),检测样

本均值与样本标准差分别为X 、S,则有随机变量:

t=
X -μ
S/ n

~t(n-1) (14)

由此可得μ的置信度1-α的置信区间[10]为:

X -
S
n
tα/2(n-1),X +

S
n
tα/2(n-1)  (15)

取α=0.05,查t分布表可得t0.025(26)=
2.055

 

5,因此可根据闸墩结构碳化深度的检测数

据,得出碳化总体样本均值μ 在95%置信水平下

的置信区间为(17.70,22.46),区间长度为4.76。
牛荻涛模型对闸墩结构t=14年的碳化深度计算

均值为10.94
 

mm,而贝叶斯随机模型t=14年的

计算均值为19.94
 

mm,由此可见相较于牛荻涛

先验模型,碳化深度的贝叶斯随机模型得出的计

算结果具有95%置信度,能够更好地代表燕山水

库溢洪道闸墩结构的真实碳化状况。

5 结论

a.对在役混凝土结构的碳化深度进行贝叶斯

估计,先验模型宜选取能够确定碳化随机过程的

碳化模型,从而针对碳化总体样本概率特征参数

均值μ 与方差σ2 进行双参数的后验估计。

b.建立碳化深度的贝叶斯随机模型是对先验

模型进行修正的过程,后验随机模型计算值与先

验模型的差值ΔX(t)是随时间t的增加呈增大

趋势的一个变量,因此宜将碳化速度系数K 作为

贝叶斯估计的对象,实现对碳化深度更为精确的

计算。

c.针对实际工程结构中碳化总体样本概率特

征双参数的后验估计,提出了一种新的先验分布

中超参数的确定方法,并依此得出结构碳化深度

的贝叶斯随机模型。
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Abstract:

 

Due
 

to
 

the
 

randomness
 

of
 

concrete
 

carbonation
 

process,
 

the
 

results
 

obtained
 

by
 

the
 

existing
 

carbonation
 

depth
 

prediction
 

models
 

are
 

difficult
 

to
 

characterize
 

the
 

actual
 

carbonation
 

status
 

of
 

in-service
 

concrete
 

structures.
 

There-
fore,

 

combining
 

the
 

existing
 

stochastic
 

carbonization
 

model
 

with
 

the
 

actual
 

measurement
 

information
 

of
 

the
 

carbonization
 

depth
 

of
 

in-service
 

concrete
 

structures,
 

a
 

calculation
 

method
 

of
 

a
 

priori
 

distribution
 

hyper-parameters
 

was
 

given
 

when
 

the
 

mean
 

and
 

variance
 

of
 

carbonized
 

population
 

samples
 

were
 

unknown.
 

A
 

Bayesian
 

random
 

model
 

for
 

the
 

carbonation
 

depth
 

of
 

in-service
 

concrete
 

structures
 

was
 

established.
 

Taking
 

the
 

measured
 

concrete
 

carbonation
 

depth
 

of
 

spillway
 

pier
 

and
 

other
 

structures
 

of
 

Yanshan
 

Reservoir
 

as
 

an
 

engineering
 

example,
 

the
 

results
 

show
 

that
 

the
 

Bayesian
 

random
 

model
 

can
 

better
 

represent
 

the
 

actual
 

carbonation
 

condition
 

of
 

in-service
 

concrete
 

structure.
Key
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carbonation
 

depth;
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randomness;
 

hyper-parameter
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