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［摘要］ 双车协同运输系统由货物模块和前后两辆运输车组成，货物与车辆通过铰接方式连接。该系统的动

力学强耦合性、强非线性等特点给其精确建模与安全精准控制带来巨大挑战。本文提出了一种基于约束跟随理论

的双车协同运输系统轨迹跟踪控制方案。在系统建模层面，基于运动学及刚体动力学分析，构建协同运输系统的外

部轨迹跟踪伺服约束和内部铰接关系被动约束，并通过拉格朗日建模方法建立双车协同运输系统非线性约束动力

学模型。在控制器设计层面，首先，采用 Udwadia-Kalaba（U-K）方法获取货物满足轨迹跟踪伺服约束所需的范数最

小约束力，也即铰接点作用于货物的作用力合力；其次，按照前后车辆横向受力最小原则设计该作用力合力的最优

分配策略，将其分配给前后运输车辆，并将作用力分力的反力建模为前后车辆的已知外部干扰；然后，基于已知外部

干扰前馈补偿及约束跟随控制理论设计前后运输车辆满足轨迹跟踪伺服约束所需的控制力。最后，仿真结果表明，

所提出的协同控制方案具有良好的轨迹跟踪效果，且能够明显抑制货物对运输车辆的横向动力学影响，有效提升协

同运输系统的整体横向稳定性。
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［Abstract］  The dual-vehicle cooperative transportation system consists of a cargo module and two transport 
vehicles， which are connected by articulated joints. The system′s strong dynamics coupling and nonlinearity present 
significant challenges for accurate modeling and precise control. In this paper a trajectory tracking control scheme 
for the cooperative transportation system based on constraint-following theory is proposed. In terms of system model‐
ing， based on the kinematics and rigid body dynamics analysis， external trajectory tracking servo constraints and in‐
ternal articulated passive constraints are constructed for the cooperative transportation system. The Lagrange model‐
ing method is then employed to establish a nonlinear constrained dynamic model of the dual-vehicle cooperative 
transportation system. In terms of controller design， the Udwadia-Kalaba （U-K） method is first used to obtain the 
norm-minimal force required for the cargo to satisfy the trajectory tracking servo constraints， that is， the combined 
force acting on the cargo at the articulation point. Next， based on the minimum lateral forces principle of front and 
rear vehicles， an optimal allocation strategy for this combined force is designed， distributing it to the front and rear 
transport vehicles. The reaction forces of the distributed force components are modeled as the known external distur‐
bances acting on the front and rear vehicles. Then， based on the feedforward compensation for the known external 
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disturbances and the constraint-following control theory， the control forces required for the front and rear transport 
vehicles to satisfy the trajectory tracking servo constraints are designed. Finally， the simulation results show that the 
proposed cooperative control scheme achieves good trajectory tracking performance and significantly suppresses the 
lateral dynamic impact of the cargo on the transport vehicles， effectively enhancing the overall lateral stability of the 
cooperative transportation system.

Keywords：dual-vehicle cooperative transportation； trajectory tracking； Lagrange modeling；

constraint-following control

前言

大质量、大体积货物运输在交通运输领域具有

重要意义。在工程实践中，采用单车运输大件货物

存在较大困难。受蚂蚁运送食物行为的启发［1］，研

究者尝试开发由多个运输车辆组成的协同运输系

统。在该系统中，货物的运动通过多车协同控制间

接实现，车-车、车-货之间须满足特定的约束关系，

否则可能造成货物挤压、弯曲，或引起车辆失稳。此

外，系统动力学具有强耦合性、强非线性特点，其精

确建模存在困难。这些特点使得多车协同运输系统

的精准控制面临巨大挑战。现代汽车提出了双车协

同运输概念（图 1［2］），由前后两个双轴转向运输车和

一个超长集装箱组成，集装箱与运输车之间铰接连

接。本文以该双车协同运输系统为对象，研究其轨

迹跟踪控制问题。

当前，已有一些重要的协同运输系统轨迹跟踪

控制研究成果。早期的文献［3-4］将执行协同运输的

各车/机器人建模为具有单积分器/双积分器的质点，

采用分散控制架构设计控制器，但其过于简化的系

统建模难以保障实际控制效果。基于领导-追随者

架构，文献［5］中提出一种超长货物运输的双机器人

分布式控制方法，设计可动态调整的线性校正因子

以减少轨迹跟踪误差。文献［6］中提出一种基于模

型误差补偿器的鲁棒控制方法，用于补偿协同运输

系统货物理想与实际位置间的误差，实现了较好的

轨迹跟踪效果。文献［7］中将每个运输机器人视为

转向轮，整个系统视为集成多个转向轮的一体化机

器人，采用有限信息反馈的合作控制策略达成协同

运输系统的轨迹跟踪控制。上述研究均基于协同运

输系统的运动学模型进行控制器设计，虽然能够完

成基本的轨迹跟踪任务，但缺乏对协同运输系统动

态特性的充分分析，难以保证控制精准性。

为克服上述问题，协同运输系统的动力学控制

得到了较多关注。文献［8］中开发了基于双轮倒立

摆机器人的协同运输方案，采用层次建模-约束集成

架构以获得协同运输系统的耦合动力学模型，并采

用 Udwadia-Kalaba（U-K）方 法 求 解 控 制 量 。 文 献

［9］中提出了一种集成优化思路，将协同运输任务近

似描述为一个具有整体位姿约束的车辆编队控制任

务，在保证车间距不变的前提下采用优化方法计算

系统控制量。针对多个机器人的协同运输任务，文

献［10］中设计了一种预设性能控制方案，以保证货

物在协同运输过程中的瞬态和稳态性能，且该方案

并不依赖于整个系统动态模型的结构或参数信息。

为补偿建模误差和外部干扰等不确定性，文献［11］
中提出一种协同运输自适应鲁棒控制方法，基于模

糊集理论构建代价函数，通过求解优化问题获得自

适应控制律的最优控制参数。上述工作均基于协同

运输系统的整体式动力学模型设计控制器。整体式

架构可完整描述协同运输系统的动力学响应特性，

但其存在高耦合性、高状态维度等特点，使控制器设

计具有较大挑战。此外，整体式架构难以在不影响

跟踪控制效果的前提下主动分配货物和车辆之间的

约束力以达成“次要目标”［12］。

针对上述问题，面向双车协同运输系统，本文提

出了一种基于约束跟随理论的协同控制方案。本文

主要贡献为：（1）基于欧拉-拉格朗日建模方法实现

了双车协同运输系统整体约束动力学模型构建，解

图 1　双车协同运输示意图
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决了牛顿力学建模方法易导致系统矢量关系复杂的

问题；（2）基于分层控制的思想提出了双车协同运输

控制架构，有效解决了系统动力学模型复杂导致控

制器设计困难的问题，并通过货物和车辆间约束力

的主动优化分配，最小化货物对车辆横向稳定性的

影响；（3）提出了基于约束跟随控制理论的双车协同

运输系统轨迹跟踪控制方法，得到使系统轨迹跟踪

控制误差渐进收敛的显式控制律。

1　系统约束与动力学建模

1. 1　双车协同运输系统模型概述

协同运输系统是一个高耦合性、高状态维度的

非线性机械系统，主要由货物和若干车辆组成。货

物的形态质量各异，通过铰接方式与车辆连接。建

立精确系统动力学模型是实现系统精准控制的基

础。本文以双车协同运输系统为例，假设：（1）运输

系统行驶在平面道路上；（2）货物是一个规则长方

体，货物质心处于铰接点连线上；（3）车辆质心与铰

接点均处于车辆中心轴线上（图 2）。设定运输车辆

前后轴均可独立转向［13］和驱动［14］。

图 2 中黑色和黄色圆点分别代表铰接点和质心

点。对于货物，X0、Y0 表示其质心点在大地坐标系

XOY 下的横纵向坐标，φ0 表示货物的横摆角，l f0、lr0
分别表示前后铰接点到货物质心的距离。对于运输

车辆 i ( i = 1，2)，Xhingei、Yhingei 和 Xi、Yi 分别表示铰接点

和质心在 XOY 下的横纵向坐标，φi 表示车辆横摆角，

l fi、lri、loi 分别表示车辆前后轴以及铰接点到质心的

距离，vyi、vxi 分别表示车辆在各自车身坐标系 xoi y 下

的横纵向速度，Fyfti、Fxfti 和 Fyrti、Fxrti 分别表示车辆前

轮和后轮受到自车坐标系下的总体横纵向力。

1. 2　约束建模

双车协同运输系统须同时满足内部被动约束和

外部伺服约束［15］。内部被动约束指车辆与货物之间

由于铰接关系产生的几何学位置约束，即货物质心、

两车质心及两个铰接点的几何关系。具体可写为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

X0 + l f0 cos φ0 = X1 - lo1 cos φ1 = Xhinge1
Y0 + l f0 sin φ0 = Y1 - lo1 sin φ1 = Yhinge1
X0 - lr0 cos φ0 = X2 - lo2 cos φ2 = Xhinge2
Y0 - lr0 sin φ0 = Y2 - lo2 sin φ2 = Yhinge2

（1）

外部伺服约束表示运输系统须遵循的任务约

束。一般而言，协同运输系统的任务是将货物按照

期望的轨迹运送到指定地点，因此外部伺服约束通

常可以表示为货物和车辆的轨迹跟踪约束。

货物和车辆的轨迹跟踪约束具有不同形式。货

物的状态量可记为 q0 = [ X0，Y0，φ0 ]T，期望状态（轨

迹）记为 q0d = [ X0d，Y0d，φ0d ]T，则轨迹跟踪误差可以

表示为
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（2）

上式对时间 t 求 1 阶导数，得到：
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ėφ0

=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú
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（3）

引理 1：对于任意的初始跟踪误差 e0 ( t0 )，如果等

式约束（4）成立，那么误差 e0、ė0 将逐渐收敛到 0。

ė0 + h0e0 = O （4）
式中 h0 = diag (hX0，hY0，hφ0 ) 为每个元素大于零的常

数矩阵。

证明：求解上述等式微分方程组（4），可以得到

各个误差的表达式为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

eX0 = eX0 ( t0 )e-hX0 ( t - t0 )

eY0 = eY0 ( t0 )e-hY0 ( t - t0 )

eφ0 = eφ0 ( t0 )e-hφ0 ( t - t0 )
（5）

可得，当时间 t → ∞ 时，3 种误差均会趋向于 0，

且收敛速度由参数 hX0、hY0、hφ0 决定。此时，根据式

（4），ėX0、ėY0、ėφ0 也趋向于 0。

证明完毕。

等式约束（4）可整理为关于货物状态量的标准

约束方程形式：

A0 q̇0 = c0 （6）
其中：

图 2　协同运输系统
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A0 = diag (1，1，1)

c0 =
é
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ê
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êêê
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ú-hX0 eX0 + Ẋ0d
-hY0 eY0 + Ẏ0d-hφ0 eφ0 + φ̇0d

对上述方程求导，可得到其 2 阶形式为

A0 q̈0 = b0 （7）
其中：

b0 =
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù
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ú

ú-hX0 ėX0 + Ẍ0d
-hY0 ėY0 + Ÿ0d-hφ0 ėφ0 + φ̈0d

对于车辆 i ( i = 1，2)，需要车辆质心跟踪期望轨

迹。在车身坐标系 xoi y 下，车辆的状态量记为 q i =
[ xi，yi，φi ]T，xi、yi 表示 xoi y 下质心的横纵向坐标，q id =
[ xid，yid，φid ]T 表示期望轨迹点。由车辆运动学，可推

得车辆轨迹跟踪误差的 1 阶导数［16］为

ė i = é
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ê
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úėxi

ėyi

ėφi

=
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vxi - vxid

vyi cos eφi
+ vxi sin eφi

φ̇i - vxid cRi

（8）

式中 cRi 表示期望轨迹上与车辆 i ( i = 1，2) 距离最近

轨迹点的曲率。

引理 2：对于任意的初始跟踪误差 e i ( t0 )，如果等

式约束（9）成立，那么误差 e i、ė i 将逐渐收敛到 0。

ė i + h ie i = 0 （9）
式中 h i = diag (hxi，hyi，hφi ) 为每个元素大于零的常数

矩阵。

引理 2 的证明近似于引理 1，不再赘述。将等式

约束（9）转化为关于车辆状态量的标准约束方程，并

求导得到 2 阶形式：

A i q̇ i = c i （10）
A i q̈ i = b i （11）

其中：

A i = é
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ú1 0 0
sin eφi cos eφi 0

0 0 1
c i = é
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b i = é
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ú-hxi ėxi + v̇xid-hyi ėyi + sin eφi ėφi vyi - cos eφi ėφi vxi-hφi ėφi + ċRi vxid
最终，通过式（6）、式（7）、式（10）和式（11），协同

运 输 系 统 的 轨 迹 跟 踪 问 题 被 转 化 为 约 束 跟 随 问

题［17］。上述等式约束条件的成立，可确保运输车辆

和货物的轨迹跟踪误差收敛到 0。

此外，大地坐标系和车身坐标系的转换关系可

以表示为

ì
í
î

ïï
ïï

Ẋi = vxi cos φi - vyi sin φi

Ẏi = vxi sin φi + vyi cos φi

（12）
1. 3　拉格朗日动力学建模

双车协同运输系统有 9 个状态量（每个组件的

横纵向坐标和横摆角）和 8 个控制量（输入给两车前

后轴的横纵向力）。若采用牛顿力学对系统动力学

进行直接建模，则须结合各组件之间的几何学约束，

逐一找出系统中各个力学矢量的对应关系。然而，

对于高维、强耦合的协同运输系统，力学矢量关系复

杂且高度耦合、坐标转换繁琐等特性使得牛顿方程

的构建存在较大困难。因此，本文采用拉格朗日建

模方法构建协同运输系统动力学模型。相比于牛顿

力学，拉格朗日力学的优势在于其从系统整体能量

的角度构建方程，不依赖于系统各部分之间繁杂的

力学矢量关系，忽略内力对系统的影响，只考虑外力

对系统整体的作用，大大降低了模型构建的难度以

及计算的复杂程度。

为构建拉格朗日方程，将系统中的状态量（拉格

朗 日 力 学 中 称 为 广 义 坐 标 ） 记 为 q =
[ X0，Y0，φ0，Xhinge1，Yhinge1，φ1，Xhinge2，Yhinge2，φ2 ]T，这 9 个

广义坐标之间存在几何学约束N：
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Y0 - lr0 sin φ0 - Yhinge2

=
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（13）

进一步，系统整体能量可以表示为车辆和货物

的平动与转动能量：

T = 1
2 m0 Ẋ 20 + 1

2 m0Ẏ 20 + 1
2 Iz0 φ̇20 +

         12 m1 ( Ẋhinge1 - lo1 sin φ1 φ̇1 )2 +
         12 m1 (Ẏhinge1 + lo1 cos φ1 φ̇1 )2 + 1

2 Iz1 φ̇21 +
         12 m2 ( Ẋhinge2 - lo2 sin φ2 φ̇2 )2 +
         12 m2 (Ẏhinge2 + lo2 cos φ2 φ̇2 )2 + 1

2 Iz2 φ̇22 （14）
根据第一类拉格朗日方程，可以写出系统整体

能量与各个广义坐标 qj ( j = 1，2，. . . ，9) 之间的关系：

d
dt

· ∂T
∂q̇ j

- ∂T
∂qj

= Qj + ∑
μ = 1

4
λμ

∂Nμ∂qj
（15）

式中：Qj ( j = 1，2，. . . ，9) 表示作用于各个广义变量

的对应合外力，可以由输入的 8 个控制量计算转化
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得到；λμ ( μ = 1，2，3，4) 表示与N中各个约束相关的

正/负不定乘子。

最终，联立式（13）和式（15）可以得到 9 个广义

坐标的 2 阶导数以及 4 个不定乘子的表达式，再进行

递推可以得到系统的完整输入-输出动力学响应。

1. 4　轮胎模型

协同运输系统模型的 8 个横纵向力输入是在驱

动与转向下，通过轮胎与地面接触产生。本文采用

魔术公式进行轮胎动力学建模，各参数定义和取值

见文献［18］。

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Y ( x ) = y ( x ) + Sv

y ( x ) =
        D sin (C arctan ( Bx - E ( Bx - arctan ( Bx ) ) ) )
x = X + Sh

（16）

地面对轮胎的横纵向力与轮胎所受的垂向载荷

相 关 。 运 输 车 辆 i ( i = 1，2) 受 到 的 总 垂 向 载 荷

Fz1、Fz2 可表示为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Fz1 = (m1 + m0 lr0
l f0 + lr0

) g

Fz2 = (m2 + m0 l f0
l f0 + lr0

) g
（17）

不考虑车辆加速、制动、转向过程中的载荷转

移，考虑货物对前后车产生的垂直载荷（作用于铰接

点）和自车受到的重力（作用于质心），前轴两个轮胎

和后轴两个轮胎受到的总垂向载荷可以由二者分别

计算后合成：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Fzfi = milri
l fi + lri

g + m0 lr0
l f0 + lr0

g lri - loi

l fi + lri

Fzri = mil fi
l fi + lri

g + m0 lr0
l f0 + lr0

g l fi + loi

l fi + lri

（18）

2　基于约束跟随的控制器设计

上节求解出的动力学模型是含有 8 个控制量和

9 个状态量的高维系统模型，直接根据其设计控制

器较为困难。本文采用分层控制的思想，将原系统

模型解耦为货物模型和车辆模型，先求解货物满足

期望轨迹所需的约束控制力，再设计横向约束力最

小优化策略将约束控制力分解为铰接点上的不同方

向作用力，作用力的反力被建模为车辆控制的已知

外部干扰并进行前馈补偿，结合车辆轨迹跟踪控制

目标，求解车辆的最终控制量。

2. 1　系统解耦

对如图 3 所示的货物，其动态特性可简化描述

为平移和旋转基本运动，其动力学方程为

M0 q̈0 = B0U0 （19）
其中：

M0 = diag (m0，m0，Iz0 )
B0 = diag (1，1，1)

式中：m0 表示货物质量；Iz0 表示货物绕质心 z 轴的转

动惯量；U0 = [ FX0，FY0，Tz0 ]T 表示直接作用于货物质

心上的横纵向控制力和横摆力矩。

进一步的，可将U0 等效分解为作用于铰接点上

沿前后车身坐标系 xoi y ( i = 1，2) 方向的横纵向作用

力，也即货物与车辆由于铰接关系产生的约束力

Fxxi、Fyyi（见图 3）。这样，货物的运动可以转变为由

铰接点的 4 个约束力来控制。等效分解方程可写为

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

FX0 = Fxx1 cos φ1 + Fxx2 cos φ2 - Fyy1 sin φ1 -
Fyy2 sin φ2

FY0 = Fxx1 sin φ1 + Fxx2 sin φ2 + Fyy1 cos φ1 +
Fyy2 cos φ2

Tz0 = (Fxx1 sin (φ1 - φ0 ) + Fyy1 cos (φ1 - φ0 ) ) l f0 -
(Fxx2 sin (φ2 - φ0 ) + Fyy2 cos (φ2 - φ0 ) ) lr0

（20）
此外，约束力的反作用力会对下层的运输车辆

产生动力学干扰。由于该外部干扰是已知量，因此

可以在下层车辆模型中被建模，并采用前馈方式

补偿。

对于如图 4 所示的车辆 i ( i = 1，2)，为降低模型

复杂程度，可将其等效为单轨车辆模型，通过牛顿定

律建立其动力学方程为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

mi ( v̇xi - vyi φ̇i ) = Fxfi + Fxri - FGi - Fxxi

mi ( v̇yi + vxi φ̇i ) = Fyfi + Fyri - Fyyi

Izi φ̈i = Fyfi l fi - Fyri lri + Fyyi loi

（21）

Fyfi = 2C fi α fi ；Fyri = 2C ri α ri （22）

图 3　货物模型
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ì
í
î

α fi = δ fi - ( vyi + l fi φ̇ i )/vxi

α ri = δ ri - ( vyi - lri φ̇ i )/vxi

（23）
式中：mi 表示运输车辆质量；Izi 表示运输车辆绕 z 轴

的转动惯量；Fxfi、Fxri 分别表示单轨车辆模型前后轮

胎的纵向力；Fyfi、Fyri 分别表示单轨车辆模型前后轮

胎的横向力；FGi = fFzi 表示车辆受到的滚动阻力，其

中 f 表示滚动阻力系数；C fi、C ri 分别表示车辆的前后

轮侧偏刚度；α fi、α ri 分别表示前后轮侧偏角；δ fi、δ ri 分
别表示车辆的前后轮转角。式（21）~式（23）可进一

步整合为类似于式（19）的形式：

M i q̈ i = H i + g i + B iU i （24）

其中：

B i = é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú1 0 0
0 2C fi 2C ri0 2C fi l fi -2C ri lri

；g i = é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-Fxxi - FGi-Fyyi

Fyyi loi

M i = diag (mi，mi，Izi )

H i =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úmi vyi φ̇i

-2 C fi + C ri
vxi

vyi - (2 C fi l fi - C ri lri
vxi

+ mi vxi )φ̇i

-2 C fi l fi - C ri lri
vxi

vyi - 2 C fi l2fi + C ri l2ri
vxi

φ̇i

式中：U i = [∑Fxi，δ fi，δ ri ]T 表示车辆的控制量，其中

∑Fxi 表示施加给车辆轮胎的总纵向力，则∑Fxi =
Fxfi + Fxri。设定前后轴轮胎的纵向驱动力相同，即

Fxfi = Fxri = ∑Fxi 2。

经历重新建模后，原本须控制的高维协同运输

系统被重构解耦为两个三输入三输出的低维完全驱

动系统。原协同运输系统的完整动力学响应可通过

两辆运输车辆的控制纵向力和前后轮转角计算得

到，大大降低了控制器设计的复杂程度。

2. 2　约束跟随控制器设计

约束跟随控制方法源于机械系统中的伺服控

制理论，旨在通过施加伺服约束力来改变系统的

运 动 状 态 ，从 而 使 系 统 状 态 满 足 预 定 的 约 束 条

件。通过 U-K 方法［19］，这些约束力能够以解析解

的 形 式 被 表 示 出 来 。 系 统 整 体 控 制 架 构 如 图 5
所示。

图 4　简化车辆模型

图 5　控制系统架构图
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对于式（19）和式（24）表示的货物和运输车辆

i ( i = 1，2) 机械系统，达成理想的轨迹跟踪任务须遵

循的约束为式（6）、式（7）、式（10）和式（11）。然而，

在实际情况中，由于控制误差的存在，这些约束不可

能被严格满足，因此须定义货物和运输车辆的约束

跟随误差为

β0 = A0 q̇0 - c0 （25）
β i = A i q̇ i - c i （26）
结合约束式（7），采用 U-K 方法得到的货物跟

踪期望轨迹所需的标称控制量U01 为

U01 = B-10 M0A-10 b0 （27）
同时，为抑制初始位姿误差和速度误差给系统

带来的影响，须加入反馈项补偿系统的动力学响应：

U02 = -κ0B-10 M0A-10 P -10 β0 （28）
式中 κ0 > 0 是一个可调参数，P0 ∈ R3 × 3 且 P0 > O。

最终得到的货物总控制量为 U-K 方法计算的标称

项加上反馈项：

U0 = U01 + U02 （29）
对货物轨迹跟踪闭环控制系统进行稳定性证明

如下，首先选取李雅普诺夫函数：

V0 ( β0 ) = βT0P0 β0 （30）
显然，V0 > O恒成立，对上式求导可得：

V̇0 = 2βT0P0 β̇0 =
          2βT0P0 [ A0M -10 B0 (U01 + U02 ) - b0 ] =
          2βT0P0 [ A0M -10 B0U01 - b0 ] +
          2βT0P0A0M -10 B0U02 （31）
将求解出的控制量U01、U02 代入上式，可将其化

简为

V̇0 = O - 2κ0 βT0 β0 = -2κ0 βT0 β0 = -2κ0 β0
2 ≤ O

（32）
当 β0 ≠ O时，V̇0 < O恒成立，因此，原控制系统

是渐进稳定的。

计算出的控制量U0 被分解为横纵向约束力，分

配给下层运输车辆。然而，过大的横向约束力将对

运输车辆的横向稳定性造成显著影响，轻则导致车

辆侧滑、漂移，重则引起车辆和货物的失稳倾覆。因

此，结合式（20）构建优化问题最小化U0 等效分解产

生的横向约束力：

min J = F 2
yy1 + F 2

yy2 （33）
通过等效分解方程式（20）和代价函数式（33），

上层货物跟踪期望轨迹的总控制量被分解为铰接点

的约束力，其反力作为控制前馈量输入给下层运输

车辆。结合下层运输车辆的动力学模型，可以计算

得到使货物跟踪期望轨迹的车辆纵向力和转角。

结合约束式（10）和式（11），可计算运输车辆

i ( i = 1，2) 跟踪期望轨迹的 U-K 标称控制量U i1 和反

馈项U i2，并导出最后的运输车辆总控制量：

U i1 = B-1
i M iA-1

i [ b i - A iM -1
i (H i + g i ) ] （34）

U i2 = -κiB-1
i M iA-1

i P -1
i β i （35）

U i = U i1 + U i2 （36）
式 中 κi > 0 是 一 个 可 调 参 数 ，P i ∈ R3 × 3 且 P i > O。

运输车辆轨迹跟踪控制系统也是一个渐进稳定的系

统，其稳定性证明可由货物控制系统的稳定性证明

类推得到。

3　仿真分析

采用所建立的协同运输系统拉格朗日模型以及

轮胎模型作为仿真模型验证所提出控制算法，并拟

定正弦线和高速换道两种仿真测试工况测试算法性

能。测试环节对比了 3 种不同算法在不同工况下的

轨迹跟踪情况。其中，第 1 种算法是本文所提出的

基于约束跟随控制的运输系统轨迹跟踪控制（CF）；

第 2 种算法是将 CF 算法中约束力分解的横向力最

小优化目标更改为所有约束力的模最小（CF-ave）；

第 3 种算法是滑模控制算法（SMC）［20］，将约束力视

为不确定扰动。协同运输系统的结构参数如表 1
所示。

3. 1　正弦线工况测试

首先测试正弦线工况，货物和运输车辆 i ( i =
1，2) 的 初 始 时 刻 横 纵 向 位 置 以 及 初 始 横 摆 角

Xi ( t0 )、Yi ( t0 )、φi ( t0 ) ( i = 0，1，2)、 横 纵 向 速 度

Ẋi ( t0 )、Ẏi ( t0 ) 和 横 摆 角 速 度 φ̇i ( t0 )( i = 0，1，2)，设 置

如表 2 所示，期望速度为 5 m/s。

表 1　协同运输系统结构参数

参数

货物和运输车辆的质量 mi (i = 0，1，2) /kg
货 物 和 运 输 车 辆 的 转 动 惯 量 Izi (i =
0，1，2) / (kg ⋅ m2 )
货物前铰接点到质心的距离和运输车辆前

轴到质心的距离 l fi 以及后铰接点到质心的

距离和后轴到质心的距离 lri (i = 0，1，2) /m
运 输 车 辆 的 前 后 轮 侧 偏 刚 度 C fi，Cri (i =
1，2) / (N·rad-1 )
运输车辆质心到各自铰接点的距离 loi (i =
1，2) /m

数值

2 000/1 413/1 413
16 833/1 535. 7/

1 535. 7
5/1. 015/1. 015；

5/1. 895/1. 895
52 370/52 370；

39 920/39 920
0. 5/0. 5
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图 6 显示了协同运输系统跟踪正弦线轨迹的结

果。红色、蓝色、绿色的矩形分别代表货物、运输车

辆 1 和运输车辆 2。从图中可以看出，即使货物存在

初始横纵向位置误差和航向误差，协同运输系统仍

然可以很好地跟踪期望轨迹。

图 7 为 3 种不同算法下运输系统的轨迹跟踪误

差。在存在初始偏差的情况下，CF 和 CF-ave 的横

向误差表现出相似的波动趋势，其值可以很快地收

敛到 0 附近，且 CF 的控制效果略优于 CF-ave。而

SMC 的横向误差存在不同的初始表现。对于货物，

其横向误差在初始阶段出现超调现象（图 7（a）），对

于运输车辆 1，其横向误差同时出现了超调和收敛

速度慢的情况（图 7（b）），对于运输车辆 2，其横向误

差初始收敛较慢（图 7（c））。这极有可能是因为在

SMC 的计算过程中没有对货物完全建模，而只是简

单地将货物与运输车辆的约束力视为外部扰动所造

成的。同时，SMC 在稳定跟踪阶段，表现出的横向跟

踪误差波动均大于 CF 和 CF-ave。

图 7（d）~图 7（f）为不同算法的纵向跟踪结果。

可以看到，在期望速度为 5 m/s 的情况下，3 种算法的

跟踪效果均在可接受范围之内，最大纵向跟踪误差

约为 0. 2 m/s。但 SMC 控制误差出现了明显的抖振

现象，其控制效果弱于 CF 和 CF-ave。图 8 给出了运

输车辆的转向角控制量对比情况。可以看到 3 种算

法的转向角控制量变化趋势基本相同，但相比于

SMC，CF 和 CF-ave 能够生成无抖振的控制曲线，控

制平滑性更好。

此外，图 9 对比了 3 种算法下的铰接约束力情

况。CF 和 CF-ave 仅在初始位置表现出较大的约束

力，在稳定跟踪阶段其横纵向约束力均小于 SMC。

在约束力优化分配方式上，CF 以最小化横向约束力

为目标，而 CF-ave 以最小化约束力的模为目标。如

图 9 所示，在瞬态和稳态阶段，CF 产生的横向约束力

均小于 CF-ave，也即货物对前后车辆的横向动力学

表 2　正弦线工况系统初始参数

参数

Xi ( t0 )/m
Yi ( t0 )/m

φi ( t0 )/rad
Ẋi ( t0 )/ (m·s-1 )
Ẏi ( t0 )/ (m·s-1 )

φ̇i ( t0 )/ ( rad·s-1 )

货物

(i = 0)
1. 5
0. 5
π 3
2. 5
4. 33

0

运输车辆 1
(i = 1)

4
4. 83
π 3
2. 5

4. 33
0

运输车辆 2
(i = 2)

-1
4. 83
π 3
2. 5

4. 33
0

图 8　正弦线工况转向角控制量

图 7　协同运输系统正弦线工况轨迹跟踪误差

图 6　协同运输系统正弦线轨迹跟踪结果
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干扰更小，该性质对整个系统的横向稳定性提升具

有重要意义；由于货物跟踪期望轨迹所需的合力是

基本相同的，CF 产生的横向约束力较小也意味着其

纵向约束力会比 CF-ave 大，仿真结果也验证了该特

征。在 3 种算法中，由于 SMC 未考虑货物建模，导致

其横纵向约束力均不能达到一个较稳定的水平，持

续性地产生抖振现象，会影响铰接机构的寿命，甚至

会对货物造成严重损伤。

进一步的，图 10 给出了 t >5 s 时，前后车辆横向

速度和横摆率。3 种控制算法均能较好地跟踪期望

横摆率，但在横向速度结果上有较大区别。CF 和

SMC 的横向速度性能相当，都优于 CF-ave。SMC 获

得较好横向速度性能的代价是产生远大于 CF 的横

纵向约束力（如图 9 所示）。因此，本文所提出的 CF
控制算法在考虑车辆横向动力学控制性能和约束控

制力代价的综合指标上具有优势。

3. 2　高速换道工况测试

高速换道仿真工况的初始位姿设置如表 3 所

示，其期望速度为 20 m/s。

图 11 展示了协同运输系统跟踪高速换道轨迹

的情况，与正弦线工况类似，即使存在初始位置偏

差，协同运输系统也能较好地执行轨迹跟踪任务。

图 12 展示了 3 种算法下的系统跟踪误差。对于

横向跟踪情况，SMC 的误差收敛速度相对于 CF 和

CF-ave 更慢；CF 和 CF-ave 的误差收敛效果接近，明

显优于 SMC。对于纵向跟踪情况，在期望跟踪速度

为 20 m/s 的情况下，跟踪误差均在 0. 3 m/s 以内，在

可接受的纵向跟踪误差范围内。

图 13 展示了系统的横纵向约束力情况，与正弦

线仿真工况类似，CF 表现出比 CF-ave 更大的纵向

约束力和更小的横向约束力。值得注意的是，高速

20 m/s 工况下，在协同运输系统换道阶段，CF 出现了

明显的纵向约束力峰值，对应 CF-ave 出现了明显的

横向约束力峰值。随着速度的增加，不同横纵向约

束力分配方式的差异被显著放大。由于横向约束力

相比于纵向约束力对高速换道动作的影响更加显

著，因此 CF 须产生更大的纵向力来补偿减小的横向

约束力。与此同时，SMC 则明显出现了较大的横向

约束力，其纵向约束力在大多数情况下也大于 CF 和

CF-ave。

综上所述，CF 和 CF-ave 在低速和高速情况下

图 9　正弦线工况横纵向约束力

图 10　正弦线工况运输车辆横向速度和横摆率

表 3　高速换道工况系统初始参数

参数

Xi ( t0 )/m
Yi ( t0 )/m

φi ( t0 )/rad
Ẋi ( t0 )/ (m·s-1 )
Ẏi ( t0 )/ (m·s-1 )

φ̇i ( t0 )/ ( rad·s-1 )

货物

(i = 0)
-2
-1
0

20
0
0

运输车辆 1
(i = 1)

3
-1
0

20
0
0

运输车辆 2
(i = 2)

-7
-1
0

20
0
0

图 11　协同运输系统高速换道轨迹跟踪结果

􀅰􀅰 666



2025（  Vol.47）  No.4 代宇晟，等：双车协同运输系统轨迹跟踪约束跟随控制

均能够实现良好的轨迹跟踪性能，且 CF 能够产生较

小的横向约束力，并获得较好的横向动力学性能，这

使得货物对运输车辆的横向动力学影响较小，有效

提升了运输车辆的横向稳定性，这一点在高速工况

下尤为明显。

4　结论

提出一种基于约束跟随理论的双车协同运输系

统轨迹跟踪控制方法。首先，采用拉格朗日动力学

方法对系统进行精确建模，并构建了运输系统须遵

循的外部轨迹跟踪伺服约束和内部铰接关系被动约

束。然后，将原系统模型解耦重构为上层货物模型

和下层运输车辆模型，利用 U-K 方法求解上层货物

轨迹跟踪约束跟随问题，获取货物跟踪轨迹所需的

范数最小控制力。进一步，根据最小化前后车辆横

向受力的控制力优化分解策略，将货物所需控制力

分解为横纵向铰接约束力，得到的约束力反力作为

前后车辆的已知外部干扰，在前后车辆的控制中进

行前馈补偿。最后，再次利用 U-K 方法，求解前后

车辆轨迹跟踪约束跟随问题。

该方法对原系统进行降维的同时使货物与运输

车辆之间的约束内力变为可控量，最终能够得到运

输车辆的显式控制转角和纵向驱动力。稳定性证明

表示，该控制方法能够使协同运输系统的轨迹跟踪

误差渐进收敛到 0。仿真结果证明了所提出算法具

备良好的轨迹跟踪性能，且算法能够明显减少货物

对运输车辆的横向动力学影响，有效降低了协同运

输系统横向失稳风险。
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