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【摘要】针对车辆主动安全系统中路面附着系数这一关键参数的估计问题，建立了融合Dugoff轮胎模型的三自由

度车辆动力学模型，基于平方根容积卡尔曼滤波（SCKF）思想设计了路面附着系数估计器，该方法将正交三角分解法

引入容积卡尔曼滤波（CKF）算法，避免了CKF中对协方差矩阵的开方操作，提高了算法的稳定性。利用MATLAB与

CarSim联合仿真平台在不同路面条件下进行了多工况仿真验证，并将所提出算法与 CKF算法进行对比，结果表明，

SCKF算法的鲁棒性较高，估计精度高于CKF算法的估计精度，可以满足车辆主动安全系统的要求。

关键词：路面附着系数估计 平方根容积卡尔曼滤波 车辆动力学模型 Dugoff轮胎模型

中图分类号：U461.1 文献标志码：A DOI：10.20104/j.cnki.1674-6546.20230123

Road Friction Coefficient Estimation Based on Square Root Cubature
Kalman Filter

Du Ruofei1, Wang Jian1, Li Nan2, Fei Mingzhe1, Deng Huan1, Wang Yunjing1
(1. Shandong Jiaotong University, Jinan 250357; 2. Ningbo Yinzhou DLT Technologies Co., Ltd., Ningbo 315100)

【Abstract】For the estimation of road adhesion coefficient, a key parameter in vehicle active safety system, a three-
degree-of-freedom vehicle dynamics model with Dugoff tire model was established, and the road adhesion coefficient estimator
was designed based on Square root Cubature Kalman Filter (SCKF). This method introduced orthogonal trigonometric
decomposition into Cubature Kalman Filter (CKF) algorithm, avoiding the root operation of covariance matrix in CKF, and
improving the stability of the algorithm. MATLAB and CarSim co-simulation platform were used to carry out multi-condition
simulation verification under different road conditions, and the proposed algorithm was compared with CKF algorithm. The
results show that SCKF algorithm has high robustness and higher estimation accuracy than CKF algorithm, and can meet the
requirements of vehicle active safety system.
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基于平方根容积卡尔曼滤波的路面附着系数估计*

杜若飞 1 王健 1 李楠 2 费明哲 1 邓欢 1 王云靖 1

（1.山东交通学院，济南 250357；2.宁波市鄞州德来特技术有限公司，宁波 315100）

1 前言

汽车主动安全系统起到预防车辆发生事故、保

护车内乘员免受伤害的作用[1]。路面附着系数是主

动安全系统的一个关键参数[2]，直接反映轮胎与路

面间的附着情况，因此，准确估计路面附着系数对

提升汽车行驶安全性具有重要意义。

路面附着系数的估计方法包括基于结果的

（Effect-based）方法和基于原因的（Cause-based）方

法[3]。基于结果的方法通过分析由路面变化引起的

*基金项目：山东省交通运输科技项目（2022B107）；2021年山东省高等学校青年创新团队发展计划项目（2021KJ039）。
通讯作者：王健（1986—），男，山东潍坊人，工学博士，主要研究方向为自动驾驶及主动安全，wangjian@sdjtu.edu.cn。
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车辆动力学响应来计算路面附着系数，优势在于不

需要额外的传感器，可有效降低成本[4]。基于原因

的方法通过测量对路面附着系数影响较大的因素，

并依靠经验模型估计路面附着系数，虽然该方法实

时性较好，但需要加装额外的传感器，且传感器成

本较高，限制了其商业使用[5]，且该方法依赖大量精

确的试验数据，对于未知的路面很难精确估计[6]。

基于结果的方法主要分为 2种，即基于轮胎响应的

方法[7-8]和基于车辆动力学响应的方法[9-12]。前者能

够保证检测的实时性，但受外界影响较大；后者可

以直接利用车辆自身传感器，成本较低，但易受模

型准确度的影响。武钟财[13]利用扩展卡尔曼滤波

（Extended Kalman Filter，EKF）算法对车辆状态参数

和路面附着系数进行估计，取得了较好的估计效

果。王少帅[14]等利用无迹卡尔曼滤波（Unscented
Kalman Filter，UKF）算法实现了路面附着系数的有

效估计。李刚[15]等利用容积卡尔曼滤波（Cubature
Kalman Filter，CKF）算法对车辆状态参数和路面附

着系数进行估计，并利用驾驶模拟器在环试验对算

法进行验证。EKF算法通过泰勒展开将非线性系

统进行局部线性化后转变为线性系统，从而实现良

好的估计效果，但会产生较大的截断误差；UKF算
法通过无迹变换产生 Sigma点逼近状态分布，避免

了EKF算法的高阶截断误差；CKF算法估计精度较

EKF和UKF算法高，其通过三阶球面-径向容积准

则选择容积（Cubature）点，但无法保证协方差矩阵

的正定性及观测器的稳定性。

综上，本文针对容积卡尔曼滤波算法在路面附

着系数估计中的缺陷，提出平方根容积卡尔曼滤波

（Square root Cubature Kalman Filter，SCKF）算法，该

方法借助正交三角分解避免 CKF中由协方差矩阵

开方造成的矩阵非负定及观测器不稳定问题，可提

高估计精度和鲁棒性。基于上述特性，本文在

MATLAB/Simulink中建立三自由度车辆动力学模型

与 Dugoff轮胎模型，在 CarSim中建立车辆运行环

境，通过 SCKF算法估计路面附着系数，利用CarSim/
Simulink联合仿真验证算法的有效性。

2 车辆与轮胎建模

2.1 整车模型

车辆动力学模型表示车辆运动过程中各参数

之间的函数关系，是设计估计算法的基础，考虑到

估计算法的实时性和车辆纵向、侧向及横摆 3个方

向的运动，本文采用三自由度车辆动力学模型，如

图 1所示，并进行如下假设：车辆坐标系的原点与车

辆的质心重合；忽略车辆行驶过程中受到的空气阻

力与滚动阻力；4个轮胎力学特性一致；忽略悬架的

作用，车身与底盘刚性连接；忽略车辆的侧倾与横

摆运动。
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图1 三自由度车辆动力学模型

车辆的纵向运动方程为：

max=(Fxfl+Fxfr)cosδ-(Fyfl+Fyfr)sinδ+Fxrl+Fxrr （1）
式中，m为整车质量；ax为车辆纵向加速度；δ为前轮

转角；Fxfl、Fxfr、Fxrl、Fxrr分别为左前轮、右前轮、左后

轮、右后轮的纵向力；Fyfl、Fyfr分别为左前轮、右前轮

的侧向力。

车辆的侧向运动方程为：

may=(Fxfl+Fxfr)sinδ+(Fyfl+Fyfr)cosδ+Fyrl+Fyrr （2）
式中，ay为车辆侧向加速度；Fyrl、Fyrr分别为左后轮、

右后轮的侧向力。

车辆绕 z轴运动时，有：

Jω̇=Mz （3）
式中，J为车辆绕 z轴的转动惯量；ω为横摆角速度；

Mz为回正力矩：

Mz =( )Fxfr - Fxfl
B f2 cos δ +( )Fyfl - Fyfr

B f2 sin δ +
( )Fxrr - Fxrl

B r2 +( )Fxfl + Fxfr L f sin δ + （4）
( )Fyf1 + Fyfr L f cos δ -( )Fyrl + Fyrr Lr

式中，Lf、Lr分别为质心与前轴、后轴的距离；Bf、Br分
别为前、后轮距。

2.2 轮胎模型

目前应用较多的轮胎模型有魔术公式（Magic
Formula，MF）轮胎模型和 Dugoff轮胎模型，与魔术

公式轮胎模型相比，Dugoff轮胎模型具有参数少和

计算量小的优点，考虑到算法的实时性要求，本文

采用Dugoff轮胎模型[16-17]计算轮胎受力情况，轮胎受

力分析如图2所示。
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图2 Dugoff轮胎模型

轮胎的纵向力与侧向力表达式分别为：

Fxij = μijF 0
xij = μijFzijCxij

sij1 - sij f (L) （5）
Fyij = μijF 0

yij = μijFzijCyij

tan aij1 - sij f (L) （6）
其中：

f (L)={1, L ≥ 1L(2 - L), L < 1 （7）

L =
( )1 - sij ( )1 - εvx C 2

xij s2ij +C 2
yij tan2αij

2 C 2
xij s2ij +C 2

yij tan2αij
（8）

式中，i=f,r分别表示前、后轮；j=l,r分别表示左、右

轮；μij为各车轮的路面附着系数；Cxij、Cyij分别为各车

轮轮胎纵向刚度、侧偏刚度；sij为各车轮轮胎滑移

率；αij为各车轮轮胎侧偏角；ε为速度影响因子；vx为
车辆纵向速度；Fzij 为各车轮轮胎的垂向载荷；

F 0
xij、F 0

yij分别为各车轮归一化后的轮胎力，忽略了路

面附着系数的影响，有利于算法编程；f(L)为模型修

正系数；L为轮胎滑移特性参数。

滑移率的计算公式为：

sij =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

vij -ωijR
vij

,制动

ωijR - vij
vij

,驱动
（9）

式中，vij为各车轮的纵向速度；ωij为各车轮的角速

度；R为车轮有效滚动半径。

车轮中心速度的计算公式为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

vcfl = (vx + B f ω̇ fl /2)cos δ + (vy + L f ω̇ fl )sin δ
vcfr = (vx - B f ω̇ fr /2)cos δ + (vy + L f ω̇ fr )sin δ
vcrl = vx + B f ω̇ rl /2
vcrr = vx - B f ω̇ rr /2

（10）

式中，vcfl、vcfr、vcrl、vcrr分别为左前轮、右前轮、左后轮、

右后轮中心处的速度；ωfl、ωfr、ωrl、ωrr分别为左前轮、右

前轮、左后轮、右后轮的角速度；vy为车辆侧向速度。

轮胎侧偏角的计算公式为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

α fl = -δ + arctan vy + L f ω̇ fl
vx + B f ω̇ fl /2

α fr = -δ + arctan vy + L f ω̇ fr
vx - B f ω̇ fr /2

α fl = arctan vy - L f ω̇ rl
vx + B f ω̇ rl /2

α rr = arctan vy - L f ω̇ rr
vx - B f ω̇ rr /2

（11）

车轮垂向载荷的计算公式为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

Fzfl = mgL r2La -
maxhg2La + mayhgL rLaB f

Fzfr = mgL r2La -
maxhg2La - mayhgL rLaB f

Fzrl = mgL r2La +
maxhg2La - mayhgL fLaB r

Fzrr = mgL r2La +
maxhg2La + mayhgL fLaB r

（12）

式中，La=Lf+Lr为轴距；hg为质心高度。

3 基于平方根容积卡尔曼滤波的路面附着

系数估计算法

3.1 平方根容积卡尔曼滤波算法

根据车辆动力学方程式（1）~式（4）确定系统的

参数变量为 x=[μ fl, μ fr, μ rl, μ rr]T，定义系统的观测量为

y=[ax,ay,ω̇]T、系统的输入量为 u=[δ,F 0
xij,F 0

yij]T，具体估计

过程为：

a.对于一般的非线性系统，其状态空间方程可

以写成：

ì
í
î

ẋ( t) = f (x ( t),u ( t) ) + w ( t)
y ( t) = h(x ( t),u ( t) ) + v ( t) （13）

式中，f(x(t),u(t))、h(x(t),u(t))分别为估计系统的状态方

程和量测方程；w(t)为过程噪声；v(t)为量测噪声。

估计器的状态方程和观测方程可以表示为：

ẋ( t) =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úμ fl
μ fr
μ rl
μ rr

+w(t) （14）

y( t) =
é
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ê

ê
êêê
ê

ê
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û
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ú
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úh(1,1) h(1,2) h(1,3) h(1,4)
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úμ fl
μ fr
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μ rr

+w(t)（15）

式中，h(1,1)=( )F 0
xfl cos δ - F 0

yfl sin δ m；

h(1,2)=( )F 0
xfr cos δ - F 0

yfr sin δ m；

h(1,3)=F 0
xr1 m；h(1,4)=F 0

xrr m；
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h(2,1)=( )F 0
xfl sin δ + F 0

yfl cos δ m；

h(2,2)=( )F 0
xfr sin δ + F 0

yfr cos δ m；

h(2,3)=F 0
yr1 m；h(2,4)=F 0

yrr m；

h(3,1)=
[ ]( )F 0

yfl sin δ - F 0
xfl cos δ Bf /2+ ( )F 0

xfl sin δ + F 0
yfl cos δ L f J；

h(3,2)=
[ ]( )F 0

xfr cos δ - F 0
yfr sin δ Bf /2+ ( )F 0

xfr sin δ + F 0
yfr cos δ L f J；

h(3,3)=- ( )F 0
xrlB r /2 + F 0

yrlL r J；

h(3,4)=( )F 0
xrrB r /2 - F 0

yrrL r J。

b.采用奇异值分解（Singular Value Decomposition，
SVD）方法对状态量误差协方差矩阵进行分解：

Gk-1|k-1=svd（Pk-1|k-1） （16）
式中，Gk-1|k-1为状态误差协方差矩阵；Pk-1|k-1为(k-1)时
刻状态量误差协方差矩阵；svd( )为矩阵分解函数。

c.计算容积点：

xi,k-1=Gk-1|k-1ξi+x̂k-1 i=1,2,…，2n （17）
式中，；x̂k-1为(k-1)时刻状态量的预测值；n为状态量

的维度；ξi= nB为容积点权重矩阵；B=[In×n -In×n]。
d. 计算经过状态方程迭代后的容积点及预测

的状态量：

x̂k|k-1= 1
2n∑i = 1

2n

x *
ik|k - 1 （18）

其中：

x *
ik|k - 1 = f (x ik - 1 u) （19）

式中，x̂k|k-1为 k时刻的状态预测值。

e. 计算状态量预测值的误差协方差矩阵的平

方根：

Gk|k-1=qr([x*k|k - 1,JQ,k|k - 1 ]) （20）
式中，x *

k|k - 1＝
1

2n
[(x*k|k - 1 - x̂k|k - 1 )]为状态量加权中心矩

阵；JQ,k|k-1=chol(Qk)为Qk的平方根因式；Qk为观测器过

程噪声协方差矩阵；chol( )为矩阵 Cholesky分解操

作；qr( )为矩阵的正交三角分解（QR分解）操作。

f.计算更新容积点：

x ik|k - 1=Gk|k-1ξi+x̂k|k - 1 （21）
g.将容积点代入量测方程进行传播：

y ik|k - 1=h(x ik|k - 1,u) （22）
ŷk|k-1= 12n∑i = 1

2n
y i,k|k - 1 （23）

式中，ŷk|k-1为 k时刻观测量估计值。

h. 计算观测量预测值的误差协方差矩阵的平

方根：

G zz,k|k-1=qr([ yk|k - 1 ,JR,k]) （24）
式中，yk|k - 1 = 12n [(y i,k|k - 1 - ŷk|k - 1 )] 为观测量加权中心

矩阵；JR,k|k-1=chol(Rk)为Rk的平方根因式；Rk为观测器

量测噪声协方差矩阵。

i.计算互协方差矩阵：

Pxy,k|k-1=xk|k - 1 - y Tk|k - 1 （25）
式中，xk|k - 1 = 1

2n [(x i,k|k - 1 - x̂k|k - 1 )]。
j.计算滤波增益矩阵：

Kk=Pxy,k|k-1(G zz,k|k-1 G
T
zz,k|k - 1 )-1 （26）

k. 更新状态量得到路面附着系数最优估计

值：

x̂k =x̂k|k - 1+Kk(y-ŷk|k - 1) （27）
l.更新误差协方差矩阵的平方根因子：

G k=qr([ xk|k - 1-Kkyk|k - 1,KkJR,k|k - 1]) （28）
3.2 路面附着系数估计模型

为验证本文提出算法的有效性，利用CarSim与

Simulink联合仿真平台进行验证。首先，在 CarSim
中搭建整车运行仿真工况，设定输入、输出参数；然

后，在 Simulink中搭建三自由度车辆动力学模型、

Dugoff轮胎模型和算法模块；最后，进行 CarSim与

Simulink联合仿真，通过设置不同的路面仿真工况，

对 SCKF和CKF算法在路面附着系数估计方面的准

确性和鲁棒性进行对比分析，模型整体框图如图 3
所示。

前轮转角

纵向加速度

侧向加速度

横摆角加速度

车轮转速

Dugoff轮胎模型

容积卡尔曼
滤波器

平方根容积卡
尔曼滤波器

μfl、μfr
μrl、μrr

δ

ax
ay
ω̇z
ωij

F0xij F0yij

μfl、μfr
μrl、μrr

图3 路面附着系数估计框架

4 仿真验证

为验证 SCKF观测器的有效性和鲁棒性，设计

了制动工况下的低附着系数路面、高附着系数路面

及对接路面工况进行对比验证，并对 CKF算法和

SCKF算法进行对比分析，仿真模型选用 CarSim中

自带的车辆模型，相关参数如表1所示。
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表1 整车参数

参数

整车质量m/kg
质心到前轴的距离Lf/m
质心到后轴的距离Lr/m

前轮距Bf/m
后轮距Br/m

车轮有效滚动半径R/mm
转动惯量 J/kg·m2

取值

1 830
1.4
1.65
1.6
1.6
325
3 234

4.1 低附着系数路面仿真验证

在CarSim中设置车辆初始速度为80 km/h、节气

门开度为0、挡位为空挡、轮缸压力为0.45 MPa，路面

附着系数设置为µ=0.4，仿真时间为10 s，仿真结果如

图 4所示。对比仿真曲线可知，CKF算法和 SCKF算
法均有向标准值收敛的趋势，相较于CKF算法，SCKF
算法收敛精度更高。这是由于SCKF算法利用正交三

角分解法保证了协方差矩阵的正定性，而CKF算法利

用平方根分解导致了协方差矩阵负定。在车辆前轮

路面附着系数估计中，CKF的估计误差在10%以内，

SCKF的估计误差在3%以内；在车辆后轮路面附着系

数估计中，2种算法的估计误差稍大，但SCKF算法的

估计误差仍低于CKF算法的估计误差。
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图4 低附路面下附着系数估计结果对比

4.2 高附着系数路面仿真验证

保持CarSim中其他参数不变，只改变路面附着

系数，设置路面附着系数 µ=0.85，继续进行仿真验

证。验证结果如图 5所示，与低附着系数路面情况

大致相同，CKF算法的最大估计误差为 12.8%，SCKF
算法的最大估计误差为3.62%。
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CKF估计误差（前轮）
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图5 高附路面下附着系数估计结果对比

4.3 对接路面仿真验证

设计对接路面工况，在CarSim中设置路面附着

系数在 100 m处（约第 4.9 s）从 0.85突变到 0.20，其
他参数保持不变，仿真结果如图 6所示。在路面附

着系数发生突变时，SCKF算法可以快速响应路面

附着系数的变化，误差曲线抖动较小，最大误差仅

为 0.041 9，而 CKF算法不能快速响应路面的变化，

最大误差为 0.728 6，这是由于在路面附着系数发生

突变时，SCKF算法利用正交三角分解法保证了协

方差矩阵的正定性，而CKF算法使用的平方根分解

法计算量较大且容易造成协方差矩阵负定，导致估

计结果与真实值偏差较大。
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图6 对接路面下附着系数估计结果对比

5 结束语

本文在传统的容积卡尔曼滤波算法基础上针对

协方差矩阵不对称或非负定导致的滤波发散及观测

值不稳定的问题进行改进，提出了平方根容积卡尔

曼滤波算法。利用 CarSim与 Simulink进行联合仿

真，验证了改进算法的有效性。得到以下结论：

a.以三自由度车辆动力学模型为基础，可通过

平方根容积卡尔曼滤波算法估计路面附着系数；

b. 采用正交三角分解法可以克服传统容积卡

尔曼滤波算法中协方差矩阵不对称或非负定导致

的滤波发散及观测值不稳定的问题；

c.平方根容积卡尔曼滤波算法鲁棒性强，可在

多种路面附着条件下进行路面附着系数估算。

本文仅在不同路面附着系数条件下开展了仿真

验证，未开展驱动、转向等工况下的仿真验证，未来

将继续使用平方根容积卡尔曼滤波算法在驱动、转

向以及制动等联合工况下开展关于路面附着系数估

计的研究，为车辆主动安全系统的设计提供参考。
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在“新四化（电动化、网联化、智能化、共享化）”背景下，智能电动汽车已然成为汽车工业的发展趋势。智能电

动车不但可以为用户提供更加便利和优质的出行体验，还可为社会带来节能减排、交通拥堵缓解、道路安全提升等

多重效益。然而，智能电动汽车的发展正面临着众多安全挑战，除传统的主被动安全外，还有诸如车辆起火及电池

热失控、信息泄露及网络攻击、功能失效等新的安全问题。因此，迫切需要从更广维度来重新定义智能电动汽车安

全，即全域安全。智能电动汽车全域安全包括：智能生命安全域、能源动力安全域及网络信息安全域。全域安全问

题的解决程度，将成为衡量智能电动汽车发展水平的关键因素。

为更好地交流学术思想、分享研发经验、展示优秀成果，共同促进智能电动汽车全域安全水平的快速发展，《汽

车技术》适时推出“智能电动汽车全域安全”专刊，并特邀湖南大学孙光永教授和张冠军副教授担任客座主编，欢迎

全国高校、科研院所和企事业单位的科研团队踊跃投稿。
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能源动力安全域：电池多尺度表征与建模、电池碰撞与防护、电池机械滥用与热失控、电池热分析与管理、电池

状态监测与控制、先进电池测评技术

网络信息安全域：汽车网络安全、汽车信息安全、汽车数据安全
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