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颗粒材料多尺度力学行为模拟及孔隙分形表征

仵仲阳， 付龙龙， 周顺华

（同济大学 上海市轨道交通结构耐久与系统安全重点实验室，上海 201804）

摘要：岩土颗粒材料的力学响应呈现多尺度特性，开展有限元法(Finite Element Method, FEM)和离散元法

(Discrete Element Method, DEM)耦合的多尺度模拟可在反映多尺度响应的同时兼顾计算效率．为此，基于国产

高性能离散元软件 MatDEM 开发了 GPU 并行 FEM-DEM 耦合计算程序，并结合颗粒孔隙分形特征对计算参数和

结果进行分析．首先，采用多重分形理论研究了颗粒孔隙空间分布特征，确定了关键分形指标．其次，通过单

元和双轴压缩试验验证了 FEM-DEM 耦合程序的可靠性．最后，基于双轴压缩试验研究了不同位置处表征元

(Representative Volume Element, RVE)的细观响应．结果表明，RVE 内孔隙空间分布具有多重分形特征，当颗粒

数量超过 400 时，孔隙空间分布的自相似性确保了 RVE 内颗粒集合均匀化后输出应力-应变响应的稳定性．容

量维数 D0 和奇异指数 α0 由于表征孔隙分布的平均信息而与 RVE 体应变具有线性相关性，可作为反映颗粒材料

空间特征复杂性的简洁内变量．研究结果为分析工程尺度颗粒堆积体的宏-细观力学联系提供了一种方法探索．
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Modelling of Multi-Scale Mechanical 
Behaviours and Pore Fractal Characterization 

of Granular Materials
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(Shanghai Key Laboratory of Rail Infrastructure Durability and System Safety, Tongii University, Shanghai 201804, China)

Abstract: The mechanical response of geotechnical granular materials exhibits multi-scale characteristics. The multi-scale 

simulations coupling the Finite Element Method (FEM) and Discrete Element Method (DEM) can effectively capture the multi-scale 

responses while maintaining high computational efficiency. A GPU-parallel FEM-DEM coupling code was developed based on the 

high-performance DEM software MatDEM, with computational parameters and results analyzed in conjunction with granular pore 

fractal characteristics. Firstly, multi-fractal theory was employed to investigate the spatial distribution characteristics of pores, 

identifying key fractal indices. Subsequently, the reliability of the FEM-DEM coupling code was verified through single element tests 

and biaxial compression tests. Finally, the meso-scopic responses of Representative Volume Elements (RVEs) at different locations 

were investigated based on biaxial compression tests. Results demonstrate that the pore spatial distribution within RVE exhibits multi-

fractal characteristics. When the particle quantity exceeds 400, the self-similarity of pore spatial distribution ensures the stability of 

stress-strain responses output after homogenization of granular assemblies within RVE. The capacity dimension D0 and singularity 

index α0, which characterize the average information of pore distribution, show linear correlations with RVE volumetric strain. These 

indices can serve as internal variables reflecting the complexity of granular material spatial characteristics. This study provides an 
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exploration for analyzing the macro-meso mechanical relationships in engineering-scale granular deposits.
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岩土颗粒材料 （如粗粒土） 因具有压实性能好、抗剪强度高等特点，被广泛用作铁路路基填料、道

砟等关键承力层
[1]

．在荷载作用下岩土颗粒材料表现出复杂的宏观力学特性，如宏观指标量测结果的离

散性
[2]

、高频振动下的流化
[3]

等．现有研究表明，这些宏观现象本质上取决于颗粒材料中接触组构
[4]

、力

链
[5]

等多样细观结构的演化．因此，建立岩土颗粒材料细观结构与宏观力学行为的关联，始终是岩土力

学领域研究的热点与难点
[6]

．

近年来，离散元法
[7]

(Discrete Element Method, DEM)被广泛应用于揭示颗粒材料的宏-细观力学参数

之间的联系，成为研究其多尺度力学行为的有效工具
[1]

．然而，要实现大尺度岩土工程的数值模拟，即

便在算力极大提升的当下，DEM 也因计算效率低而难以胜任
[8]

．因此，一种行之有效的方法是对颗粒材

料进行均匀化处理后在连续介质力学框架下进行计算，其中 FEM(Finite Element Method)-DEM 耦合方法

结合 FEM 在宏观尺度上的成熟高效性与 DEM 在细观尺度上的完善准确性建立颗粒材料宏-细观尺度间的

联系，受到了国内外学者的广泛关注
[6,9]

．基于 FEM 平台 Escript 和 DEM 平台 Yade，Guo 等
[10]

开发了颗粒

材料的分级多尺度模拟方法，并将其应用于三轴试验
[11]

、边坡
[12]

、挡土墙和基础
[13]

等问题．基于 FEM 平

台 Lagamine，Desrues 等
[14]

开发了二阶梯度增强 FEM × DEM 框架，并探讨了数值解的变化性及非唯一

性
[15]

．刘其鹏
[16]

在宏观上采用 Cosserat 连续体构建了 FEM-DEM 耦合多尺度模型并将其应用于颗粒破碎

问题
[17]

．以上研究表明，FEM-DEM 耦合多尺度方法能够准确表征颗粒材料的多尺度力学行为．同时可

以发现，该方法在每一个 FEM 积分点位置嵌入一个颗粒集合体表征元(RVE)进行 DEM 计算，导致计算

成本随 FEM 积分点数量的增加而快速增长
[11]

．因此以上 FEM-DEM 耦合程序主要依赖基于分布式内存架

构 MPI(Message Passing Interface)的 CPU 并行化进行加速，对于工程尺度问题，通常需要在多核服务器

或超级计算机平台上运行
[12,14]

．而 GPU 相较 CPU 具有并行计算能力强、性价比高等特点，逐渐被用于

DEM 并行计算
[18]

，因此亟需开发一种基于 GPU 并行的颗粒材料 FEM-DEM 耦合多尺度计算程序
[19]

．

岩土颗粒材料由颗粒和颗粒间孔隙构成，其中细观孔隙结构深刻影响颗粒材料的宏观物理力学特性，

如渗透性
[12]

、应力波传播
[20]

等，因此国内外学者采用 Voronoi 分割、Delaunay 分割和图像分割等多种手段

定量表征细观孔隙结构和孔隙拓扑形态
[21]

．然而颗粒材料中孔隙的形状和大小各异、数量众多、尺度上

跨越多个数量级，以上基于欧氏几何的方法难以完整刻画颗粒材料孔隙的复杂性
[22]

，而分形/多重分形理

论
[23]

以其自相似性与尺度不变性特征，在量化复杂不规则结构方面展现出独特优势，自创立以来被广泛

应用于岩石孔隙
[24]

、掌纹纹理
[22]

等复杂几何形态的精细化表征．现有颗粒材料 FEM-DEM 耦合多尺度模

拟中通常将孔隙率作为初始输入条件，主要表征接触组构
[10]

、力链
[19]

、孔隙比
[11]

等细观特征在加载过程

中的演化规律，鲜有量化孔隙结构的指标，进而较少探究细观孔隙结构特征与颗粒材料宏观响应的关系．

本文首先基于国产高性能离散元软件 MatDEM 开发了 RVE 颗粒运动的 GPU 并行 DEM 计算程序，并

根据 RVE 内颗粒孔隙空间分布多重分形指标 α0/D0 演化确定了 RVE 的合理尺寸，从而实现了岩土颗粒材

料 FEM-DEM 耦合的高效多尺度模拟．然后通过单元压缩和双轴压缩试验验证所开发程序的有效性，为

后期进行大尺度工程问题的 FEM-DEM 耦合多尺度计算奠定了基础．最后基于双轴压缩试验研究了颗粒

材料在加载过程中不同位置处 RVE 的应力-应变响应和孔隙结构分形特征的演化规律，为建立岩土颗粒

材料细观结构与宏观力学行为的定量化关系提供新的思路．

1　岩土颗粒材料 FEM⁃DEM 耦合多尺度模拟方法 

本文构建的岩土颗粒材料 FEM-DEM 耦合多尺度模拟方法在宏观上采用 FEM 算法，将边值问题的连
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续几何域离散化为 FEM 网格以求解控制方程，在细观上构建颗粒集合体表征元(RVE)镶嵌于 FEM 网格中

的高斯积分点位置，以高斯点应变确定 RVE 边界条件，采用 GPU 并行技术进行 RVE 内颗粒运动的 DEM

模拟，并将基于均匀化方法确定的 RVE 应力响应传递至 FEM 中进行全局求解．如图 1 所示，本文多尺度

方法不使用唯象本构模型模拟颗粒材料应力-应变响应，能够合理表征颗粒材料的非线性、状态相关特征

和多尺度效应．

1.1　有限元法　

有限元中准静态力学问题的平衡方程为

∇ ⋅ σ + b = 0 (1)

式中，σ为应力张量，b 为体积力向量．在 FEM 求解过程中，将几何域(Ω)离散化为合适的网格 （如图 1

所示），并采用虚功原理将式(1)转化为以下线性方程组

Ku = f
ext

(2)

式中，u 为未知节点位移向量，f
ext

为由边界条件引起的等效节点力向量，K 为全局刚度矩阵

K = ∫
Ω

B
T

DBdV (3)

式中，B 为应变矩阵，D 为弹性矩阵．对于非线性颗粒材料响应，采用 Newton-Raphson 迭代法进行求

解
[10]

，该方法在每一次迭代中，使用切线模量矩阵 Dt代替弹性矩阵 D 并更新应力，以最小化残余力 R 为

收敛条件

R = ∫
Ω

B
T
σdV - f

ext
(4)

本文采用 MATLAB 语言编写了以上 FEM 过程的计算代码，其中切线模量矩阵 Dt 和应力 σ通过高斯

积分点位置处颗粒集合体 RVE 的 DEM 计算获得，从而代替了传统唯象本构模型．

1.2　表征元 GPU 并行化离散元计算　

图 1 所示宏观几何域离散化后生成的 FEM 网格中存在大量高斯积分点，每一个高斯点位置对应一

个颗粒集合体 RVE 需要进行 DEM 计算，本文基于国产高性能离散元平台 MatDEM
[18]

实现了 RVE 的

GPU 并行化计算．为了满足宏-细观尺度转换过程中的 Hill-Mandel 能量准则
[25]

，RVE 采用周期性边界

条件
[26]

，即位于 RVE 边界处的颗粒通过虚拟颗粒与对面边界附近颗粒进行接触，以颗粒直接接触消除

边界效应．RVE 内颗粒接触相互作用以线弹性模型表征，同时遵从摩尔-库伦破坏准则
[10]

．在本文开发

的 RVE 并行 DEM 计算程序中，首先采用静态分配策略为每一个 RVE 分配一个 GPU 的 CUDA(Compute 

图 1 FEM-DEM 耦合多尺度方法示意图

Fig.1 Schematic illustration of the FEM-DEM multi-scale method
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Unified Device Architecture)核心，同时考虑周期性边界条件，基于窗口法实现了所有 RVE 在 GPU 上同

时进行真实与虚拟颗粒接触检测
[18]

，从而获得了所有 RVE 颗粒的邻居矩阵．根据颗粒邻居矩阵和颗粒

属性 （坐标、半径等） 计算颗粒相对位移矩阵，并与颗粒接触刚度矩阵相乘获得颗粒受力矩阵．然后

对颗粒受力矩阵求和计算颗粒所受合力，并结合颗粒质量矩阵计算颗粒加速度矩阵，最后结合颗粒速

度矩阵更新颗粒坐标
[18]

．以上矩阵运算过程可在 MatDEM 中调用 GPU 进行并行计算，详细过程可参考

文献[18]．

1.3　表征元均匀化　

表征元(RVE)内颗粒集合体的应力张量σ通过 Love 公式计算
[27]

σ =
1
V∑

Nc

d
c ⊗ f

c

(5)

式中，V 为 RVE 总体积，Nc 为 RVE 内颗粒接触点的数量，f
c
为两接触颗粒的接触力向量，d

c
为连接两接

触颗粒中心的枝向量 （以压为正）．对于本文二维多尺度计算过程，平面外方向的应力和应变均设定为

0．基于均匀应变场假设估计 RVE 内颗粒集合体的切线模量矩阵
[28]

D t =
1
V∑

Nc

( )kn n
c ⊗ d

c ⊗ n
c ⊗ d

c
+ k t t

c ⊗ d
c ⊗ t

c ⊗ d
c

(6)

式中，kn和 kt分别为颗粒间法向及切向等效刚度，n
c
和 t

c
分别为接触点处法向和切向方向上的单位向量．

1.4　FEM⁃DEM 耦合多尺度计算过程　

本文构建的岩土颗粒材料 FEM-DEM 耦合多尺度模拟方法的详细计算过程如下

(1) 输入数据：将 FEM 和 DEM 计算所需信息输入至耦合程序中，其中 FEM 信息包括网格信息 （节

点坐标等） 和边界条件 （位移/应力边界） 等，DEM 信息包括颗粒单元性质 （粒径，单元法向/切向刚

度，摩擦系数和单元密度等），RVE 内颗粒数量和 RVE 内颗粒集合体的初始孔隙比等．

(2) 进行 FEM 预处理：根据采用的单元类型 （本文采用 4 节点 4 高斯点四边形等参元） 和输入的网格

信息计算单元形函数、雅可比矩阵和应变矩阵 B，同时确定高斯点数量．

(3) 进行 DEM 预处理：采用周期性边界条件，制备出满足给定孔隙比条件的 DEM 颗粒集合体，并

根据高斯点数量使用制备的试样建立 GPU 并行化 DEM 模型．

(4) 进行全局加载，对每一加载步进行如下流程

(a) 根据 FEM 边界条件计算当前加载步的等效节点力 f
ext

．

(b) 使用式(6)计算每一个高斯点位置处 RVE 的切线模量矩阵 Dt．

(c) 使用式(3)计算单元刚度矩阵并集成至全局刚度矩阵 K 中．

(d) 求解式(2)获得单元节点位移，并根据节点位移计算出每一个高斯点位置处的应变．

(e) 根据高斯点应变更新 RVE 边界位置，生成边界处颗粒对应的虚拟颗粒，将所有 RVE 的真实

与虚拟颗粒信息输入至 GPU 的不同 CUDA 核心中同时进行颗粒接触检测，然后计算颗粒合力并更新颗粒

位置，从而实现所有 RVE 的并行化 DEM 计算．

(f) 使用式(5)计算出每一个 RVE 的应力σ．

(g) 根据高斯点处 RVE 的应力使用式(4)计算 FEM 内的残余力 R，并进行误差判断

 R
2

 R0 2

≤ TOLf (7)

(h) 当计算获得的误差大于容许误差 （TOLf，本文取 0.005
[10]

） 时，以残余力 R 代替步骤(a)中的

等效节点力 f
ext

，并继续迭代计算；反之则跳出本次 Newton-Raphson 迭代过程．

(5) 当所有加载步完成后，保存数据并结束程序．
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2　基于孔隙分形特性的表征元尺寸确定 

本文构建的颗粒材料多尺度模拟方法中以 RVE 内颗粒集合体经均匀化后获得的应力-应变响应代替

唯象本构模型，因此确定合理的 RVE 尺寸成为后续多尺度力学行为分析的关键
[10]

．前人研究表明
[10]

，

RVE 内应包含足够的颗粒数量从而保证能够充分表征颗粒细观结构并精确模拟材料的整体力学响应；同

时，RVE 内颗粒数量不宜过多以避免加载过程中的局部化现象．为了确定合理的 RVE 尺寸，本文构建了

11 个 RVE 模型，分别包含 10
2
、12

2
、14

2
、16

2
、18

2
、20

2
、22

2
、24

2
、26

2
、28

2
、30

2
个颗粒，每个 RVE 模

型分别采用 5 个随机数生成颗粒．颗粒细观参数列于表 1．对于每个 RVE 试样，先将其压缩至初始孔隙

比 e0 = 0.18 （密实状态），后采用 p0 = 100 kPa 的压力进行等压固结，从而获得了 55 个具有相同初始状态

但尺寸和随机数不同的 RVE 试样．

2.1　颗粒孔隙空间分布多重分形分析　

本文引入多重分形理论量化 RVE 内颗粒

集 合 体 孔 隙 在 空 间 中 的 分 布 特 征 ． 首 先 将

RVE 试样通过图像处理获得其孔隙空间分布

的二值化图像 （分辨率取 0.3 mm）
[21]

，然后

采用计盒法
[23]

计算 RVE 孔隙图像的多重分形

分维数．如图 2 所示，观测盒子大小 εf 通过以

下公式确定

εf = 2
- k

L (8)

式中，k 为正整数 （本文取[1, 8]
[24]

），L 为孔隙

图像大小．

对于第 i 个大小为 εf 的盒子，其孔隙局部

密度为

pi(εf ) = Ni(εf ) /NT (9)

式中，Ni(εf)为第 i 个盒子内所包含的像素数量，NT 为整个孔隙图像中的所有像素数量，pi(εf)称为孔隙质

量密度．不同观测尺度 εf下孔隙质量密度满足如下关系
[22]

pi(εf ) ∼ εf

αi (10)

式中，αi称为奇异指数，体现区域孔隙生成的概率大小．具有相同α的盒子数量 N(α)与 εf满足如下关系
[23]

N (α) ∼ εf

- f ( )α (11)

式中，f(α)为具有相同奇异指数α的盒子集的分形维数，α ~ f (α)称为奇异谱，可通过以下公式计算
[29]

α (q) = lim
εf → 0

∑
i = 1

N ( )εf

μ i( )q, εf log[ ]pi( )εf

log εf

(12)

表 1 RVE 内颗粒细观参数

Tab.1 Parameters for the RVE particles

Parameter

Particle radii r/mm

Normal stiffnesses kn/(N/m)

Tangential stiffnesses kt/(N/m)

Particle density ρ/(kg/m
3
)

Friction angle φ/rad

Value

3~7

3 × 10
6

2.4 × 10
6

2 650

0.5

图 2 RVE 内孔隙空间分布的多重分形分析示意图

Fig.2 Schematic illustration of multi-fractal analysis for RVE pores
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f (α (q) ) = lim
εf → 0

∑
i = 1

N ( )εf

μ i( )q, εf log[ ]μ i( )q, εf

log εf

(13)

μ i(q, εf ) =
p

q

i ( )εf

∑
i = 1

N ( )εf

p
q

i ( )εf

(14)

式中，q 为矩序 （本文取[-10, 10]
[24]

）．通过信息论可以获得广义分维数 Dq

[30]

Dq =
1

q - 1
lim
εf → 0

log ∑
i = 1

N ( )εf

p
q

i ( )εf

log εf

(15)

图 3 给出了包含不同颗粒数量(10
2
、16

2
、20

2
、26

2
、30

2
)的 RVE 孔隙空间分布广义分维谱 q ~ Dq 和奇

异谱 α ~ f(α)，从图中可以看出，q ~ Dq 谱为非对称 Sigma 形单调递减曲线，α ~ f(α)谱呈非对称凸抛物线

形状，表明 RVE 内颗粒孔隙空间分布满足多重分形特征
[31]

．

矩序 q = 0 时，可获得容量维数 D0和奇异谱峰值对应的

奇异指数 α0，它们是量化孔隙空间分布非均匀性的重要参

数．前人研究表明
[31]

，α0/D0 表征孔隙空间分布的缩放指数

范围，反映孔隙结构的自相似特征．图 4 给出了 55 个 RVE

试样的 α0/D0 值，从图中可以看出：当 RVE 内颗粒少于 20
2

个时，α0/D0 值随颗粒数量增加剧烈波动，表明 RVE 内颗粒

孔隙空间分布结构差异明显；当 RVE 内颗粒超过 20
2
个时，

α0/D0 值随颗粒数量增加而趋于稳定，表明 RVE 内颗粒孔隙

空间分布满足自相似性，即可以认为包含 20
2
、22

2
、24

2
、

26
2
、28

2
和 30

2
个颗粒的 RVE 内具有基本一致的孔隙空间分

布特征，预示着 20
2
是 RVE 宏观行为稳定的最小颗粒数．

2.2　表征元应力⁃应变曲线　

选择 5 种颗粒数量(10
2
、16

2
、20

2
、26

2
、30

2
)的 RVE 试样进行双轴加载 （z 方向加载，x 方向保持 σx = 

p0 = 100 kPa），获得的应力-应变曲线如图 5 所示．从图中可以看出：相较于包含 10
2
和 16

2
个颗粒的 RVE

试样，包含 20
2
个颗粒的 RVE 试样能够与 26

2
和 30

2
个颗粒 RVE 试样产生基本一致的宏观应力-应变响应．

(a) 广义分维谱

(a) Generalized dimension spectrum

(b) 奇异谱

(b) Singularity spectrum

图 3 不同颗粒数量 RVE 的多重分形谱

Fig.3 Multi-fractal spectrum for various RVE

图 4 不同颗粒数量 RVE 的α0/D0值

Fig.4 α0/D0 values for various RVE
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前人研究中通常将不同颗粒数下应力-应变曲线达到稳定作为判断 RVE 最小颗粒数的依据
[10]

，图 5 结果表

明本文从孔隙空间分布分形自相似性的角度确定选择 20
2
作为 RVE 的最小颗粒数是合理有效的，也说明

了孔隙空间分布分形指标 α0/D0 表征的颗粒材料细观结构能够有效关联宏观应力-应变响应．值得一提的

是，基于孔隙分形特征的结果也与前人基于颗粒接触法向分布的研究结果一致
[10]

．结合 DEM 计算效率，

本文确定 20
2
个颗粒数量作为 RVE 的合理大小，并用于后续颗粒材料的多尺度模拟过程．

3　FEM⁃DEM 耦合多尺度程序验证 

3.1　单元压缩试验　

采用本文 FEM-DEM 耦合多尺度计算程序进行单元压缩试验，边界条件如图 6(a)所示，单元包含 4

个节点和 4 个高斯点，每个高斯点对应一个包含 400 个颗粒的 RVE，颗粒细观参数与表 1 一致．图 6(b)

和(c)给出了单元压缩试验的应力-应变曲线，从图中可以看出：多尺度程序计算结果不仅与纯 DEM 模

拟结果基本一致，且与文献[10]中结果较为吻合．此外，图 6 中应力-应变曲线展现了颗粒材料在加载

过程中的非线性、应变软化和剪胀现象，验证了本文多尺度程序在模拟岩土颗粒材料力学行为方面的

合理性．

(a) 应力-应变曲线

(a) Stress-strain curves

(b) 体变曲线

(b) Volumetric strain curves

图 5 不同颗粒数量 RVE 的应力-应变响应

Fig.5 Stress-strain behavior for various RVE

(a) 单元压缩试验示意图

(a) Schematic of single element

(b) 应力-应变曲线

(b) Stress-strain curves

(c) 体变曲线

(c) Volumetric strain curves

图 6 单元压缩试验

Fig.6 Loading test of single element
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3.2　双轴压缩试验　

采用本文 FEM-DEM 耦合多尺度计算程序进行双轴压缩试验，如图 7(a)所示，长和高分别为 50 mm

和 100 mm 的试样被离散化为 150 个 FEM 单元，单元类型采用 4 节点 4 高斯点四边形等参元，因此共有

600 个节点和 600 个高斯点．每个高斯点对应的 RVE 包含 400 个颗粒，因此共有 24 万个 DEM 颗粒．颗粒

细观参数与表 1 一致．图 7(b)给出了双轴压缩试验获得的应力-应变曲线，从图中可以看出：本文多尺度

程序获得的应力-应变响应与纯 DEM 模拟结果基本一致，同时也与文献[10]中结果较为吻合，验证了本

文多尺度程序在模拟岩土

颗粒材料力学行为方面的

可靠性．比较图 6(b)和图

7(b)发现，达到峰值应力

状态后，相较于单元压缩

试验获得的应力-应变曲

线 （图 6(b)）， 图 7(b) 中

的应力-应变曲线更为光

滑．进一步将图 7(b)中的

应力-应变曲线划分为Ⅰ弹

性状态、Ⅱ峰值状态和Ⅲ

临界状态三个阶段用于后

续进一步分析．

值得一提的是，本文单元和双轴压缩试验获得的应力-应变结果与文献[10]结果的差异，主要来自本文

所采用 MatDEM 平台与文献[10]采用 Yade 平台在初始阶段生成 RVE 试样时颗粒位置分布和排列方式的差

异，后续将进行岩土颗粒材料的室内试验，并将试验结果与本文开发的耦合计算程序进行对比验证．

4　双轴压缩条件下颗粒材料的宏细观响应 

4.1　宏观变形特征　

图 8 给出了峰值应力状态下 （2% 轴向应变） 的试样变形云图，从图中可以看出：x 和 z 方向的位移

场呈现非对称特征并向右下角方向倾斜，试样剪应变云图呈现出明显的贯穿剪切带，展现了颗粒材料在

荷载作用下的内在非均匀性．值得一提的是，传统 FEM 在模拟颗粒材料时需人为添加缺陷点才能模拟应

变局部化现象，本文构建的 FEM-DEM 耦合多尺度模拟方法不需添加任何缺陷即可合理表征颗粒材料的

内在各向异性，这是因为 RVE 内的颗粒集合体天然具有颗粒材料的非共轴特性
[10]

．

4.2　细观特征演化规律　

选择如图 7(a)所示的三个不同位置处表征元 （RVE51, RVE339 和 RVE429），其中 RVE51 位于剪切带

以外区域，RVE339 位于剪切带内，RVE429 位于剪切带边缘位置．图 9 给出了这三个 RVE 在双轴压缩过

程中应力、体应变、容量维数 D0 和奇异指数 α0 演化规律，从图中可以看出：位于剪切带外的 RVE51 在

加载过程中仅发生剪缩，偏应力逐渐增加；位于剪切带区域的 RVE339 和 RVE429 在加载过程中先剪缩后

剪胀，并在进入峰值状态后 （阶段Ⅱ和Ⅲ） 产生应力软化现象；进入阶段Ⅲ临界状态后，位于剪切带边

缘的 RVE429 体应变超过剪切带内的 RVE339，导致其偏应力趋近于 0，表明试样在阶段Ⅲ临界状态时的

宏观响应主要受剪切带边缘 RVE 的应力状态影响；位于剪切带外的 RVE51 在加载过程中容量维数 D0 和

(a) 双轴压缩试验示意图

(a) Schematic of biaxial test

(b) 应力-应变曲线

(b) Stress-strain curves

图 7 双轴压缩试验

Fig.7 Biaxial compression test
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奇异指数 α0 逐渐减小；位于剪切带区域的 RVE339 和 RVE429 在加载过程中容量维数 D0 和奇异指数 α0 先

减小后增大，同时位于剪切带边缘的 RVE429 进入阶段Ⅲ临界状态后，容量维数 D0和奇异指数 α0逐渐超

过剪切带内的 RVE339．对比图 9(b)、(c)和(d)可以发现，容量维数 D0 和奇异指数 α0 与体应变曲线具有一

致的演化规律，即 RVE 发生剪缩时 D0和α0减小，发生剪胀时 D0和α0增大．

(a) 应力-应变曲线

(a) Stress-strain curves

(c) 容量维数 D0演化规律

(c) Evolution of capacity dimension

(b) 体变曲线

(b) Volumetric strain curves

(d) 奇异指数α0演化规律

(d) Evolution of singularity exponent

图 9 不同位置 RVE 在加载过程中的细观特征演化规律

Fig.9 Evolution of meso-scale characterization for various RVE

(a) x 方向节点位移

(a) Node displacement in x-direction

(b) z 方向节点位移

(b) Node displacement in z-direction

(c) 剪应变

(c) Shear strain

图 8 2% 轴向应变时的试样宏观变形行为

Fig.8 Specimen macroscopic deformation behavior at 2% axial strain
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图 10 分别给出了三个 RVE 在双轴压缩过程中容量维数 D0 和奇异指数 α0 与体应变的关系，从图中可

以看出：容量维数 D0 和奇异指数 α0 均与体应变满足线性关系，表明量化孔隙分布平均程度的 D0 和量化

孔隙分布集中程度的 α0 都能有效关联 RVE 的宏观体应变响应．此外，剪切带区域的 RVE339 和 RVE429

的线性拟合直线斜率基本一致，并与非剪切带区域的 RVE51 不同，表明容量维数 D0 和奇异指数 α0 与体

应变的关联性主要受 RVE 应力状态的影响．

值得一提的是，本文采用的 RVE 内颗粒细观参数 （表 1） 是真实岩土颗粒级配和形状的适当简化，

导致 RVE 内形成的颗粒孔隙大小和分布较为均匀 （如图 2 所示），同时容量维数 D0 和奇异指数 α0 均为表

征孔隙分布平均信息的分形指标，因此在本文相对简单的孔隙形态中 D0和α0主要通过揭示孔隙占比 （类

似于孔隙比） 而能够与体应变建立良好的线性关系．这意味着分形参数 D0和α0可作为反映颗粒材料空间

特征复杂性的简洁内变量：颗粒形状、堆积形式对颗粒材料力学行为有直接影响，但因具有空间复杂性

而难以统一有效量化，分形参数则提供了一种量化的思路．此外，对于真实岩土颗粒材料中的宽级配、

复杂颗粒形状和复杂应力路径问题，由于多重分形理论在表征复杂孔隙形态方面的优势，本文提出的基

于孔隙空间分布自相似性来确定 RVE 合理尺寸的思路同样适用，而此时孔隙分形指标与 RVE 宏观响应的

关联性需要进一步研究．

4.3　表征元 GPU 并行化离散元计算程序效率　

为了验证本文 1.2 节开发的 RVE 并行 DEM 计算程序的效率，采用包含 3 种颗粒数量的 RVE （10
2
、

20
2
和 30

2
），并对不同 RVE 数量的 DEM 试样

进行双轴加载，分别计算串行模拟与并行模

拟 10
4
次 DEM 迭代步所需要的时间，并定义

串行模拟与并行模拟时间之比为加速系数．

采 用 AMD 5900X 和 NVIDIA GeForce GTX 

3080 12 GB 计算平台，获得了加速系数与

RVE 数量的关系．从图 11 中可以看出：对

于包含 10
2
和 20

2
个颗粒的 RVE，加速系数随

RVE 数量增加近似线性增长；对于包含 30
2

个颗粒的 RVE，加速系数随 RVE 数量增加

先 线 性 增 长 后 趋 于 稳 定 ． 这 是 由 于 对 于

(a) 容量维数 D0与体应变关系

(a) Relationship of D0 and volumetric strain

(b) 奇异指数α0与体应变关系

(b) Relationship of α0 and volumetric strain

图 10 不同位置 RVE 在加载过程中分维数与体应变的关系

Fig.10 Relationship of fractal dimension and volumetric strain for various RVE

图 11 RVE 数量与加速系数关系

Fig.11 Relationship between the number of RVE and acceleration factor
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12 GB 显存的 NVIDIA GPU，MatDEM 软件进行高效模拟的颗粒数量为 40~80 万
[18]

．稳定状态下本文开

发的 GPU 并行 DEM 计算程序较串行计算可实现约 150 倍的计算速度提升，相较于前人基于 CPU 并行的

加速方案
[10,14]

，本文开发的岩土颗粒材料 FEM-DEM 耦合多尺度计算程序在实际大尺度岩土工程中具有

更广阔的应用前景．

5　结论 

本文针对岩土颗粒材料的多尺度力学特性，构建了 GPU 并行 FEM-DEM 耦合多尺度模拟方法，并探

究了表征元(RVE)内颗粒孔隙空间分布的多重分形特征．本文主要结论如下

(1) 基于 MatDEM 平台灵活的 GPU 调用和强大的矩阵运算能力实现了 RVE 的 GPU 并行化计算，所开

发的 FEM-DEM 耦合多尺度计算程序能够实现岩土颗粒材料多尺度力学行为的高效模拟，在所采用的计

算平台中，并行计算较串行计算的计算速度提升约 150 倍，展现出多尺度计算程序在大尺度工程适用性

方面的显著优势．

(2) RVE 内颗粒孔隙空间分布满足多重分形特征，通过多重分形指标 α0/D0 量化孔隙空间分布自相似

性，得出少于 400 个颗粒的 RVE 无法满足孔隙空间分布自相似性而难以产生稳定的应力-应变响应，并通

过以往直接分析不同颗粒数 RVE 的应力-应变响应来确定合理颗粒数的方法证实了上述思路的有效性．

(3) 容量维数 D0 和奇异指数 α0 分别量化孔隙分布的平均程度和集中程度，由于其反映 RVE 内孔隙分

布的平均信息而与体应变具有高度线性相关性，RVE 剪缩时 D0 和 α0 减小，剪胀时 D0 和 α0 增大，线性拟

合系数主要受剪切带内、外 RVE 应力状态的影响．

基于上述研究，后续可考虑岩土颗粒材料的真实级配特性、复杂形状特征和复杂应力路径，系统开

展孔隙结构分形特征在 FEM-DEM 耦合多尺度计算方法中的应用探究，并结合室内试验与多尺度仿真结

果交叉验证，以研究实际工程中广泛存在的多尺度多物理场耦合问题．
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