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基于双线性插值的多尺度耦合一致性
与收敛性研究
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摘要：界面一致性与误差收敛性是并发多尺度计算方法中的核心问题，尤其在原子-连续介质耦合模型中尤为

关键．然而，现有理论研究工作较少并且多聚焦于一维情况．本文以多分辨率分子力学方法为研究对象，通过

构建原子区域与粗化区域共存的二维方形与三角形原子晶格模型，系统探究了双线性单元插值条件下不同能量

采样方案对界面一致性和误差收敛性的影响．研究发现：界面次采样方案可显著提升界面区域一致性，其中包

含所有近邻层的采样方案性能最优；误差分析结果显示，离散误差是总误差的主要来源，增加次采样点数量可

有效降低采样误差，尤其在拉伸工况下表现显著．此外，两类晶格结构在误差收敛性方面展现出一致规律，验

证了方法在不同晶格结构中的普适性．本研究显示了多分辨率分子力学方法中能量采样方案在处理界面一致性

与收敛性方面的优势，为发展高精度跨尺度计算力学方法提供了理论支撑．
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Abstract: Interface consistency and error convergence are central issues in concurrent multiscale computational methods, 

particularly critical for atomistic-to-continuum coupling models. However, existing theoretical studies remain limited and are 

mostly confined to one-dimensional settings. This work focuses on the multiresolution molecular mechanics (MMM) approach and 

systematically investigates the impact of various energy sampling schemes on interface consistency and error convergence. Two-

dimensional square and triangular lattice models containing both atomistic and coarse-grained regions are constructed under 

bilinear element interpolation. The results show that interface secondary sampling schemes can significantly improve consistency 

in the interfacial region, with the scheme incorporating all neighboring layers achieving the best performance. Error analysis 

reveals that discretization error dominates the total error, and increasing the number of secondary sampling points effectively 

reduces the sampling error, particularly under tensile loading conditions. Moreover, both lattice types exhibit consistent error 
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convergence behavior, demonstrating high generality of the method to different structures. This study highlights the advantages of 

energy sampling strategies in improving interface treatment and convergence behavior in MMM, providing theoretical support for 

the development of high-accuracy multiscale computational mechanics methods.

Key words: concurrent multiscale method; multiresolution molecular mechanics; interface consistency; convergence analysis; 

bilinear finiteelement; energy sampling

研究工程材料和结构的力学变形以及破坏对于确保工程安全来说至关重要．一方面，建立在连续介

质力学理论基础上的传统宏观力学分析方法 （如有限元） 虽然比较高效，但难以准确刻画裂纹及其扩展

等复杂变形的机理
[1-4]

；另一方面，分子动力学(Molecular Dynamics, MD)、蒙特卡罗方法(Monte Carlo, 

MC)等原子尺度的高精度模拟方法虽然可揭示原子级变形与破坏机制，但其庞大自由度导致计算成本呈

指数增长，难以实现大规模的高效模拟
[5-7]

．因此，如何将原子尺度模拟方法和连续介质力学进行结合从

而实现精度和效率的平衡，是计算力学领域研究的重点问题之一．近些年来，许多耦合连续介质力学和

原子尺度模拟方法的并发多尺度计算方法被提出
[8-27]

．

以 Tadmor 等
[8]

提出的准连续介质方法(Quasicontinuum, QC)为例，该方法将分子静力学(Molecular 

Statics, MS)与宏观连续介质力学结合，在变形梯度较小的区域使用基于“代表性原子”的粗化有限元方

法来计算材料响应，而在变形梯度比较大的区域使用分子静力学，用来捕捉原子离散运动引起的裂纹、

位错、晶界等材料缺陷及其演化．这种区域分解的方式经过策略性设计，能够在大幅降低计算成本的前

提下，再现全原子模拟所得到的结果
[28-34]

．

然而，不同尺度区域间的界面一致性问题始终是制约并发多尺度计算方法性能的关键挑战．针对此

问题，Knap 等
[10]

在粗化区域通过受力分析，引入聚类求和规则，提出了 Cluster-based 和 Force-based 

Quasicontinuum 方法(CQC-F)，以消除原始 QC 方法中原子区域 （即非局部作用区域） 和连续介质区域

（即局部作用区域） 之间的非局部作用和局部作用引起的界面非协调性．Xiao 等
[11]

通过在原子与连续介

质重叠区域动态混合哈密顿量并利用拉格朗日乘子强制原子位移场与连续介质位移场在桥接域内一致，

消除界面处的“鬼力(Ghost Force)”，实现了无需额外滤波的高效跨尺度动态模拟．Kochmann 等
[22]

采用

统一的局部最大熵插值和一致的能量求和规则，实现了原子区域与粗化连续介质区域之间无缝的界面耦

合，从而有效避免了因界面不相容引发的“鬼力”问题．然而，传统处理不同尺度区域间界面相容性问

题的方法需要复杂的界面处理，并不能从根本上解决由于原子间非局部作用和连续介质局部作用引起的

本构非协调性问题．

此外，收敛性和误差分析对于并发多尺度计算方法的发展也至关重要．近年来部分研究已为多尺度方

法的误差分析和收敛研究提供了数值与分析方法
[35-40]

．Lin
[35]

基于非协调有限元方法构建了准连续介质框架

的严格数学理论体系．通过引入离散变分与自适应势能近似模型，在假设势能严格凸性与最近邻主导条件

下，证明了准连续介质方法与全原子模型解的误差受限于线性收敛阶．Espanol等
[39]

通过 Γ收敛理论，在连

续介质极限下严格证明了准连续介质方法能量泛函的正确性，建立了其与原子模型的多尺度一致性．

Wang 等
[40]

基于几何重构型原子-连续介质耦合(Geometrically Reconstructed Atomistic-Continuum Coupling,  

GRAC)模型，构建了后验误差估计的理论框架．在其研究中，误差项被分解为模型误差和离散误差，并结

合局部测试函数和势函数的 Lipschitz连续性，推导出了误差估计器效率的上下界．通过设计基于梯度恢复

算子的混合型误差估计器和自适应数值实验验证了其最优收敛阶．尽管如此，大多并发多尺度方法的收敛

性和误差分析主要集中在一维情况，仍缺乏类似连续介质问题中的系统性理论框架并且部分多尺度方法的

理论框架与全原子模型存在本质性不兼容问题
[41]

．

综上所述，本文将基于前期工作中提出的一种并发多尺度计算方法——多分辨率分子力学方法

(Multiresolution Molecular Mechanics, MMM)
[20,42-44]

，以双线性插值函数为例，重点研究其在二维情况下

的界面一致性和收敛性并进行误差分析．MMM 是一种基于能量的并发多尺度耦合方法，实现了原子模
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型与“粗化”原子模型的融合．与传统的连续介质方法不同，MMM 框架完全摒弃了应力、应变等连续

介质概念，仅通过形函数插值降低自由度，而非引入连续场变量．其核心特点在于，无论是在原子区域

还是粗化原子区域，均统一直接采用原子间势函数计算力与能量，这有效消除了界面上的本构非协调性

和“鬼力”．这一特性不仅保证了物理建模的严谨性，也为收敛性和误差分析奠定了坚实基础．

1　多分辨率分子力学方法框架简述 

1.1　基本思想　

如图 1 所示，为了减少全原子模型的自由度，借鉴连续介质力学中的有限元方法，引入有限单元和

形函数对原始的离散原子模型进行粗化(coarse-graining)或者插值，将其分为两种非重叠的子域：原子区

域与粗化区域 （图 1(b)）．在图 1(b)中，模型的总自由度为原子区域的原子位移信息和粗化区域的单元节

点位移信息．需要注意的是，为了计算粗化区域里单元的能量，需要对每一非自由度原子 （绿色） 的能

All-atom model

Atomistic region
(a)

Coarse-grained region Interpolation

(b)

Sampling
RAs GAs

SSAs NSAs PSAs

(c)

图 1 MMM 方法基本思想示意图．以双线性单元（用红色点表示）为例阐明全原子模型的区域分解思想和原子分类：黑

色点所占区域为原子区域，有限单元所占区域为粗化区域．RAs 和 GAs 分别表示代表性原子(Representative 

Atoms)和幽灵原子(Ghost Atoms)．PSAs、SSAs 和 NSAs 分别表示主采样原子(Primary Sampling Atoms)、次采样原

子(Secondary Sampling Atoms)和非采样原子(Non-Sampling Atoms)

Fig.1 Schematic overview of the MMM method. Bilinear elements (represented by red dots) are employed to illustrate the 

domain decomposition and atomic classification in MMM: the domain occupied by black dots represents the atomic 

region, while the domainrepresented by finite elements represents the coarse-grained region. RAs and GAs denote 

representative atoms and ghost atoms, respectively. PSAs, SSAs, and NSAs represent Primary Sampling Atoms, 

Secondary Sampling Atoms, and Non-Sampling Atoms, respectively
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量进行计算然后进行求和．因此，即使模型的自由度通过有限单元插值得到了大幅度降低，但粗化区域

的能量计算仍需要较高的计算成本．为了进一步减少模型的计算量，借鉴连续介质力学中高斯积分的思

想对插值单元内部原子进行能量采样 （图 1(c)），使用采样原子 （蓝色） 的能量来代替插值单元内部的非

采样原子 （灰色） 能量．通过能量采样的处理，插值单元内部势能 E
e

a 可被近似为

E
e

a = ∑
i ∈ Ne

Ei ≅ E͂
e

a = ∑
i ∈ Ns

w
s

i Ei (1)

其中，Ne 为插值单元内部包含 Ne 个原子的索引集，Ei 为原子 i ∈ Ne 的能量，Ns 为插值单元内部选取的

Ns 个采样原子的索引集，w
s

i 为采样原子 i ∈ Ns 的权重系数．在数学意义上，这些采样原子的作用类似于

有限元方法(FEM)中的高斯积分点，即通过适当选择积分点并赋予相应的权重，实现对单元整体物理量

的有效估计．通过这种方式，能够在保证计算精度的同时减少计算量，从而提高计算效率．

1.2　原子分类　

为了更好地展示 MMM 方法中能量采样的灵活性，本小节中将对各种原子类型进行分类．如图 1(c)

所示，将原子分成不同的组，以便于引入所提出的能量采样规则．从自由度的角度，原子被分为代表性

原子(Representative Atoms, RAs)和幽灵原子(Ghost Atoms, GAs)．通过使用的形函数，幽灵原子的位置信

息可以通过代表性原子的位置信息插值得到．根据代表性原子是否参与插值，可将其进一步分为插值的

代表性原子(Interpolative Representative Atoms, IRAs) （红色） 和非插值的代表性原子(Non-interpolative 

Representative Atoms, NIRAs) （黑色）．

从能量采样角度，原子被分为三类：主采样原子 (Primary Sampling Atoms, PSAs)、次采样原子

(Secondary Sampling Atoms, SSAs)和非采样原子(Non-Sampling Atoms, NSAs)，如图 1(c)所示．每个主采

样原子都类似于有限元方法中的高斯积分点，其能量不仅用于自身采样，还用于非采样原子的能量计

算．因此，每个主采样原子的权重为 |w
s

i | > 1，而每个非采样原子的权重为 w
s

i = 0．为了进一步提高能量

采样精度，可以在必要时引入次采样原子，且不会显著增加计算成本．每个次采样原子的能量仅代表其

自身的能量，并且是显式计算的，而不是由主采样原子的能量采样得到的．因此，每个次采样原子的权

重为 w
s

i = 1．值得注意的是，在所提出的分类中，代表性原子(RAs)属于次采样原子，所以每个代表性原

子的权重也是 1．

1.3　理论框架　

结合上节中的原子分类，设 Na 为全原子模型中的总原子数，NA 代表全原子模型中包含 Na 个原子的

索引集，r
Na = ( r1, r2, …, rNa

)为原子的位置集合，f
ext

i 和 u i 分别为原子 i ∈ NA 所受的外力矢量与位移矢量，

那么对于每个原子都有 r i = r i0 + u i．NRA，NGA，NPSA，NSSA 分别为代表性原子、幽灵原子、主采样原

子、次采样原子的索引集．r
NRA = ( r1, r2, …, rNRA

)，r
NGA = ( r1, r2, …, rNGA

)为代表性原子和幽灵原子的位置

集．设定代表性原子 α的形函数为 ϕα，则 ϕα有如下定义：如果代表性原子 α为插值代表性原子，那 ϕα为

标准的插值形函数；如果代表性原子 α为非插值代表性原子，则 ϕα在自身处取值为 1，在所有其他原子

处取值为 0．由此，幽灵原子β的变形后的位置 rβ可通过以下表达式确定

rβ = rβ0 + uβ = rβ0 + ∑
α ∈ NRA

 ϕα ( X = rβ0 )uα,    ∀β ∈ NGA (2)

所以，r
NGA 可表示为 r

NRA 的函数

r
NGA = ψ ( r

NRA ) (3)

此时，MMM 的能量采样框架对全原子模型的能量近似为

E͂a = ∑
i ∈ NPSA

wi Ei ( r
NRA, ψ ( r

NRA ) ) + ∑
j ∈ NSSA

Ej ( r
NRA, ψ ( r

NRA ) ) - ∑
k ∈ NA

  f
ext

k uk ( r
NRA ) (4)
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其中，wi 为主采样原子 i ∈ NPSA 所对应的权重，Ei 和 Ej 分别为主采样原子 i 和次采样原子 j 的能量，f
ext

k 为

原子 k 所受的外力矢量，uk ( r
NRA )为原子 k 的位移向量 uk，它是根据代表性原子的位置矢量 r

NRA 进行插值

计算得到的．关于主采样原子的权重推导过程，可参考先前的研究
[43]

；该研究系统地阐述了主采样原子

的权重计算方法，并详细讨论了主采样原子数量及其选取位置的影响．在本文所采用的双线性单元中，

每个单元包含 6 个主采样原子．

为了推导 MMM 方法的控制方程，需要对近似总能量 E͂a 关于模型的总自由度(即代表性原子的位移)

求负导数，使其对应的力达到平衡．具体表达如下

Fγ ( r
NRA ) = - ∑

i ∈ NPSA

 wi

∂Ei ( r
NRA, ψ ( r

NRA ) )
∂rγ

- ∑
j ∈ NSSA

∂Ej ( r
NRA, ψ ( r

NRA ) )

∂rγ
+ ∑

k ∈ NA

ϕγ( )X = rk0 f
ext

k = 0,    ∀γ ∈ NRA  (5)

式(5)右侧的最后一项求和描述了外力在原子间的分配机制，并最终传递至代表性原子．这一过程与有限

元方法中的外力分配方式相似，即通过插值将外力分配至单元节点，从而确保力的合理传递．

2　界面一致性分析与数值验证 

本节将构建包含原子区域与粗化区域的方形晶格模型和三角形晶格模型，以研究 MMM 方法的界面

一致性．原子间的相互作用采用二维非局部弹簧模型(2D non-local spring model)．为了体现原子模型的

典型非局部相互作用特性，计算中考虑了次近邻原子间相互作用．在该相互作用模型中，第一近邻相互

作用的弹簧刚度记为 k1，次近邻相互作用的弹簧刚度记为 k2．设定最近邻弹簧的自然长度为 l，次近邻弹

簧的自然长度为 2l．在数值实现中，模型参数取值设定为 k1 = 1.0、k2 = 0.25 以及 l = 1．

为了评估 MMM 方法在原子区域与粗化区域界面处的一致性，借鉴连续介质力学中广泛使用的位移

误差范数 （L2 范数） 和能量误差范数 （H1 范数），引入了适用于 MMM 方法的相应范数．具体地，分别

定义了如下相对位移误差和能量误差

 edisp =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê∑
i

NRA

(u
FA

i - u
MMM

i )
T

(u
FA

i - u
MMM

i )

∑
i

NRA

(u
FA

i )
T
u

FA

i

ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
1/2

(6)

 eE =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê∑
i

NRA∑
j

ni

( ( r
FA

ij - r
0

ij ) - ( r
MMM

ij - r
0

ij ) )
T

( ( r
FA

ij - r
0

ij ) - ( r
MMM

ij - r
0

ij ) )

∑
i

NRA∑
j

ni

( ( r
FA

ij - r
0

ij ) )
T

( ( r
FA

ij - r
0

ij ) )

ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

1/2

(7)

其中，u
FA

i 和 u
MMM

i 分别为全原子模型(Full Atomistic, FA)和 MMM 方法得到的位移场； r ij 为原子 i 与 j 之间

的相对位移向量，而 ni 表示原子 i 的最近邻原子数．采用这些误差范数的理由在文献[42]中有详细讨论．

值得注意的是，这种误差范数也适用于下一节的收敛性分析．

2.1　界面一致性研究：方形原子晶格情况　

首先设置尺寸为 48l × 48l 的方形原子晶格作为基准模型．边界条件设定为：底部原子在 x 和 y 方向完

全固定，顶部沿 y 轴施加向上的位移载荷．为验证界面一致性，在模型中央保留局部原子区域 （图 2 中

黑色区域），其余区域采用单元尺寸为 16l 的 4 节点双线性单元进行粗化插值．

利用次级能量采样的灵活性，除了全采样(Full Sampling, FS)基准方案 （图 2(a)） 外，设计了三种主-

次采样原子组合方案：一层界面原子次采样(Interface Secondary Sampling 1, ISS1)方案 （图 2(b)）、二层界
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面原子次采样(Interface Secondary Sampling 2, ISS2)方案 （图 2(c)） 和无次采样(No Secondary Sampling, 

NSS)方案 （图 2(d)）．引入不同层数的界面次采样，旨在考虑次近邻原子间的相互作用．通过比较不同

界面原子次级采样的情况，可以评估近邻效应对界面一致性的影响．

图 3 给出了 MMM 方法在不同能量采样方案下沿垂直中心 y 轴方向的位移分布，并与全原子(FA)模拟

和全采样(FS)方案的结果进行了对比．

可以看出，全采样方案、界面次采样

方案 1 和界面次采样方案 2 的位移场与

全原子方案的结果非常吻合，这表明

界面一致性得到了满足．相比之下，

无次采样(NSS)方案的位移场在界面附

近出现了一些波动，这是由于局部原

子区域与粗化区域之间分辨率骤变所

致．不过这些波动仅局限在界面邻近

区域，且误差幅度较小，因此总体计

算精度仍令人满意．

此外，表 1 列出了整体模型在不同

采样方案下的相对位移误差和相对能

量误差．从整体结果来看，全采样方

案在位移和能量上的误差均保持在 1%

(a) Full sampling: FS

(c) Two layers of interface as SSAs: ISS2

(b) One layer of interface as SSAs: ISS1

(d) No SSAs: NSS

图 2 方形晶格中采用双线性单元进行区域分解的不同能量采样方案示意图：(a) 完全采样(FS)：所有幽灵原子(GNs)作

为次级采样点（SSAs,绿色）；(b) 界面次采样方案 1(ISS1)：一层界面原子作为次级采样点；(c) 界面次采样方案 2

(ISS2)：两层界面原子作为次级采样点；(d) 无次采样方案(NSS)：无次级采样点

Fig.2 Schematic of different energy sampling schemes for a square lattice coarse-grained by bilinear elements: (a) Full 

Sampling (FS): all ghost atoms (GAs) are used as secondary sampling atoms (SSAs, green); (b) Interface Secondary 

Sampling Scheme 1 (ISS1): one layer of interface atoms is used as SSAs; (c) Interface Secondary Sampling Scheme 2 

(ISS2): two layers of interface atoms are used as SSAs; (d) No Secondary Sampling Scheme (NSS): no SSAs

Interface region 
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图 3 方形晶格多尺度模型中基于全原子(FA)方案、全采样(FS)方案及

MMM 方法（界面次采样方案 1(ISS1)、界面次采样方案 2(ISS2)及无

次采样方案(NSS)）沿竖直中心 y 轴的位移场分布

Fig.3 Displacement field distribution along the vertical central y-axis of the 

coarse-grained square lattice model based on the respective full-atom 

(FA) scheme, full-sampling (FS) scheme, and MMM method (Interface 

Secondary Sampling Scheme 1 (ISS1), Interface Secondary Sampling 

Scheme 2 (ISS2), and No Secondary Sampling Scheme (NSS))
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以内，尽管其计算成本最高，但能够最准确地捕捉到界面及局部细节．界面次采样方案 1 和界面次采样

方案 2 在界面处适度增加采样点，虽然误差略高于全采样方案，但仍控制在 2% 以下，较好地平衡了精度

和效率．此外，在这两种方案中，界面次采样方案 2 （含两层界面采样原子） 相比方案 1 能够更充分地

捕捉界面过渡区域的细微变化，从而进一步降低位移和能量误差．尽管多增加了一层界面采样原子会略

微提高计算成本，但这一代价换来界面区域精度的提升是可以接受的，尤其是在对界面细节要求较高的

应用中．相较之下，无次采样方案在界面区域缺乏次级采样，导致位移和能量误差均有所上升 （分别达

到 2.55% 和 3.68%），这也体现出分辨率骤降带来的不利影响．

2.2　界面一致性研究：三角形原子晶格情况　

为了验证 MMM 方法对不同晶格结构的适用性，将原子构型由方形晶格调整为三角形晶格，并相应

设置体系尺寸为 48l × 24 3 l．采样方案 （包括全采样方案(FS)、界面次采样方案 1(ISS1)、界面次采样方

案 2(ISS2)及无次采样方案(NSS)） 和边界条件的设置保持与方形晶格测试一致，如图 4 所示．

表 1 二维方形晶格拉伸算例中不同能量采样方案的位移场误差和能量场误差

Tab.1 Displacement and energy field errors in the tensile example of 2D square lattice using different energy sampling approaches

Sampling approach

Full-Sampling Scheme (FS)

Interface Secondary Sampling Scheme 1 (ISS1)

Interface Secondary Sampling Scheme 2 (ISS2)

No Secondary Sampling Scheme (NSS)

Displacement error edisp

0.83%

1.25%

1.10%

2.55%

Energy error eE

0.88%

1.57%

1.36%

3.68%

(a) Full sampling: FS

(c) Two layers of interface as SSAs: ISS2

(b) One layer of interface as SSAs: ISS1

(d) No SSAs: NSS

图 4 三角形晶格中采用双线性单元进行区域分解的不同能量采样方案示意图：(a) 完全采样(FS)：所有幽灵原子(GNs)

作为次级采样点(SSAs)；(b) 界面次采样方案 1(ISS1)：一层界面原子作为次级采样点；(c) 界面次采样方案 2(ISS2)：

两层界面原子作为次级采样点；(d) 无次采样方案(NSS)：无次级采样点

Fig.4 Schematic of different energy sampling schemes for a triangular lattice coarse-grained by bilinear elements: (a) Full 

Sampling (FS): all ghost atoms (GAs) are used as secondary sampling atoms (SSAs, green); (b) Interface Secondary 

Sampling Scheme 1 (ISS1): one layer of interface atoms is used as SSAs; (c) Interface Secondary Sampling Scheme 2 

(ISS2): two layers of interface atoms are used as SSAs; (d) No Secondary Sampling Scheme (NSS): no SSAs
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相较于方形晶格，三角形晶格在

局部原子排列与几何约束方面存在差

异，可能对界面一致性产生影响．但

从图 5 展示的不同采样方案下三角形

晶格模型沿垂直中心 y 轴的位移分布

和表 2 中所示的相对位移误差和相对

能量误差结果来看，各方案仍呈现

与方形晶格情况下相似的趋势：全

采样方案具有最高精度 （位移和能

量误差分别为 1.43% 和 1.34%），无

次采样方案则由于在界面区域缺少

细化采样而导致较大误差 （3.11% 和

4.12%）．同时，界面次采样方案 1 和

界面次采样方案 2 在界面处增加额外

的采样原子，从而兼顾了较高的计

算效率与精度，其中界面次采样方案 2 通过在界面区域设置两层次采样原子，进一步降低了误差 （1.85%

和 1.88%），对界面处变形梯度的捕捉也更为充分．整体而言，尽管三角形晶格与方形晶格在构型上存在

明显差异，但 MMM 方法中所采用的能量采样方案在两种晶格体系中均表现出良好的适用性和一致的相

对性能，也为进一步扩展至更复杂的晶格构型提供了有力的数值支持．

3　收敛性研究与误差结构分析 

在所提出的 MMM 方法中，粗化区域与原子区域采用了一致的本构模型，即描述原子相互作用的势

函数．该本构模型一致性的优势在于，当粗化网格细化至原子分辨率时，该模型可自动收敛至全原子模

型．先前的工作已经表明基于线性单元的 MMM 方法具有良好的收敛性
[42]

．为进一步验证高阶单元下的

收敛行为，本文采用 4 节点双线性单元开展相关测试．

3.1　收敛性分析：方形晶格情况　

3.1.1　拉伸变形下的收敛性测试　

收敛性测试同样采用尺寸为 48l × 48l 的方形晶格作为基准模型，但不再设置局部原子区域，如图 6

所示．边界条件与前文保持一致：底部原子在 x 和 y 方向完全固定，顶部施加沿 y 轴正方向的位移载荷．

由于局部原子区域与粗化区域界面不再存在，本测试中引入了两种新的能量采样方案，即边界次采样

(Edge Secondary Sampling, ESS)方案，将插值单元的边界原子作为次采样原子 （图 6(b)），和近邻次采样

方案(Neighbor-Assisted Secondary Sampling, NAS)，将代表性原子的近邻原子作为次采样原子 （图 6(c)）．

为了数值评估 MMM 的收敛行为，对施加拉伸载荷下的原子模型采用不同的均匀单元尺寸进行粗化．

表 2 二维三角形晶格拉伸算例中不同能量采样方案的位移场误差和能量场误差

Tab.2 Displacement and energy field errors in the tensile example of 2D triangular lattice using energy sampling approaches

Sampling approach

Full-Sampling Scheme (FS)

Interface Secondary Sampling Scheme 1 (ISS1)

Interface Secondary Sampling Scheme 2 (ISS2)

No Secondary Sampling Scheme (NSS)

Displacement error edisp

1.43%

2.01%

1.85%

3.11%

Energy error eE

1.34%

2.22%

1.88%

4.12%

Interface region 
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图 5 三角形晶格多尺度模型中基于全原子(FA)方案、全采样(FS)方案及

MMM 方法(界面次采样方案 1(ISS1)、界面次采样方案 2(ISS2)及无次

采样方案(NSS))沿竖直中心 y 轴的位移场分布

Fig.5 Displacement field distribution along the vertical central y-axis of the 

coarse-grained triangular lattice model based on the respective full-atom 

(FA) scheme, full-sampling (FS) scheme, and MMM method (Interface 

Secondary Sampling Scheme 1 (ISS1), Interface Secondary Sampling 

Scheme 2 (ISS2), and No Secondary Sampling Scheme (NSS))
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由于在不同单元尺寸下的误差变化幅度较小，本研究未采用对数坐标图展示误差，而是直接在线性

坐标轴下呈现误差的变化．这种做法有助于更直观地展示各采样方案的误差行为，并避免因坐标缩放而

导致的误差幅度失真．图 7 展示了各采样方案在不同单元尺寸下的相对位移误差与相对能量误差．结果

显示，无次采样(NSS)方案计算效率最高，但精度相对较低；全采样(FS)方案精度最高，但计算成本较

高；近邻次采样(NAS)方案在精度和计算效率之间取得平衡；边界次采样(ESS)方案则在显著降低计算成

本的同时，几乎达到全采样方案的精度．这种差异主要源于次采样点的数量和分布：全采样方案使用最

多的次采样点，因此精度最高但计算成本较大，而无次采样方案完全不使用次级采样点，计算效率最高

(a) Full sampling: FS

(c) Two layers of interface as SSAs: ISS2

(b) One layer of interface as SSAs: ISS1

(d) No SSAs: NSS

图 6 方形晶格中采用均匀双线性单元进行粗化和收敛性分析的不同能量采样方案示意图：(a) 完全采样(FS)：所有幽灵

原子(GNs)作为次级采样点(SSAs)；(b) 边界次级采样方案(ESS)：插值单元边界原子作为 SSAs；(c) 近邻次级采样

(NAS)方案：代表性原子(RAs)的近邻原子作为 SSAs；(d) 无次级采样(NSS)方案：无次级采样点

Fig.6 Schematic of different energy sampling schemes for a coarse-grained square lattice using uniform bilinear elements in 

convergence analysis: (a) Full Sampling (FS): all ghost atoms (GNs) are used as secondary sampling atoms (SSAs, green); 

(b) Edge Secondary Sampling Scheme (ESS): interpolating element boundary atoms are used as SSAs; (c) Neighbor-Assisted 

Secondary Sampling Scheme (NAS): neighboring atoms of rep-atoms (RAs) are used as SSAs; (d) No Secondary Sampling 

Scheme (NSS): no SSAs
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图 7 在拉伸条件下方形晶格模型中不同能量采样方案的收敛行为

Fig.7 Convergence behavior under different energy sampling schemes for the square lattice model under stretching conditions
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但精度相对较低．边界次采样方案的采样点数量介于二者之间，因此在精度与计算成本之间实现良好平

衡．具体而言，L2范数下，采用最后四个误差点进行计算，全采样方案和边界次采样方案的收敛阶分别

为 0.861 1(R
2
 = 0.993 3)和 0.757 4(R

2
 = 0.999 3)；H1 范数下，二者的收敛阶分别为 0.216 9(R

2
 = 0.943 0)和

0.170 4(R
2
 = 0.980 7)．由于本研究基于离散的原子模拟，相较于连续介质模型，其解的光滑性较低，因

此未呈现传统有限元方法的理想收敛阶．

3.1.2　弯曲变形下的收敛性测试　

为进一步评估 MMM 方法在复杂变形条件下的收敛性表现，对二维方形晶格梁在弯曲条件下的响应

进行了分析．模型尺寸设置为 192l × 48l，边界条件设定为左端固定，右端施加沿 y 负方向的位移载荷

（见图 8）．采样方案仍为边界次采样方案(ESS)、近邻次采样(NAS)方案和无次采样(NSS)方案．

图 9 展示了不同能量采样方案在弯曲变形条件下的收敛行为．从结果可见，相较于拉伸测试，弯曲

条件下单元尺寸变化对误差的影响相对较小．这可能是因为双线性单元在捕捉弯曲等复杂变形时精度较

低，因此误差对网格分辨率的敏感性较低．尽管误差存在一定波动，但随着单元尺寸的减小，误差整体

呈下降趋势，说明 MMM 方法在弯曲问题中仍具有单调的收敛性．

此外，不同能量采样方案的表现趋势与拉伸测试相似．其中，边界次采样方案的计算结果与全采样

方案最为接近，而近邻次采样方案在精度方面表现略逊于边界次采样方案，而无次采样方案仍然表现出

相对较高的误差水平．

3.2　收敛性分析：三角形晶格情况　

为了进一步验证 MMM 方法对不同晶格结构的适用性，本节将原子构型由方形晶格扩展至三角形晶

格，并在拉伸和弯曲条件下进行收敛性测试．测试方案与边界条件均与方形晶格中的设置保持一致．

图 10 显示了不同采样方案在拉伸与弯曲测试中的相对位移误差和能量误差．从结果来看，各采样方

案的误差趋势与方形晶格中的表现基本一致，边界次采样(ESS)方案的误差最小且收敛速度最快，而无

图 8 方形晶格梁在弯曲条件下采用单元边界次采样方案的示意图

Fig.8 Schematic of a square lattice beam under bending conditions with edge secondary sampling (ESS)
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图 9 方形晶格模型在弯曲条件下不同能量采样方案下的收敛行为

Fig.9 Convergence behavior of different energy sampling schemes for the square lattice model under bending conditions
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次采样(NSS)方案误差相对较高，收敛最慢．近邻次采样(NAS)方案的误差水平介于两者之间．在拉伸测

试中，所有采样方案的误差均随单元尺寸减小而降低，其中边界次采样方案表现出最优的收敛性．能量

误差的变化趋势与位移误差保持一致，进一步验证了 MMM 方法的稳定性．弯曲测试结果表明，整体误

差波动相较于拉伸测试更小，且边界次采样方案仍具有最优精度，但收敛速度相对较慢．该现象与方形

晶格测试中的趋势一致，表明 MMM 方法在不同晶格结构下的误差规律具有较强的一致性，验证了该方

法对不同原子排列结构的普适性．然而，与方形晶格相比，三角形晶格下的离散误差略高，可能与其局

部几何约束及节点分布特点相关．

3.3　误差结构分析　

本小节将进行误差结构分析，系统解释前述测试中边界次采样方案、近邻次采样方案和无次采样方

案的性能．MMM 方法中的整体数值误差主要来源于两部分：(1) 使用形函数进行插值以减少自由度而引

入的离散误差；(2) 利用采样原子的能量对非采样原子的能量进行采样而产生的采样误差．因此在全采

样方案中，仅存在离散误差．不同采样方案总的位移误差可写为

      U
FA

- U
MMM

total error

=    U
FA

- U
FS

discretization error

+      U
FS

- U
MMM

sampling error
(8)

其中，U
FA

为从全原子模拟获得的位移矢量集，U
MMM

为一个 MMM 采样方案的位移矢量集．

然后，利用式(6)和式(7)中定义的误差范数，位移场的离散误差与采样误差分别定义如下
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(d)

图 10 三角形晶格拉伸条件下的(a) 相对位移误差和(b) 相对能量误差与(c) 弯曲条件下的相对位移误差和(d) 相对能量误差

Fig.10 Relative displacement and energy errors under tensile (a~b) and bending (c~d) conditions for the triangular lattice
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能量场的离散误差与采样误差分别定义如下
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根据三角形不等式，整体误差与两类误差之间满足以下关系

edisp ≤ e
disc

disp + e
sam

disp (13)

eE ≤ e
disc

E + e
sam

E (14)

式(13)和式(14)分别给出了位移误差范数和能量误差范数的上界．基于上述定义，接下来对前述收敛性测

试中的误差结构进行详细分析，并在同一图中呈现各采样方案的总误差、离散误差与采样误差．全采样

方案(FS)仅包含离散误差，因此不单独绘制．此外，我们将采用对数坐标以更好地显示离散误差和采样

误差对总体误差的贡献．

3.3.1　拉伸条件下方形晶格的误差结构分析　

图 11 展示了方形晶格拉伸条件下边界次采样方案(ESS)、近邻次采样方案(NAS)和无次采样方案

(NSS)的误差结构．从结果可见，在所有单元尺寸下，边界次采样方案的采样误差始终较小，表明该方

案能够有效地进行能量插值．随着单元尺寸减小，采样误差略有增加，但整体水平仍低于近邻次采样方

案和无次采样方案．近邻次采样方案的误差相较边界次采样方案略大，且当单元尺寸较小时，采样误差

占主导地位，但仍处于一个较小的量级．无次采样方案的误差最高，尤其是采样误差显著增大，但仍处

于较低的水平．此外，当单元尺寸较大时，离散误差在各方案中占主导地位；随单元尺寸减小，近邻次

采样方案和无次采样方案中的采样误差逐步增大，甚至在局部条件下超过离散误差，从而影响整体收

敛性．
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(a) Displacement error structure (ESS)
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(b) Energy error structure (ESS) 
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(c) Displacement error structure (NAS) 

图 11 方形晶格拉伸条件下分别采用边界次采样方案（(a)和(b)）、近邻次采样方案（(c)和(d)）和无次采样方案（(e)和(f)）

的误差结构分析

Fig.11 Error structure analysis of the respective ESS ((a) and (b)), NAS ((c) and (d)), and NSS ((e) and (f)) schemes for the 

square lattice under tensile loading
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3.3.2　弯曲条件下方形晶格的误差结构分析　

在弯曲测试条件下，各采样方案的误差结构如图 12 所示．整体而言，采样误差对总误差的贡献相较

于拉伸测试显著降低，离散误差仍为主导因素．边界次采样方案在所有单元尺寸下均表现出最低误差水

平，表明该方案在弯曲工况下依然适用．近邻次采样方案的误差高于边界次采样方案，但两者的采样误

差在数值上相近．无次采样方案误差最大，且误差水平相较拉伸测试整体偏高．需注意的是，随着单元

尺寸减小，离散误差未呈现明显下降趋势，与拉伸测试的表现存在差异，这可能与双线性单元的数值特

性相关．这也表明了在处理弯曲问题时，单纯依赖网格细化并不足以显著提升计算精度，需要采用更高

阶的单元类型．
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(a) Displacement error structure (ESS)Element size (l)
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(d) Energy error structure (NAS) 
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(b) Energy error structure (ESS) 
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(e) Displacement error structure (NSS) 
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(c) Displacement error structure (NAS) 
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(f) Energy error structure (NSS) 

图 12 方形晶格弯曲条件下分别采用边界次采样方案（(a)和(b)）、近邻次采样方案（(c)和(d)）和无次采样方案（(e)和(f)）

的误差结构分析

Fig.12 Error structure analysis of the respective ESS ((a) and (b)), NAS ((c) and (d)), and NSS ((e) and (f)) schemes for the 

square lattice under bending
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(d) Energy error structure (NAS) 
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(e) Displacement error structure (NSS) 
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(f) Energy error structure (NSS) 

图 11 方形晶格拉伸条件下分别采用边界次采样方案（(a)和(b)）、近邻次采样方案（(c)和(d)）和无次采样方案（(e)和(f)）

的误差结构分析（续）

Fig.11 Error structure analysis of the respective ESS ((a) and (b)), NAS ((c) and (d)), and NSS ((e) and (f)) schemes for the 

square lattice under tensile loading (continued)
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3.3.3　拉伸条件下三角形晶格的误差结构分析　

图 13 展示了三角形晶格拉伸测试中边界次采样方案(ESS)、近邻次采样方案(NAS)和无次采样方案

(NSS)的误差结构．整体趋势与方形晶格类似，表明 MMM 方法在不同晶格结构下的误差分布具有良好

的一致性．值得注意的是，相较于方形晶格，三角形晶格的离散误差略高，这可能与其几何结构和局部

约束条件有关．但整体而言，当单元尺寸不小于 10l 的原子间距时，离散误差均大于采样误差，显示了

采样方案的有效性．

3.3.4　弯曲条件下三角形晶格的误差结构分析　

图 14 展示了三角形晶格在弯曲条件下不同能量采样方案的误差结构．与方形晶格类似，边界次采样

方案表现最佳，其误差水平最低．与拉伸测试相比，近邻次采样方案与边界次采样方案的误差差距较

小，表明近邻次采样在弯曲问题中的有效性有所提升．值得注意的是，对于不同的采样方案，在所采用
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(a) Displacement error structure (ESS)
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(c) Displacement error structure (NAS) 
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(e) Displacement error structure (NSS) 

Element size (l)

N
or

m
al

iz
ed

 d
is

pl
ac

em
en

t e
rr

or

Element size (l)

N
or

m
al

iz
ed

 d
is

pl
ac

em
en

t e
rr

or

Element size (l)

N
or

m
al

iz
ed

 d
is

pl
ac

em
en

t e
rr

or

Element size (l)

N
or

m
al

iz
ed

 d
is

pl
ac

em
en

t e
rr

or

Element size (l)

N
or

m
al

iz
ed

 d
is

pl
ac

em
en

t e
rr

or

Element size (l)

N
or

m
al

iz
ed

 d
is

pl
ac

em
en

t e
rr

or

(b) Energy error structure (ESS) 
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(d) Energy error structure (NAS) 
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(f) Energy error structure (NSS) 

图 13 三角形晶格拉伸条件下分别边界次采样方案（ESS, (a)和(b)）、近邻次采样方案（NAS, (c)和(d)）和无次采样方案

（NSS, (e)和(f)）的误差结构分析

Fig.13 Error structure analysis of the respective ESS ((a) and (b)), NAS ((c) and (d)), and NSS ((e) and (f)) schemes for the 

triangular lattice under stretching condition
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的所有单元尺寸下，离散误差均显著大于采样误差，表明了所提出的采样方案的有效性．

4　结论 

并发多尺度计算方法的界面一致性与误差分析是耦合方法发展的关键．本文以多分辨率分子力学

(MMM)方法为例，通过构建原子/粗化区域共存的方形和三角形晶格模型，系统评估了全采样(FS)、界

面次采样(ISS1/ISS2)及无次采样(NSS)方案的影响．结果表明：ISS 类方案显著提升界面一致性，其中

ISS2 （包含所有近邻层） 性能最优．在拉伸/弯曲工况的误差收敛分析中，离散误差占主导地位，而次采

样点增加可使采样误差显著降低 （拉伸工况尤为明显）．两种晶格的误差趋势一致，但三角形晶格因几
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(a) Displacement error structure (ESS)
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(c) Displacement error structure (NAS) 
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(e) Displacement error structure (NSS) 
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(b) Energy error structure (ESS) 
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(d) Energy error structure (NAS) 
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(f) Energy error structure (NSS) 

图 14 三角形晶格弯曲条件下分别采用边界次采样方案（ESS, (a)和(b)）、近邻次采样方案（NAS, (c)和(d)）和无次采样方

案（NSS, (e)和(f)）的误差结构分析

Fig.14 Error structure analysis of the respective ESS ((a) and (b)), NAS ((c) and (d)), and NSS ((e) and (f)) schemes or the 

triangular lattice under bending
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何约束导致的离散误差略高，揭示了节点分布对误差积累的影响．尽管双线性单元在复杂变形中仍存在

局限，MMM 方法在界面一致性和收敛性方面具有显著优势，该优势为其多尺度建模应用奠定了理论

基础．
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