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基于 IHBM 的简支梁桥非线性隔振研究
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摘要：本文针对位移激励作用下简支梁桥结构的非线性隔振问题展开研究，采用增量谐波平衡法(Incremental 

Harmonic Balance Method, IHBM)求解简支梁桥非线性振动响应的近似解．以三弹簧体系构成的准零刚度

(Quasi-Zero Stiffness, QZS)隔振器与简支梁桥耦合系统为研究对象，基于经典欧拉-伯努利梁理论，建立了位移

激励下的运动控制方程，并通过 IHBM 进行了系统性求解，完整推导了其解析过程．研究采用广义坐标形式，

将最终求解结果转化为线性矩阵方程，实现了计算过程的程序化与标准化．为验证 IHBM 近似解析结果的可靠

性，研究将 IHBM 计算结果与四阶龙格-库塔算法(ODE45)的数值解进行了对比分析，结果表明 IHBM 方法在计

算稳定性和结果完整性方面均表现出显著优势．同时，本研究通过参数化分析探讨了隔振器关键参数对系统振

幅的影响规律，进一步证实了 IHBM 在非线性隔振研究中的有效性和工程实用性．本文成果为简支梁结构的非

线性隔振分析提供了新的理论依据和方法参考，对工程实践具有重要的指导意义．
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Abstract: This paper investigates the nonlinear vibration isolation problem of simply supported beam bridge structures under 

displacement excitation, employing the Incremental Harmonic Balance Method (IHBM) to derive an approximate analytical solution 

for the nonlinear vibration response of the beam. The research focuses on a coupled system consisting of a quasi-zero stiffness (QZS) 

isolator, constructed using a three-spring system, and a simply supported beam bridge. Based on the classical Euler-Bernoulli beam 

theory, the governing equations of motion under displacement excitation are established and systematically solved using the IHBM, 

with the entire analytical process thoroughly derived. The study transforms the final solution into a linear matrix equation using 

generalized coordinates, achieving a procedural and standardized computational process. To validate the reliability of the IHBM 

approximate analytical results, the study compares the IHBM computational results with numerical solutions obtained using the 

fourth-order Runge-Kutta method (ODE45). The results demonstrate that the IHBM method exhibits significant advantages in 

computational stability and result completeness. Additionally, through parametric analysis, the study explores the influence of key 

isolator parameters on system amplitude, further confirming the effectiveness and engineering practicality of the IHBM in nonlinear 
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vibration isolation research. The research outcomes provide new theoretical foundations and methodological references for the 

nonlinear vibration isolation analysis of simply supported beam structures, offering important guidance for engineering practice.

Key words: IHBM; quasi-zero stiffness (QZS) isolator; Euler-Bernoulli beam bridge; nonlinear vibration

振动是影响设备与结构可靠性、安全性和稳定性的关键因素之一
[1-2]

，在工程中需有效控制．主动振

动控制虽可精确调节，但在大多数工程应用中，被动隔振因机构简单、稳定性高与功耗低等优点，从而

比主动控制更优先被采用．正因如此，隔振器作为被动隔振的核心部件，也被广泛应用于实际工程中，

以提高设备与结构的可靠性、安全性与稳定性
[3]

．

桥梁是地面交通网络中的重要环节，但大多数桥梁的基本振动频率较低，因此桥梁在地震及其他外

部激励作用下极易遭受破坏．因此，作为安装在桥梁上的隔振器，则需兼顾承载力和固有频率．对于传

统的被动线性隔振器，通过减小刚度来降低固有频率，但这会增加静态挠度．因此，本文采用高静态刚

度的 QZS (Quasi-Zero Stiffness)隔振器，来减小简支梁桥的结构振动．

已 有 大 量 学 者 在 QZS 隔 振 器 上 做 了 相 关 研 究 ， 如 Wang 等
[4]

利 用 谐 波 平 衡 法 (Harmonic Balance 

Method, HBM)研究了简单线性时滞主动控制策略的 QZS 隔振器在不同质量与激励力作用下主共振曲线的

变化；Carrella 等
[5]

采用改进的 IHBM (Incremental Harmonic Balance Method)，研究了三弹簧构成的 QZS

体系在不同阻尼比下的频率响应；Cheng 等
[6]

基于 IHBM，研究了 QZS 振动系统由过载引起的偏移位移对

主共振和位移传递率的影响．相比于 HBM，IHBM 在处理强非线性、路径依赖和复杂非线性系统时，具

有更好的收敛性、精度和稳定性，适合分析分岔和突变等复杂工况．因此，对基于 IHBM 的非线性隔振

结构开展深入研究是需要且必要的．

本研究采用 IHBM 与伪弧长算法相结合的方法，系统探究了 IHBM 在 QZS 隔振器与简支梁桥耦合系

统隔振性能分析中的应用．在确保高计算精度的基础上，实现了解析过程的高度程序化．对比分析了不

同隔振器参数条件下，梁结构的幅频响应特性及绝对位移传递率的 IHBM 近似解与 ODE45 数值解．

1　理论推导 

1.1　物理模型简介　

1.1.1　QZS 模型

根据参考文献[7]，QZS 系统包括一个具有线性刚度的垂直弹簧 kv、在 P 点与两个刚度相同的线性弹

簧连接 k0 和初始长度斜装．当系统 kv 和 k0 匹配时，竖向弹簧的正刚度和斜弹簧形成的负刚度将相互抵

消，在平衡位置实现准零刚度．具体示意图如图 1 和图 2．

图 1 准零刚度特性隔振器计算模型示意图

Fig.1 Schematic diagram of the calculation model for a 

quasi-zero stiffness vibration isolator

图 2 准零刚度隔振器力学模型示意图

Fig.2 Schematic diagram of the mechanical model for a 

quasi-zero stiffness vibration isolator
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1.1.2　Euler-Bernoulli 梁

本研究以车流量较低的小跨度梁桥

为研究对象，故采用 Euler-Bernoulli 梁

模型进行分析．鉴于此类低频梁桥的研

究通常聚焦于一阶模态
[7-8]

，而一阶模态

在中点位置产生的振幅最为显著，因此

将隔振器设置于梁底相应位置．其所构

成的整体结构如图 3 所示．

1.2　数学模型推导　

各向同性和均匀的弹性梁桥在承受时变荷载下的横向运动由著名的欧拉-伯努利方程描述 （本文仅对

管道的横向振动进行研究），由下式给出

ρS
∂2

W ( )X, T

∂T
2

+ Cb

∂W ( )X, T
∂T

+ EI
∂4

W ( )X, T

∂X
4

= F ( X, T ) (1)

其中，W ( X, T )为梁的横向挠度，ρ、E 分别为梁的密度和梁的杨氏模量；S 和 I 为梁横截面面积和截面惯

性矩，Cb 为梁的外部粘性阻尼系数．F ( X, T ) 则表示所有外部荷载，本模型由欧拉梁底部的 QZS 隔振器

引起的外力 FQZS ( X, T ) 表示．由于考虑外激励为位移激励形式 Z0 cos (ΩT )，则外部力的具体近似表达式

如下
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将式(2)代入式(1)可得如下表达式
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通过以下无量纲参数
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(4) 

将振动方程式(4)化为如下形式

wtt + cbwt +
1

π
4

wxxxx + L[ c ( wt + z0ω sin (ωt ) ) + γQZS k ( w - z0 cos (ωt ) )
3
] δ ( x - x0 ) = 0 (5)

其中，wt 为 w 对 t 的一阶偏导，wtt 为 w 对 t 的二阶偏导，wxxxx 为 w 对 x 的四阶偏导．

1.3　IHBM 动力学求解　

1.3.1　Galerkin 降阶模型

根据 Galerkin 法，梁的横向位移可以表示成如下形式

图 3 中点布置准零刚度隔振器的简支梁桥力学模型

Fig.3 Schematic diagram of the mechanical model for a simply supported 

beam bridge with a mid-point quasi-zero stiffness vibration isolator
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w ( x, t ) = ∑
j = 1

n

ϕ j( x ) qj( )t (6)

其中，qj(t )为梁横向运动的广义坐标，n 为 Galerkin 离散阶数，ϕ j( x )为满足梁边界条件的比较函数 （也

称试函数）．本文采用的 Euler-Bernoulli 梁，满足如下边界条件

w ( x, t ) | x = 0, x = 1 = 0   and   wxx( x, t ) | x = 0, x = 1 = 0 (7)

因此比较函数可以假设为

ϕ j( x ) = sin jπx (8)

ϕ i( x )取上述比较函数作为加权函数，将式(6)和式(8)代入到式(5)，且各项乘ϕ i( x )，然后在区间[0, L]

（无量纲化后为[0, 1]） 上积分，并引入新变量 τ = ωt，可得

∑
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2
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1
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3

sin iπx0 = 0 (9)

这里 i, j 相互独立，取值为 1, 2, ⋯, n．公式(9)中的“.”表示对无量纲时间 τ的导数．

1.3.2　基于增量谐波平衡法的周期响应迭代格式

(1) IHBM 第一步——Newton-Raphson 增量过程　

令 q0 和ω0 表示系统在振动过程中的某一状态，则其相邻的状态可以用增量的形式表示

qi = qi0 + Δqi, ω = ω0 + Δω (10)

(2) IHBM 第二步——谐波平衡过程　

由于外激励为周期激励，则相应地周期响应 q, q0 和增量 Δq 可展开为傅里叶级数形式
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(11)

式中，Ns 表示谐波展开阶数．

将式(10)和式(11)代入式(9)中，并忽略掉 Δq 的高阶项，通过 Galerkin 法的加权积分过程，便可得到

以 ΔA 和 Δω为未知量的线性代数方程
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将式(12)左乘 C
T

s 并在[0, 2π ]对 τ积分，可得如下线性代数方程

KAΔA = R - RΩΔω - RZ (13)

其中，各系数矩阵如下所示
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(3) IHBM 第三步——迭代过程　

要使得式(13)能唯一求解，应选取 Δω为主动增量，并给定初值 A0、ω0 和 z0，基于式(13)的格式反复

迭代直至误差向量 R 小于预先规定的误差限，便可得到系统的周期响应．采用新的周期响应作为初值，

并重复上述步骤，便可绘制出系统的主共振曲线．但由于非线性项的存在，往往会遗漏一些解．因此，

引入参变量弧长 s，假设系统响应的谐波系数矩阵 A 和外激励频率ω均是关于弧长 s 的函数，然后以弧长

增量 Δs 作为主动增量，便可绘制出连续光滑的频响曲线，这一计算过程便被称之为伪弧长延拓算法．引

入如下状态向量

Y = {éëêêêê ù
û
úúúúA

ω
,    ΔY = {éëêêêê ù

û
úúúúΔA

Δω
(15)

需要强调的是，在这个阶段，谐波系数矩阵 A，外激励频率ω已是关于弧长 s 的函数．

使用该算法时，必须首先已知两个状态向量 Yk - 1 和 Yk - 2，它们由式(13)在非多值区域迭代给出，然

后下一个状态向量可被预测为

Yp = Yk - 1 +
Yk - 1 - Yk - 2

 Yk - 1 - Yk - 2

Δs (16)

其中，Δs 为弧长增量，需人为给定； ⋅ 是指向量的欧氏范数．为了纠正预测的状态向量，一条垂线从

Yp 引出，然后两点伪弧长算法便能用下列公式描述

(Yk - Yp )
Yk - 1 - Yk - 2

 Yk - 1 - Yk - 2

= (Yk - Yk - 1 )
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 Yk - 1 - Yk - 2

- Δs = 0 (17)

其中，Yk 为临近 Yk - 1 的待求状态向量．式(17)的 Newton-Raphson 迭代公式为
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由于引入参变量 s 后，Δω不再人为给定，变为待求量，联立式(13)、式(15)和式(18)便得到以 Δs 为

主动增量的迭代方程
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 Yk - 1 - Yk - 2

(19)

基于式(19)，以 Δs 为主动增量绘制系统主共振曲线的流程可参照 Δω．

2　结果对比讨论 

本文中将伽辽金离散阶数 n 的最大值设置为 4，谐波展开阶数 Ns 最大值设置为 5．在伽辽金离散过程

中，比较函数 ϕ j( x )与加权函数 ϕ i( x )若是均取为正弦的形式，会导致结果中只存在奇数阶的值，偶数阶

的值均为零．若是两者均采用余弦的形式，则会得到与正弦互补的结果 （这个问题是在本模型的研究过
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程中偶然发现的，在查阅了大量文献之后发现，目前未有学者针对这个问题做相应研究，并且这种现象

的限制条件太多，而且可能还有未发现的条件，所以此结果仅在本文中适用）．通过以上两种方式，分

别采用 IHBM 与 ODE45 两种方法，得到了 A1 （一阶模态振幅） ~A4 （四阶模态振幅） 的幅频响应曲线，

其中 ODE45 算法中初值设置为 q1 = 0.01, q̇1 = 0, qn = 0, q̇n = 0 (n = 2, 3, 4)．表 1 给出了欧拉梁与 QZS 隔振

器的物理与几何参数
[8]

，且在后面的研究中若无特殊说明，均采用此表中数据．

2.1　振动模型验证　

图 4~图 7 为使用 IHBM 与 ODE45 获得的欧拉梁横向振动的一阶至四阶模态幅频响应对比图．

可以确定 IHBM 的近似计算结果与 ODE45 的计算结果一致．进一步，设置谐波展开阶数 Ns 的值分

别为 3、4 和 5，获得了一阶与二阶振幅在不同谐波展开精度下的对比图，如图 8 所示．

由图 8 可以看到计算结果在展开到 3 阶时就已经收敛且具有较高精度．综合考虑计算精度与计算效

率，后续计算参数的对比采用三阶展开精度的计算结果．

2.2　参数分析　

采用 IHBM 计算了不同 γQZS 情况下 A1 值的变化情况 （根据参考文献中的数据取 γQZS = 4.0, a = 0.50；

γQZS = 7.9, a = 0.30；γQZS = 26.1, a = 0.15；γQZS = 55.6, a = 0.10），并将结果与四阶龙格库塔方法计算的

结果进行对比，结果如图 9~图 12 所示．

表 1 梁桥及 QZS 隔振器的物理几何参数

Tab.1 Physical and geometric parameters of the beam bridge and QZS vibration isolator

Item

Young's modulus of the beam

Density of the beam

Length of the beam

Width of the beam

Height of the beam

External damping of the beam

Viscosity damping of the spring

Initial length of the horizontal spring

Horizontal length of the horizontal spring

Horizontal spring linear stiffness

Vertical spring stiffness

The position of the QZS vibration isolator

Initial excitation displacement

Notation

E

ρ

L

b

hb

Cb

C

L0

a0

k0

kv

X0

Z0

Value

5.5 GPa

800 kg/m
3

1.5 m

0.045 m

0.012 m

10 N·s/m
2

0.5 N·s/m

0.1 m

0.067 m

5 000 N/m

5 000 N/m

0.5L

0.05L0
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图 4 一阶稳态振幅对比

Fig.4 Comparison of first-order steady-state amplitudes
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图 5 二阶稳态振幅对比

Fig.5 Comparison of second-order steady-state amplitudes
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可以看到，随着 γQZS 的增大，一阶主共振稳态振幅的最大值也相应增大．在 γQZS 小于 7.9 时，两种算

法差异值很小，仅在低频状态下 （即频率比ω在 0.3 附近时候） ODE45 算法引起的振幅波动较 IHBM 算

法明显，这部分可能是初始参数的设置造成的影响，可以忽略．

绝对运动传递率是指在一个系统中，输出运动的幅值与输入运动的幅值之比，通常用于描述以及评

估振动或动态系统中运动传递的效率，低传递率意味着系统能有效隔离振动，提升舒适性或稳定性．在

幅频响应的基础上，图 3~图 9 与图 3~图 10 分别对不同 γQZS 时一阶绝对运动传递率进行了对比分析．其

中，第 n 阶模态的 QZS 隔振器的绝对运动传递率定义为

Tan =
|| wn max

|| z
max

=
|| qn max

sin (nπx )

z0

=
An sin (nπx )

z0

(20)
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Fig.6 Comparison of third-order steady-state amplitudes
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Fig.7 Comparison of fourth-order steady-state amplitudes

图 8 不同展开精度下一阶、二阶稳态振幅对比

Fig.8 Comparison of first-order and second-order steady-state amplitudes under different expansion accuracies

图 9 γQZS = 4.0 时一阶稳态振幅对比

Fig.9 Comparison of first-order steady-state 

amplitudes at γQZS = 4.0

图 10 γQZS = 7.9 时一阶稳态振幅对比

Fig.10 Comparison of first-order steady-state 

amplitudes at γQZS = 7.9
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对比分析图如图 13 和图 14 所示．

通过两种算法可以看到，IHBM 的图像整体比较光滑，而 ODE45 的图像则出现了不同程度的波动．

在忽略初值引起的波动后，两者算法的结果比较接近．为了防止结果的偶然性，在以上结果的基础上，

针对不同 k 获得的一阶绝对运动传递率进行对比，结果如图 15 和图 16 所示．
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图 15 IHBM 计算下不同 k 时绝对运动传递率

Fig.15 Absolute motion transmissibility under IHBM 

calculation for different k
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图 16 ODE45 计算下不同 k 时绝对运动传递率

Fig.16 Absolute motion transmissibility under ODE45 

calculation for different k

通过以上对比图发现，一阶模态的绝对运动传递率随着 k 的增大整体亦呈现增大趋势，这种增大程

度在低频区间表现较为明显，在高频段则差异较小．并且在 ODE45 算法中，初值设置引起的频率比ω在

0.3 附近的波动依然存在，这也进一步印证了以上结论的正确性．
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图 11 γQZS = 26.1 时一阶稳态振幅对比

Fig.11 Comparison of first-order steady-state amplitudes 

at γQZS = 26.1
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Fig.12 Comparison of first-order steady-state amplitudes 

at γQZS = 55.6
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图 13 IHBM 计算不同 γQZS 绝对运动传递率

Fig.13 IHBM calculates the absolute motion transmissibility 

at different γQZS
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3　结论 

本文首先根据经典欧拉-伯努利方程建立了位移激励作用下，准零刚度隔振器与简支梁桥相结合的非

线性隔振模型；其次利用 IHBM 推导出该模型的近似解；最后将 IHBM 的近似解与 ODE45 的数值解进行

比较，验证了本文解的有效性，并探究了准零刚度隔振器几何比例系数，竖向弹簧刚度等参数影响下稳

态振幅与绝对运动传递率的变化情况，结论如下

(1) 在低频区域，随着 γQZS 的增大，稳态振幅不断增大，增大的趋势越明显，频率比越高、越不

明显；

(2) 随着 γQZS 或者 k 的增大，绝对运动传递率均呈现增大趋势，且在频率比 9 附近出现了较为明显的

跳跃 （异常转折仅在本文的运动模型中存在，排除了初值设置以及参数设置问题后，具体原因有待进一

步分析）；

(3) 在较高频率比状态下，ODE45 算法的结果容易出现波动断裂等不稳定现象，而 IHBM 的曲线则

相对光滑稳定．
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