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一种新型三角形单元及其在薄膜振动中的应用

鲍四元， 任一璇， 沈峰

（苏州科技大学 土木工程学院，江苏 苏州 215011）

摘要：薄膜的自由振动分析在工程结构中具有重要意义，尤其在薄膜结构的设计与优化过程中．本文提出一种

新型三角形单元，旨在提高薄膜自由振动分析中的计算精度．传统的三节点三角形单元在处理薄膜振动时，通

常依赖于多项式形函数，但这种方法在复杂的振动模式和高阶频率计算中存在精度不够理想的问题．为了解决

这一问题，本文构建了一种形函数包含三角函数的 10 节点三角形单元，所提三角形单元由三个角点、三条边的

两个三等分点及重心点组成，其形函数通过面积坐标表示．推导所提单元的刚度矩阵和质量矩阵，计算薄膜自

由振动的频率和模态，从而研究其动力学特性．为了评估该单元的效果，本文选取矩形薄膜和三角形薄膜自由

振动作为典型算例．算例中给出本文结果、Ansys 三节点单元的计算结果及理论解．结果之间的对比表明，10

节点三角形单元在结构划分为较少计算单元的情况下，能够逼近理论解，且本文 10 节点单元与标准 10 节点单元

的精度相当．从而说明所提有限单元在分析膜自由振动问题时具有高精度，具有进一步研究和推广的潜力．
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A New Triangular Element and Its Application 
in Vibration Analysis of Membranes

BAO Siyuan, REN Yixuan, SHEN Feng

(School of Civil Engineering, Suzhou University of Science and Technology, Suzhou 215011, Jiangsu, China)

Abstract: The free vibration analysis of membranes is of significant importance in engineering structures, especially in the design 

and optimization of membrane structures. This paper presents a new type of triangular element, aiming to improve the 

computational accuracy in free vibration analysis of membranes. Traditional 3-node triangular elements in membrane vibration 

analysis typically rely on polynomial shape functions, but this method often suffers from insufficient accuracy in complex vibration 

modes and high-order frequencies. To address this issue, this paper constructs a 10-node triangular element with the shape function 

incorporating trigonometric functions. The proposed 10-node triangular element consists of three corner nodes, two points of 

trisection for every edge, and the centroid node with its shape functions derived using the area coordinate method. The stiffness 

matrix and mass matrix are derived, and the frequencies and modes for free vibration of the membrane are computed, thereby the 

dynamic characteristics can be studied. To evaluate the effectiveness of this element, several typical examples are chosen, including 

the free vibration analysis of rectangular membrane and triangular membrane. By comparing with theoretical solutions and the 3-

node element calculations in Ansys, the obtained results show that the 10-node triangular element can approximate the theoretical 

solutions with few computational elements. And the precision of the presented 10-node element is similar with that of the standard 

10-node triangular element. The high precision of the proposed element is demonstrated in analysis of free vibration of membrane, 
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which has the potential of further research and promotion.
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薄膜的自由振动作为材料科学和工程领域中的一个重要研究课题，不仅具有显著的理论价值，而且

在许多工程应用中展现了广泛的潜力，如通过施加预应力实现薄膜结构复杂多变的造型．薄膜结构的力

学行为具有典型的强非线性特征，且因其轻量化的特性，在风荷载作用下容易产生风振，成为破坏的主

要原因．因此，深入理解薄膜的振动行为对于保障结构安全至关重要．

学者们使用不同方法研究了薄膜振动特性，骆江南
[1]

基于无网格法对薄膜振动特性进行研究．在薄膜

振动方面，赵凤群等
[2]

研究了四边简支矩形运动薄膜在两对边均有均匀分布张力作用时的非线性振动特

性；周纪晨等
[3]

将一维弦振动问题推广到二维，得到四周固定的均匀矩形薄膜在受迫振动下的解析解．郑

志刚
[4]

对矩形薄膜的振动问题进行了研究，并以四周固支的矩形薄膜为研究对象，研究薄膜结构自由振动

动力学中的非线性特性．Kang 等
[5-6]

对非对称梯形和带弯曲界面的复合矩形薄膜进行了自由振动分析．

有限元方法作为一种数值方法，在理论和工程应用中都获得了广泛而深远的应用．岑松等
[7]

介绍了

形状自由的高性能有限元方法的研究进展，指出高性能有限元方法在已有的杂交应力元法和非对称有限

元法基础上，综合利用了解析试函数法、新型自然坐标方法、广义协调方法等先进技术，并取得了重要

进展．傅向荣等
[8]

提出以单元模型的平衡性与协调性进行分类，并对弹性力学平面问题中的经典单元进

行了分析归类，总结出了协调元、非协调元和超协调元的协调性方法，以及基于解析试函数法的平衡型

方法．袁驷等
[9]

提出二维自由振动问题的自适应有限元方法，通过引入 EEP 超收敛计算和自适应求解技

术，可得到满足精度要求的自振频率和满足用户给定误差限的振型．

本研究旨在探讨三角形薄膜的自由振动，重点研究应用有限元方法时如何提高固有频率的计算精度问

题．目前，平面薄膜自由振动问题存在理论解析解大多限于矩形、三角形、圆形
[10-11]

等规则几何形状的情

况．对于更复杂形状的薄膜，数值分析成为不可或缺的手段．Houmat
[12-13]

基于三角函数的 p 型有限单元法

分析了薄膜结构的自振特性．Buchanan 等
[14-15]

则采用极坐标单元研究了圆形和椭圆形膜的自由振动特性．

Fantuzzi 等
[16]

研究了不同形状和密度的薄膜结构的自振特性．Liu 等
[17-18]

结合了 2D 无限元法与有限元法，

分析了多孔薄膜结构，并进一步将这两种方法结合应用于薄膜结构的自振特性分析．Wu 等
[19]

提出了一种

基于高阶质量矩阵的无网格方案，并将其应用于杆结构和薄膜结构的振动分析．Ren 等
[20]

则为薄板和薄膜

结构开发了一种基于绝对节点坐标法的自适应三角形单元．由于 Ansys 软件的限制，目前其用于计算薄膜

自振特性的单元仅限于三节点的三角形单元或四节点的矩形单元，导致计算精度有待提高．因此，开发新

的单元类型以提高有限元计算的精度成为必要．林文静等
[21]

的研究表明，六节点三角形单元在自由振动频

率的计算上与理论解更为接近，其结果与 Ansys 采用的三节点单元相比有显著提升．因此，通过构建新型

单元来提高薄膜自由振动频率的计算精度，使其更加接近理论解，具有重要的研究意义．

在矩形膜自由振动问题中，解析解往往出现正弦或者余弦的形式．这是因为薄膜在振动时满足波动

方程，波动方程的特征解中包括三角函数．传统的有限元方法中通常采用多项式作为位移插值函数，但

是低次多项式描述复杂振型的能力有限．基于以上思路本文提出了一种形函数包含三角函数的 10 节点三

角形单元．由于该单元形函数包含三角函数，可以更好地捕捉复杂结构的振动模式，因此能够显著提高

计算精度．在算例部分研究矩形薄膜和等腰直角三角形薄膜，并将本文方法的计算结果与理论解进行比

较，以验证所提方法的正确性和精度．

1　一个 10 节点三角形单元 

研究薄膜的振动特性时，常采用平面 3 节点三角形单元和 6 节点三角形单元．前者是由 3 个角点确定
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的平面三角形，如图 1(a)所示，其位移模式一般采用一次完全多项式．后者单元在前者的基础上增加了

三个边的中点，如图 1(b)所示，其位移模式可采用完整的二次多项式．

为了提高计算精度，本文构造一种 10 节点三角形单元，其节点包括三个角点、三条边的两个三等分

点，以及重心处的节点．采用面积坐标进行计算，各节点的直角坐标为 ( xi, yi ) ( i = 1, 2, 3, ⋯, 10 )，节点

的面积坐标如图 2 所示．

由于单元内一点的面积坐标之和为 1，将面积坐标定义为 ξ, η和 1 - ξ - η．其中面积坐标与直角坐标

的关系为

x = ξx1 + ηx2 + (1 - ξ - η ) x3 (1)

y = ξy1 + ηy2 + (1 - ξ - η ) y3 (2)

三角形区域内一点的面积坐标可以通过线性插值的方式由其直角坐标(x,y)表示，具体公式如下

ξ i =
1

2Ae

(ai + bi x + ci y ) (3)

其中，i = 1, 2, 3，Ae 为单元的面积．ai、bi、ci 是与坐标相关的系数，定义如下

a1 =
|

|

|
||
||

|

|
||
| x2 y2

x3 y3

,    b1 = - 
|

|

|
||
||

|

|
||
| 1 y2
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,    c1 =
|

|

|
||
||

|

|
||
| 1 y2

1 y3

(4)

10 节点三角形单元的位移场模式基于帕斯卡三角形并添加正弦和余弦项表示如下

v (ξ, η ) = ā1 + ā2η + ā3ξ + ā4η
2

+ ā5ξ
2

+ ā6ηξ + ā7ηξ
2

+ ā8η
2
ξ + ā9 sin ξ + ā10 cos η (5)

其中，v 为竖直方向上的位移，ā1, ā2, ⋯, ā10 是待定参数．与式(5)对应，推导可得 10 节点三角形单元中

位移场基于形函数的插值表达式为

v = Nwe (6)

y

xo

2

3

1

(a)

y

xo

3

5

2
41

6

(b)

图 1 常见平面三角形单元

Fig.1 Common planar triangular elements

 

 图 2 10 节点三角形单元

Fig.2 A 10-node triangular element
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其中，we 为竖直方向的位移列阵；N 为形函数矩阵，由形函数 N1 到 N10 组成．根据有限元方法，将每个

单元中节点的面积坐标代入式(5)，得到十个节点位移条件，解出系数后，整理可得到 Ni (i = 1, 2, …, 10)

的表达式如下

N1 = - 
1

16
c

3

1c3 [ 6ξc8 (c5 + 6c
2

9ξ - 2 ) + 2sinξ ] (7)

N2 =
c

4

1 (cos η + 18η
2
c5c

2

9 + 12ηc
4

9 - 1)
16c5 + 8

(8)

N4 =
9
2
ηξ (3ξ - 1) (9)

N5 =
9
2
ηξ (3η - 1) (10)

N6 = - 
3

16c5 + 8
{ 8η (c5 + 2 ) - 4ηξ (c5 + 3) + 6η

2
c

4

1 [ 2c5 + 3ξ (c5 - c10 ) + c10 ] + c
4

1 (cos η - 1) } (11)

N7 =
3c

4

1

16c5 + 8
{ cos η - 1 + 6η

2
c

2

9 [ 6ξ (c5 - c10 ) + c5 + 2c10 ] + 4ηc
2

9 (8c5 + 7 ) + 12ηc
2

9 (3ξ
2

- 5ξ ) (2c5 + 1) }   (12)

N8 =
1

16
c

3

1c3 [ 72ηξ (3η + 6ξ - 5)c7c
3

9 + 9ξ
2
(2c12 - 3c2 ) + 3ξ (9c2 - 4c12 ) - 6sinξ ] (13)

N9 =
3
8

c
3

1c11 [ ξc8 (c10 - 4 ) + 6ξ
2
c

3

8 - 6η (3ξ
2

- ξ )c8c
2

9 (2c4 - 1) + sin ξ ] (14)

N10 = - 27ξη (η + ξ - 1) (15)

而 N3 由式 N3 = 1 - N1 - N2 - ∑
i = 4, 5, ⋯, 10

Ni 得到．上述形函数表达式中 c1、c2…c12 表示常数，具体值

如下

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

c1 = csc
1
6

,    c2 = sin
2
3

,    c3 = sec
1
2

,    c4 = cos
1
3

,    c5 = cos
1
3

,    c6 = sec
1
6

c7 = cos
1
2

,    c8 = sin
1
3

,    c9 = sin
1
6

,    c10 = cos
2
3

,    c11 = sec
1
2

,    c12 = sin 1
(16)

通过验证，形函数在其对应节点处的值为 1，而在其他节点处的值为 0．实际运算中，上述形函数一

般采用小数形式，其形式能够显得简洁．

位移模式(6)分别对 ξ, η求导，得

∂v
∂ξ = Bξwe (17)

∂v
∂η = Bηwe (18)

其中，Bξ =
∂N
∂ξ ，Bη =

∂N
∂η．形函数对局部坐标的导数转换成对全局坐标的导数，其关系如下

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Rx =
∂N
∂x

= J
- 1 ∂N

∂ξ
Ry =

∂N
∂y

= J
- 1 ∂N

∂η
(19)

其中，Rx, Ry 分别对应形函数在 x，y 方向上的导数，J 为雅可比矩阵．

薄膜自由振动过程中，薄膜的势能为

U =
1
2

T
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú( )∂v
∂x

2

+ ( )∂v
∂y

2

dxdy (20)

其中，T 为膜单位长度上的张力．而薄膜的动能为

Tk =
ρ
2 ∬

A( )∂v
∂t

2

dxdy (21)
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其中，ρ为单位面积上的质量．

由式(7)和式(20)，可得 10 节点单元体的势能为

Up

e
=

1
2

T ∬
A
 (w

T

e R
T

x Rxwe + w
T

e R
T

y Rywe )dxdy =
1
2

w
T

e Kewe (22)

其中，Ke 称为单元刚度矩阵，形式如下

Ke = T ∬
A
 ( )R

T

x Rx + R
T

y Ry dxdy (23)

由式(7)和式(21)求出节点单元的动能，并推导出单元质量矩阵 Me 的表达式为

Me = ρ∬
A
 N

T
Ndxdy (24)

2　固有频率及模态 

薄膜自由振动的方程可以表示为

Mẅ + Kw = 0 (25)

其中，K, M 分别为薄膜的总体刚度矩阵和总体质量矩阵，w 为薄膜总位移列阵．假设解的形式为简谐振

动：w ( t ) = φe
iωt

，其中φ是振型 （模态向量），ω是固有频率．式(25)可转化为

Kφ = ω
2
Mφ (26)

这是一个矩阵广义特征值问题，其中解得的特征值为对应于结构固有频率的平方，而求得的特征向量代

入式(7)可得结构振型函数．

3　算例 

算例 1：计算图 3 所示的周边固定矩形薄膜的固有频

率，其长度为 A = 2.0 m，宽度为 B = 1.0 m，单位长度上

的 张 力 T = 13 800 N/m， 单 位 面 积 质 量 ρ = 7.805 kg/m
2
．

使用 Ansys 有限元软件计算薄膜自由振动的频率时，膜厚

取 0.001 m，材料弹性模量是 E = 7.0 × 10
9
 N/m

2
，泊松比

为 0.4．

四边固定的矩形薄膜自由振动问题具有理论解
[21]

，

其固有频率ωmn 表达式为

ωmn =
T
ρ

⋅ ( )mπ
A

2

+ ( )nπ
B

2

(27)

固有频率对应的模态函数 Wmn 如下

Wmn = Amn sin ( )mπx
A

sin ( )nπy
B

(28)

其中，Amn为振幅，m, n 为正整数．

为了验证包含三角函数的 10 节点三角形单元在位移模式中的精度．首先采用粗网格进行计算．初步

使用 26 个单元，如图 4(a)所示，计算周边固定的矩形薄膜自由振动的固有频率，并将结果与 Ansys 模拟

结果以及矩形薄膜自由振动的理论解进行对比．然后细分网格，如图 4(b)所示，研究随着网格逐渐变得

精细，矩形薄膜自由振动频率计算值的收敛趋势，以进一步评估该单元的计算精度．

 

 A

B

图 3 周边固定的矩形薄膜

Fig.3 A rectangular membrane fixed at the boundary
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表 1 给出四周固定的矩形薄膜有限元计算自振频率结果、Ansys 结果及理论解．其中，括号内的数

字表示有限元结果与理论解之间的相对误差．另外，本算例还研究了标准 10 节点三次三角形单元 （记为

标准 T10 单元），其形函数为完备的三次多项式．表 2 为本文 10 节点三角形单元与标准 T10 三角形单元计

算结果的对比情况．

Ansys 计算薄膜自由振动频率所采用的 shell181 单元是一种 4 节点有限应变壳单元，可使用退化三角

形单元进行网格划分，此时 shell181 单元中各节点具有平动和横向自由度(Degree of freedom, DOF)．

从表 1 可以看出，当使用较少量自由度计算时，本文有限元计算在前 5 阶频率上的结果与理论解非

常接近，相对误差控制在 1% 以内．例如，使用 97 个总自由度 （26 个计算单元） 时，矩形薄膜自由振动

的前 5 阶频率接近理论解，误差较小 （最大 0.45%），而后 3 阶频率的误差则有所较大 （最大 2.83%）．计

算总自由度增至 202 （单元数量为 52） 时，前 4 阶频率的误差略有增大 （但仍在 0.5% 左右），且后 4 阶频

率的结果逐渐趋近于理论解．

在相近的总自由度条件下，对 Ansys 模拟结果与本文所提三角形单元的计算结果比较知，本文结果

的误差更小．例如表 1 中 Ansys 使用 120 个计算单元 （总自由度数为 102），而本文采用 52 个 10 节点三角

形单元 （总自由度数为 97），无论是前 5 阶频率还是第 6~8 阶频率，Ansys 模拟结果在精度上都明显弱于

本文基于 10 节点三角形单元的有限元计算结果．如前 5 阶固频而言，Ansys 结果相对误差为 2.65%~

(a) 26 个单元

(a) 26 elements

(b) 542 个单元

(b) 542 elements

图 4 矩形薄膜的网格划分

Fig.4 Meshing of rectangular membrane

表 1 不同单元数目情况下周边固定的矩形薄膜自由振动的前 8 阶固有频率

Tab.1 First eight natural frequencies of the periphery-fixed rectangular membrane vibrating freely using different elements

(m n)

(1 1)

(2 1)

(3 1)

(1 2)

(2 2)

(4 1)

(3 2)

(5 1)

Theoretical 
solution/Hz

23.506

29.733

37.902

43.343

47.012

47.012

52.561

56.610

Ansys simulation results/Hz

120 elements
DOF = 102

22.260
(5.30%)

28.554
(3.97%)

36.898
(2.65%)

44.597
(2.89%)

48.901
(4.02%)

53.054
(12.85%)

63.890
(21.55%)

64.767
(14.41%)

270 elements
DOF = 226

22.546
(4.08%)

28.786
(3.19%)

37.047
(2.26%)

43.111
(0.54%)

46.679
(0.71%)

47.548
(1.14%)

54.285
(3.28%)

57.536
(1.64%)

2502 elements
DOF = 2 350

23.140
(1.56%)

29.375
(1.20%)

37.491
(1.08%)

43.145
(0.46%)

46.602
(0.87%)

46.941
(0.15%)

52.488
(0.14%)

56.324
(0.13%)

The present numerical solution/Hz

26 elements
DOF = 97

23.401
(0.45%)

29.653
(0.27%)

37.842
(0.16%)

43.407
(0.15%)

46.889
(0.26%)

47.554
(1.15%)

54.050
(2.83%)

57.439
(1.46%)

52 elements
DOF = 202

23.389
(0.50%)

29.557
(0.59%)

37.660
(0.64%)

43.280
(0.15%)

46.910
(0.22%)

47.069
(0.12%)

52.731
(0.32%)

56.558
(0.09%)

542 elements
DOF = 2 338

23.506
(0%)

29.732
(0.003%)

37.900
(0.005%)

43.340
(0.007%)

47.008
(0.008%)

47.008
(0.008%)

52.556
(0.009%)

56.605
(0.009%)
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5.30%，而本文结果的相对误差为 0.15%~0.45%．当 Ansys 使用 2 502 个计算单元 （总自由度数为 2 350），

对应本文的情况是 542 个 10 节点三角形单元 （总自由度数为 2 338）．Ansys 软件所得自振频率结果的精

度均大于本文三角形单元的有限元计算结果，其中前 3 阶自振频率的相对误差本文结果都比 Ansys 软件

结果低 1% 以上．

表 2 对比了两种 10 节点三角形单元计算的精度表现，标准 T10 三角形单元和本文 10 节点三角形单元

在不同网格下的计算结果，其中相对误差以理论解作为基准．数据显示，标准单元在 97 个自由度 （26

单元） 时精度较高 （大部分误差≤0.36%），而同种情况下本文单元所得结果的相对误差略大，但均不大

于 0.53%；在 202 个自由度 （52 单元） 时，本文单元所得固有频率结果的较大相对误差为 0.11% 和

0.14%，普遍小于标准 10 节点三角形单元相对误差所对应的 0.23% 和 0.26%，其他阶次固有频率的精度

接近．在 2 338 个自由度 （542 单元） 时本文结果逼近理论解，最大相对误差 0.007%，与标准 10 节点单

元的最大相对误差相等．这表明两种单元精度相当，部分网格划分情况时本文 10 节点单元所得固频结果

的精度更高．且在个人电脑上运行同一网格所用时间接近，如 542 个单元时分别为 148.65 s （标准 T10 单

元） 和 160.27 s （本文 T10 单元）．

图 5 分别展示本文方法与 Ansys 所得的四周固定矩形薄膜的模态．图 5 中左侧为 Ansys 所得的第 1 至

第 4 阶模态图，右侧为本文方法所得的前 4 阶模态图，通过比较图形知两者结果吻合，从而验证本文方

法的准确性．

算例 2：研究图 6(a)所示的周边固定的等腰直角三角形薄膜的自由振动的频率以及相应的振型，其

中 等 腰 直 角 三 角 形 的 直 角 边 长 度 A = 1 m， 单 位 长 度 上 的 张 力 T = 23 000 N/m， 单 位 质 量 面 积 ρ =

7.805 kg/m
2
，膜材数据同算例 1．

四周固定时等腰直角三角形薄膜的自由振动问题有理论解
[21]

，其固有频率ωmn 和振型φmn 分别为

ωmn =
π
A

T
ρ

(m + n )
2

+ n
2

(29)

φmn = sin é
ë
êêêê(m + n ) π

A
xù
û
úúúú sin ( nπ

A
y) - (- 1)

m
sin é

ë
êêêê(m + n ) π

A
yù
û
úúúú sin ( nπ

A
x) (30)

其中，m 和 n 为正整数．

表 2 两种 10 节点三角形单元下周边固定矩形薄膜的固有频率

Tab.2 Natural frequencies of a fully clamped rectangular membrane using two types of 10-node triangular elements

(m n)

(1 1)

(2 1)

(3 1)

(1 2)

(2 2)

(4 1)

(3 2)

(5 1)

Theoretical
solution     

23.506

29.733

37.902

43.343

47.012

47.012

52.561

56.610

Standard T10

26 elements (DOF = 97)

23.508
(0.009%)

29.746
(0.04%)

37.917
(0.04%)

43.573
(0.53%)

47.093
(0.17%)

47.182
(0.36%)

52.734
(0.33%)

56.632
(0.04%)

The present

23.517
(0.04%)

29.757
(0.08%)

37.959
(0.15%)

43.566
(0.51%)

47.117
(0.22%)

47.235
(0.47%)

52.842
(0.53%)

56.788
(0.31%)

Standard T10

52 elements (DOF = 202)

23.506
(0%)

29.735
(0.007%)

37.906
(0.01%)

43.457
(0.26%)

47.022
(0.02%)

47.029
(0.04%)

52.590
(0.06%)

56.743
(0.23%)

The present

23.510
(0.02%)

29.740
(0.02%)

37.926
(0.06%)

43.375
(0.07%)

47.037
(0.05%)

47.057
(0.10%)

52.637
(0.14%)

56.675
(0.11%)

542 elements (DOF = 2 338)

23.506
(0%)

29.732
(0.003%)

37.902
(0%)

43.342
(0.002%)

47.011
(0.002%)

47.011
(0.002%)

52.558
(0.006%)

56.606
(0.007%)

Standard T10

23.505
(0.004%)

29.731
(0.007%)

37.900
(0.005%)

43.341
(0.005%)

47.010
(0.005%)

47.010
(0.004%)

52.560
(0.002%)

56.609
(0.002%)

The present
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图 6(b)~(c)展示等腰直角三角形作有限元分析时的网格划分情况，即分为 37 个和 327 个单元．表 3 给

出四周固定的等腰直角三角形薄膜固有频率的本文数值计算结果、理论解以及 Ansys 有限元计算结果．

括号内的数字表示有限元计算结果和 Ansys 计算结果相对于理论解的相对误差．

从表 3 中可以看出，当本文 10 节点三角形单元使用较少的总自由度计算时，例如采用 133 个总自由

度 （37 个单元），前 8 阶频率与理论解之间的相对误差都在 0.76% 以内．随着计算总自由度的适度增加，

本文方法的计算结果逐渐趋近于理论解．例如，当总自由度增加至 196 时，本文的有限元结果与理论解

非常接近，相对误差最大只有 0.23%．另外，继续增加总自由度，如为 1 384 时，前 8 阶固有频率的相对

误差可以保持在 0.004% 以内．从表中结果可以看出，对比 Ansys 软件中的 shell181 单元，结构总自由数

 

 
A

A

(a) 示意图

(a) Schematic plot

(b) 37 个单元网格

(b) Mesh with 37 elements

(c) 327 个单元网格

(c) Mesh with 327 elements

图 6 周边固定的等腰直角三角形薄膜

Fig.6 Isosceles right triangle membrane fixed at the boundary

(a) Ansys 第 1 阶模态

(a) First modal shape by Ansys

(c) Ansys 第 2 阶模态

(c) Second modal shape by Ansys

(e) Ansys 第 3 阶模态

(e) Third mode shape by Ansys

(g) Ansys 第 4 阶模态图

(g) Fourth mode shape by Ansys

(b) 本文方法第 1 阶模态图

(b) Present first modal shape

(d) 本文方法第 2 阶模态图

(d) Present second modal shape

(f) 本文方法第 3 阶模态图

(f) Present third mode shape

(h) 本文方法第 4 阶模态图

(h) Present fourth mode shape

图 5 周边固定的矩形薄膜自由振动的前 4 阶模态对比

Fig.5 Comparison of the first four modes of free vibration of a periphery-fixed rectangular film

691



力学季刊 第 46 卷 

相近或略少时，所提三角形单元所得固有频率结果的相对误差更小，故所提单元在精度上优于 Ansys 有

限元软件的模拟结果．

表 4 中对比本文所提 10 节点三角形单元和标准 T10 三角形单元的数值结果．可以看出，两种计算单

元都有较高的精确性．如总自由度同为 133 时，本文单元与标准 T10 单元所得的前 6 阶固有频率相对误

差都在 0.5% 以内；总自由度同为 196 时，两种单元前 6 阶固频结果的相对误差都在 0.2% 以内；而总自由

度同为 1 384 时，两种单元所得前 6 阶固频结果的相对误差都在 0.004% 以内．因此可认为两种单元的性

能相当．

图 7 展示了本文方法与 Ansys 所得的四周固定等腰直角三角形薄膜的前 3 阶模态．图中左侧各图为

Ansys 软件所得第 1~3 阶模态图，右侧自上而下为本文方法所得的第 1~3 阶模态图．对比发现，两种不同

单元所得的模态图一致，说明了本文所提方法的正确性和有效性．

表 3 不同单元数目（自由度）情况下周边固定的等腰直角三角形薄膜自由振动的前 8 阶固有频率

Tab.3 First eight natural frequencies of periphery-fixed isosceles right-angled triangle membrane vibrating freely using different 

elements (or freedoms)

(m n)

(1 1)

(2 1)

(1 2)

(3 1)

(2 2)

(1 3)

(4 1)

(3 2)

Theoretical
solution/Hz

60.692

85.832

97.863

111.911

121.384

135.712

138.399

146.166

Ansys simulation results/Hz

184 elements
DOF = 140

58.312
(3.92%)

84.029
(2.10%)

96.453
(1.44%)

111.550
(0.32%)

123.600
(1.83%)

142.350
(4.89%)

142.840
(3.21%)

152.460
(4.31%)

254 elements
DOF = 202

58.663
(3.34%)

84.081
(2.04%)

95.947
(1.96%)

110.570
(1.20%)

122.650
(1.04%)

138.280
(1.89%)

140.850
(1.77%)

148.500
(1.60%)

1538 elements
DOF = 1 412

59.692
(1.65%)

84.666
(1.36%)

96.705
(1.18%)

110.940
(0.87%)

120.490
(0.74%)

135.130
(0.43%)

138.230
(0.12%)

144.530
(1.12%)

The present numerical solution/Hz

37 elements
DOF = 133

60.719
(0.04%)

85.901
(0.08%)

97.996
(0.14%)

112.312
(0.36%)

121.867
(0.40%)

136.332
(0.46%)

139.415
(0.73%)

147.273
(0.76%)

51 elements
DOF = 196

60.694
(0.003%)

85.854
(0.03%)

97.891
(0.03%)

111.980
(0.06%)

121.500
(0.10%)

135.923
(0.16%)

138.628
(0.17%)

146.504
(0.23%)

327 elements
DOF = 1 384

60.689
(0.004%)

85.829
(0.003%)

97.860
(0.003%)

111.911
(0%)

121.382
(0.002%)

135.712
(0%)

138.400
(0.001%)

146.167
(0.001%)

表 4 两种三角形单元下周边固定的等腰直角三角形薄膜固有频率

Tab.4 Natural frequencies of a fully clamped isosceles right triangular membrane using two types of triangular elements

(m n)

(1 1)

(2 1)

(1 2)

(3 1)

(2 2)

(1 3)

Theoretical
solution/Hz

60.692

85.832

97.863

111.911

121.384

135.712

Standard T10

37 elements
DOF = 133

60.694
(0.003%)

85.878
(0.05%)

97.925
(0.06%)

112.157
(0.22%)

121.749
(0.30%)

136.284
(0.42%)

The present

37 elements
DOF = 133

60.719
(0.04%)

85.901
(0.08%)

97.996
(0.14%)

112.312
(0.36%)

121.867
(0.40%)

136.332
(0.46%)

Standard T10

51 elements
DOF = 196

60.692
(0%)

85.835
(0.003%)

97.773
(0.09%)

111.942
(0.03%)

121.539
(0.13%)

135.793
(0.06%)

The present

51 elements
DOF = 196

60.694
(0.003%)

85.854
(0.03%)

97.891
(0.03%)

111.980
(0.06%)

121.500
(0.10%)

135.923
(0.16%)

Standard T10

327 elements
DOF = 1 384

60.692
(0%)

85.831
(0.001%)

97.861
(0.002%)

111.909
(0.002%)

121.383
(0.001%)

135.710
(0.001%)

The present

327 elements
DOF = 1 384

60.689
(0.004%)

85.829
(0.003%)

97.860
(0.003%)

111.911
(0%)

121.382
(0.002%)

135.712
(0%)
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4　结论 

本文提出了一种新的有限元单元，其形函数中包含三角函数，能够高效地计算平面薄膜的自由振动

固有频率及振型．与 Ansys 软件中的 shell181 单元相比，该三角形单元在总自由度较少的情况下，也能

得出较高精度的计算结果．

所提三角形单元具备高精度的优势，其性能优于 shell181 单元，与标准的 10 节点三角形单元性能相

当，因此具有进一步研究和推广的潜力．为了提高效率，后续研究中在求解所提单元质量矩阵或刚度矩

阵时拟应用数值积分方法对其进行深入的研究．
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