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摘要:为了研究黏弹性岩体位移反分析的唯一性问题,根据弹性和黏弹性对应原理推导了横观各向同性黏弹性岩体中的圆形

巷道的径向位移解析解,根据参数可辨识条件研究了横观各向同性黏弹性岩体位移反分析的唯一性.结果表明:仅知道测点

位移不能唯一地反演出全部参数,至少需要已知３个岩体力学参数,才有可能唯一地反演出其他岩体力学参数;竖向初始地应

力与横向初始地应力的取值对反分析的唯一性有显著影响;待求参数越少,参数的可辨识性越强;初始地应力参数的辨识性

最优,其次是泊松比、各向同性面上的弹性模量和黏性系数,各向同性面法向上的弹性模量与黏性系数最差.研究结果为岩

体参数的反分析计算提供了理论依据.
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Abstract:Inordertostudytheuniquenessofthedisplacementbackanalysisofisotropicviscoelasticrockmass,ananalyticalsolutionfor
theradialdisplacementofacircularroadwayinatransverselyisotropicviscoelasticrockmasswasderivedfromtheprincipleofelastic
andviscoelasticcorrespondenceprinciple．Theuniquenessofthebackanalysisofdisplacementintransverseisotropicrockmasswas
studiedaccordingtotheidentifiableconditionsofparameters．Theresultsshowthatonlyknowingthedisplacementofthemeasuring
pointcannotuniquelyinvertalltheparameters．Itispossibletouniquelyinvertotherrockmassmechanicalparametersonlywhenat
least３parametersareknowninadvance．Thevaluesoftheverticalgroundstressandthetransversegroundstresshaveasignificant
influenceontheidentificationofbackanalysis．Thefewertheparameterstobesolved,themorerecognizabletheparameters
are．Theinitialgroundstressparametershavethebestidentifiability,followedbyPoisson􀆳sratio,modulusofelasticityand
viscositycoefficientontheisotropicsurface,andthemodulusofelasticityandviscositycoefficientnormaltotheisotropic
surfacearetheworst．Theresearchresultsprovideatheoreticalbasisforthebackanalysiscalculationofrockmassparameters．
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０　引言

采矿工程往往伴随着岩体中巷道开挖、支护等

工程活动,因此对巷道围岩岩体的稳定性研究是必

不可少的.在计算机技术不断更新进步的今天,数
值分析技术广泛应用在岩体稳定性分析领域,数值
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模拟计算的精度也越来越高,岩体力学参数的选取

决定了数值模拟分析结果的精确性[１].岩体力学参

数是设计施工方案的基础,若选用的岩体参数不准

确,轻则工程成本增加,重则发生安全事故.岩体是

复杂的地质体,在形成过程中受到长期的地质作用,
其力学性质受到多种因素影响,参数不准确已成为

岩体力学研究的关键问题[２].由于传统的岩体力学

参数确定方法各有其局限性,人们寻找到了新的途

径———岩土工程反分析法[３].反分析法数据基于工

程实测,在采矿工程的设计、变形预警及稳定性评价

中发挥着重要作用[４Ｇ９].

２０世纪７０年代,KAVANAGH 等[１０]奠定了位

移反分析法的理论基础,随后许多学者取得了令人

瞩目的研究成果,涉及弹性岩体,弹塑性岩体,黏弹

性岩体等[１１Ｇ１５].反分析的唯一性是位移反分析研

究的重要部分,位移反分析能否成功的前提是反分

析结果是否唯一.吕爱钟[１６]提出了反分析唯一性

的辨识条件,研究了弹性岩体位移反分析的唯一性

问题.张路青等[１７]分析了弹性岩体中单洞室位移

反分析的唯一性.YANG 等[１８]通过几何作图的方

法验证了图谱反分析的唯一性.张志增等[１９]讨论

了考虑黏弹性岩体位移反分析的唯一性.
以上研究均假设岩体为各向同性材料,关于各

向异性岩体位移反分析的唯一性研究较少.张志增

等[２０Ｇ２３]推导出横观各向同性岩体中不同形状巷道

的位移解析解,并对其反分析的唯一性进行研究.
王少杰等[２４]考虑了横观各向同性岩体中特殊形状

巷道反分析的唯一性.这些研究虽然考虑了岩体的

各向异性,但是没有考虑岩体的流变性.尚未有文

献同时考虑岩体的各向异性和流变性,并对岩体位

移反分析的唯一性展开研究.层状岩体广泛存在于

地表,岩体流变效应也十分普遍,施工建设中会遇到

大量的横观各向同性岩体且具有流变性的情况[２５].
因此,本文同时考虑岩体的各向异性和流变性,以横

观各向同性黏弹性岩体为本构模型,研究岩体中开

挖圆形巷道时位移反分析的唯一性.

１　横观各向同性黏弹性岩体的位移解析解

横观各向同性黏弹性岩体模型如图１所示.假

定xoy 为横观各向同性面,oz为横观各向同性面的

法线方向,同时为巷道开挖走向.
横观各向同性黏弹性岩体中圆形巷道模型如图

２所示.

图１　横观各向同性黏弹性岩体模型

Fig．１　Modelofatransverselyisotropic

viscoelasticrockmass

图２　圆形巷道模型

Fig．２　Modelofadeepcircularroadway

基于弹性和黏弹性对应原理,在所求问题的弹

性解已知时,先对弹性解进行Laplace变换,再用对

应的拉式空间中的材料多项式替换式中的E 和μ,
对所得黏弹性解的Laplace式做Laplace逆变换,即
求得对应的黏弹性解[２６].

张志增等[２０]已经推导出横观各向同性条件下

岩体中圆形巷道位移的弹性解:
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式中:p 为竖向初始地应力;q为横向初始地应力;a
为圆形巷道的半径;E 和μ 分别为横观各向同性面

内的弹性模量与泊松比;E′和μ′为横观各向同性面

法向上的弹性模量与泊松比;θ 为该点径向与x 轴

正方向的夹角;r为测点到圆心的距离.
对式(１)做Laplace变换得:
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式中,s为一个复变量.
薛琳等[２７]已给出黏弹性模型在拉式空间中的

材料多项式:

􀭺E＝L[E]＝
３g(s)g１(s)

２f(s)g１(s)＋f１(s)g(s)
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黏弹性模型采用 Maxwell模型,其微分算子经

Laplace变换后为:

f(s)＝τs＋１ (４)

f１(s)＝１ (５)

g(s)＝ηs (６)

g１(s)＝３K (７)
式中:τ为松弛时间,τ＝η/E;η 为黏性系数;K 为

体积弹性模量,K＝E/３(１－２μ).
将式(４)至式(７)代入式(３)可得:
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式中,τ′＝η′/E′,K′＝E′/３(１－２μ′),τ′、η′与K′为

横观各向同性面法向上的松弛时间、黏性系数与体

积模量.
根据对应原理将式(８)、式(９)替换式(２)中的弹

性参数,再做 Laplace逆变换得到横观各向同性黏

弹性岩体的位移解析解:
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式中,有p、q、E、u、η、E′、μ′和η′等８个岩体参数,t
为时间.

令E＝E′、μ＝μ′、η＝η′时,退化为各向同性黏

弹性岩体位移解析解[２４],验证了本文推导的解析解

的正确性.

２　参数可辨识条件

吕爱钟[１６]提出了参数可辨识条件,在测量范围

内,如果待求参数的灵敏系数线性无关,则测点位移

值可以唯一地辨识出所有参数;反之,如果待求参数

的灵敏系数线性相关,则不能唯一地辨识出所有参

数.判断公式为:
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式中:ωi 为第i个测点位移值;αj 为第j 个要反分

析的参数;Xi 为αj 关于位移输出ωi 的灵敏系数,

X＝∂ωi/∂αj;α１,α２,􀆺,αm 为所求的m 个参数;C１,

C２,􀆺,Cm 为变量;n(n≥m)为测点数量.

若i＝０,１,２,􀆺,n,至少有一个Cj 非零使式

(１１)成立,则表明灵敏系数线性相关;若i＝０,１,２,
􀆺,n,仅当Cj (j＝０,１,２,􀆺,m)都为０时式(１１)才
成立,则表明灵敏系数线性无关.

３　反分析的唯一性研究

横观各向同性黏弹性岩体的泊松比变化范围较

小时,其对岩体变形的影响也很小,且待反演参数的

减少能够显著提升反分析的效果,因此本文假设各

向同性面上的泊松比与法线方向的泊松比相等[２８].

令μ＝μ′时,则横观各向同性黏弹性的位移解析简

化为:
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式中,有p、q、E、μ、η、E′和η′等７个岩体参数.
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由式(１２)可求得各参数的灵敏系数:
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将式(１３)至式(１９)代入式(１１)可得:

∂ur

∂p
C１＋

∂ur

∂q
C２＋

∂ur

∂EC３＋
∂ur

∂μ
C４＋

∂ur

∂η
C５＋

∂ur

∂E′C６＋
∂ur

∂η′
C７＝０ (２０)

展开整理可得:
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(２１)

式中,G＝exp
２E′t

(２μ－３)η′
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

忽略测点选择的影响,式(２１)中的r和θ均为变量,则由式(２１)可得方程组:
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其对应的系数矩阵式为:
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式(２３)中:M ＝ －
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　　由式(２２)可知,方程组有４个方程,７个未知数

(C１,􀆺,C７),则方程组最多可以得出的解有４个

未知数,仅增加测点数量不能唯一反分析出全部

参数,至少已知３个岩体参数,才可能唯一地反分

析出其他参数.
为更好表述分析结果,提出３个概念:条件唯

一,是指参数之间满足某种关系时,反分析才唯一;
绝对唯一是参数取任意值,反分析恒唯一;不唯一是

指参数取任意值,反分析恒不唯一.

３．１　已知３个参数

已知３个参数,反分析另外４个参数时,有４个

方程,４个未知数,若有不为零的解使方程式成立,
表明灵敏系数线性相关,反分析不唯一,则其秩R＜
４;若只有零解使方程组成立,表明灵敏系数线性无

关,反分析唯一,则其秩R＝４.下文举例分析.
(１)例１:已知参数p、q 和E,反分析μ、η、E′

和η′,此时可知∂ur/∂p、∂ur/∂q 和∂ur/∂E 都等于

０,则方程组消去有C１、C２ 和C３ 的项,矩阵中只余
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(２４)
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　　由矩阵式(２４)可知,当p＝q 时,矩阵式的秩为

R＝２;当p≠q或p＝０或q＝０时,矩阵的秩为R＝
３,故不能唯一地反分析出μ、η、E′和η′等４个参数.
因此,例１反分析μ、η、E′和η′等４个参数为不唯一.

(２)例２:已知参数E、E′和η′,反分析p、q、μ
和η,此时∂ur/∂E、∂ur/∂η 和∂ur/∂E′都等于０,则
方程组消去有C３、C６ 和C７ 的项,矩阵中只余C１、

C２、C４ 和C５ 对应的４列:

－
１
E′N

１
E′N M ０

１
E＋

t
η

１
E＋

t
η

０ －
t(p＋q)

η２

１
E＋

t
η

－
１
E＋

t
η

０
t(p－q)

η２

t
η′

＋
１
E′－

４t
η

＋
８(μ－１)

E
t
η′

＋
１
E′－

４t
η

＋
８(μ－１)

E
８(p－q)

E
４t(p－q)

η２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

(２５)

　　由矩阵式(２５)可知,当 p＝q 时,矩阵式秩

R＝３,此时不能唯一地反分析出p、q、μ 和η等４个

参数;当p≠q时,矩阵式秩为R＝４,可以唯一地反

分析出p、q、μ 和η等４个参数,例２反分析为条件

唯一.
已知３个参数,反演另外４个参数,有C３

７＝３５
种组合,按照上述分析方法得出其余反分析结果见

表１,统计结果见表２.

表１　已知３个参数时的反分析唯一性

Table１　Uniquenessofbackanalysiswhen３parametersareknown
编号 p q E μ η E′ η′ 反分析结果 注释

１ ? ? ? ? √ √ √ 条件唯一 p＝q时R＝３;p≠q时R＝４
２ ? ? ? √ ? √ √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q时R＝４
３ ? ? ? √ √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q时R＝４
４ ? ? ? √ √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q时R＝４
５ ? ? √ ? √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝３;p≠q时R＝４
６ ? ? √ ? √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝３;p≠q时R＝４
７ ? ? √ √ ? ? √ 条件唯一 p＝q时R＝３;p≠q时R＝４
８ ? ? √ √ ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q时R＝４
９ ? ? √ √ ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q时R＝４
１０ ? ? √ √ √ ? ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q时R＝４
１１ ? √ ? ? ? √ √ 条件唯一 p＝q时R＝３;p≠q或q＝０时R＝４
１２ ? √ ? ? √ ? √ 条件唯一 p＝q或q＝０时R＝３;p≠q时R＝４
１３ ? √ ? ? √ √ ? 条件唯一 p＝q或q＝０时R＝３;p≠q时R＝４
１４ ? √ ? √ ? ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝４
１５ ? √ ? √ ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝４
１６ ? √ ? √ √ ? ? 条件唯一 p＝q或q＝０时R＜４;p≠q时R＝４
１７ ? √ √ ? ? ? √ 条件唯一 p＝q时R＝３;p≠q或q＝０时R＝４
１８ ? √ √ ? ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝３;p≠q或q＝０时R＝４
１９ ? √ √ ? √ ? ? 不唯一 p＝q时R＝２;p≠q或q＝０时R＝３
２０ ? √ √ √ ? ? ? 条件唯一 p＝q时R＜４;p≠q或q＝０时R＝４
２１ √ ? ? ? ? √ √ 条件唯一 p＝q时R＝３;p≠q或p＝０时R＝４
２２ √ ? ? ? √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝３;p≠q或p＝０时R＝４
２３ √ ? ? ? √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝３;p≠q或p＝０时R＝４
２４ √ ? ? √ ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝４
２５ √ ? ? √ √ ? ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝４
２６ √ ? ? √ √ ? ? 条件唯一 p＝q或p＝０时R＜４;p≠q时R＝４
２７ √ ? √ ? ? ? √ 条件唯一 p＝q时R＝３;p≠q或p＝０时R＝４
２８ √ ? √ ? ? √ ? 条件唯一 p＝q或p＝０时R＜４;p≠q时R＝４
２９ √ ? √ ? √ ? ? 不唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝３
３０ √ ? √ √ ? ? ? 条件唯一 p＝q时R＜４;p≠q或p＝０时R＝４
３１ √ √ ? ? ? ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０或q＝０时R＝４
３２ √ √ ? ? ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０或q＝０时R＝４
３３ √ √ ? ? √ ? ? 不唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０或q＝０时R＝３
３４ √ √ ? √ ? ? ? 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝４
３５ √ √ √ ? ? ? ? 不唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０或q＝０时R＝３

注:“√”为已知参数,“?”表示未知参数.
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表２　已知３个参数时的反分析结果总计

Table２　Statisticalresultsofbackanalysis
when３parametersareknown

待反演
参数

反演
次数

不唯一
次数

条件唯一
次数

绝对唯一
次数

p ２０ １ １９ ０
q ２０ １ １９ ０
E ２０ １ １９ ０
μ ２０ ４ １６ ０
η ２０ １ １９ ０
E′ ２０ ４ １６ ０
η′ ２０ ４ １６ ０

由表１和表２可知,３５种组合中,４种反分析不

唯一,３１种反分析条件唯一.参数p 和q 对唯一性

有较大的影响,条件唯一时,当p＝q 时反分析结果

不唯一,p≠q时反分析结果唯一.相比较来看,p、

q、E 和η 的可辨识性较优,μ、E′和η′可辨识性

较差.

３．２　已知４个参数

已知４个参数,有４个方程,３个未知数,反分

析不唯一,则其秩R＜３;反分析唯一,则其秩R＝３.
下文举例分析.

(１)例３:已知参数p、q、E 和μ,反分析η、E′
和η′.此时∂ur/∂p、∂ur/∂q、∂ur/∂E 和∂ur/∂μ 都

等于０,则方程组消去有C１、C２、C３ 和C４ 的项,矩
阵中余C５、C６ 和C７ 对应的３列:

０
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(２６)

　　由矩阵式(２６)可知,当p＝q 时,秩为R＝１,故

不能唯一地反分析出η、E′和η′等３个参数;当p≠

q或p＝０或q＝０时R＝３,可以唯一地反分析出

η、E′和η′等３个参数,例３反分析条件唯一.

(２)例４:已知参数q、E、E′和η′,反分析p、μ
和η.此时∂ur/∂q、∂ur/∂E、∂ur/∂E′和∂ur/∂η′都

为０,则方程组消去有C２、C３、C６ 和C７ 的项,矩阵

中余C１、C４ 和C５ 对应的３列:

由矩阵式(２７)可知,秩为R＝３,例４反分析为

绝对唯一.
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(２７)
已知４个参数,反演另外３个参数,有C４

７＝３５
种组合,按照上述分析方法得出其余反分析结果见

表３,统计结果见表４.

表３　已知４个参数时的反分析唯一性

Table３　Uniquenessofbackanalysiswhen４parametersareknown

编号 p q E μ η E′ η′ 反分析结果 注释

１ ? ? ? √ √ √ √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q时R＝３

２ ? ? √ ? √ √ √ 绝对唯一 R＝３

３ ? ? √ √ ? √ √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q时R＝３

４ ? ? √ √ √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q时R＝３

５ ? ? √ √ √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q时R＝３

６ ? √ ? ? √ √ √ 绝对唯一 R＝３

７ ? √ ? √ ? √ √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或q＝０时R＝３

８ ? √ ? √ √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或q＝０时R＝３

９ ? √ ? √ √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或q＝０时R＝３

１０ ? √ √ ? ? √ √ 绝对唯一 R＝３

１１ ? √ √ ? √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或q＝０时R＝３
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　　(续表)

编号 p q E μ η E′ η′ 反分析结果 注释

１２ ? √ √ ? √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或q＝０时R＝３

１３ ? √ √ √ ? ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或q＝０时R＝３

１４ ? √ √ √ ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或q＝０时R＝３

１５ ? √ √ √ √ ? ? 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或q＝０时R＝３

１６ √ ? ? ? √ √ √ 绝对唯一 R＝３

１７ √ ? ? √ ? √ √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝３

１８ √ ? ? √ √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝３

１９ √ ? ? √ √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝３

２０ √ ? √ ? ? √ √ 绝对唯一 R＝３

２１ √ ? √ ? √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝３

２２ √ ? √ ? √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝３

２３ √ ? √ √ ? ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝３

２４ √ ? √ √ ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝３

２５ √ ? √ √ √ ? ? 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０时R＝３

２６ √ ? √ √ ? ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝３

２７ √ ? √ √ ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０时R＝３

２８ √ √ ? ? ? √ √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０或q＝０时R＝３

２９ √ √ ? ? √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝３

３０ √ √ ? ? √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝３

３１ √ √ ? √ ? ? √ 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝３

３２ √ √ ? √ ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０或q＝０时R＝３

３３ √ √ √ ? ? ? √ 条件唯一 p＝q时R＝２;p≠q或p＝０或q＝０时R＝３

３４ √ √ √ ? ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝３

３５ √ √ √ ? √ ? ? 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝３
注:“√”为已知参数,“?”表示未知参数.

表４　已知４个参数时的反分析结果总计

Table４　Statisticalresultsofbackanalysis

when４parametersareknown

待反演
参数

反演
次数

不唯一
次数

条件唯一
次数

绝对唯一
次数

p １５ ０ １２ ３
q １５ ０ １２ ３
E １５ ０ １２ ３

μ １５ ０ １０ ５

η １５ ０ １３ ２
E′ １５ ０ １５ ０

η′ １５ ０ １５ ０

由表３和表４可知,３５种组合中,有５种反分

析绝对唯一,３０种反分析条件唯一.参数p 和q对

唯一性有较大的影响,条件唯一时,当p＝q时反分析

结果恒不唯一,p≠q 时反分析结果唯一.相比较来

看,μ的可辨识性最优,p、q和E 稍差,η、E′和η′最差.

３．３　已知５个参数

已知５个参数,有４个方程,２个未知数,下文

举例分析.

例５:已知参数p、q、E、μ 和E′,反分析η和η′,
此时∂ur/∂p、∂ur/∂q、∂ur/∂E、∂ur/∂μ 和∂ur/∂E′
都为０,则方程组消去有C１、C２、C３、C４ 和C６ 的项,
矩阵中余C５ 和C７ 对应的２列:

０
２t(２μ－１)(p－q)

η′２ (２μ－３)２ G

－
t(p＋q)

η２ ０

t(p＋q)
η２ ０

４t(p－q)
η２ －

t(p－q)
η′２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

(２８)

由矩阵式(２８)可知,当p＝q 时秩R＝１,故不

能唯一地反分析出η和η′两个参数;当p≠q或p＝
０或q＝０时R＝２,可以唯一地反分析出η 和η′两

个参数,例５反分析条件唯一.
已知５个参数,反演另外２个参数,共有C５

７＝
２１种组合,按照上述分析方法得出其余反分析结果

见表５,统计结果见表６.
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表５　已知５个参数时的反分析唯一性

Table５　Uniquenessofbackanalysiswhen５parametersareknown
编号 p q E μ η E′ η′ 反分析结果 注释

１ ? ? √ √ √ √ √ 绝对唯一 R＝２
２ ? √ ? √ √ √ √ 绝对唯一 R＝２
３ ? √ √ ? √ √ √ 绝对唯一 R＝２
４ ? √ √ √ ? √ √ 绝对唯一 R＝２
５ ? √ √ √ √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或q＝０时R＝２
６ ? √ √ √ √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或q＝０时R＝２
７ √ ? ? √ √ √ √ 绝对唯一 R＝２
８ √ ? √ ? √ √ √ 绝对唯一 R＝２
９ √ ? √ √ ? √ √ 绝对唯一 R＝２
１０ √ ? √ √ √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０时R＝２
１１ √ ? √ √ √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０时R＝２
１２ √ √ ? ? √ √ √ 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝２
１３ √ √ ? √ ? √ √ 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝２
１４ √ √ ? √ √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝２
１５ √ √ ? √ √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝２
１６ √ √ √ ? ? √ √ 绝对唯一 R＝２
１７ √ √ √ ? √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝２
１８ √ √ √ ? √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝２
１９ √ √ √ √ ? ? √ 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝２
２０ √ √ √ √ ? √ ? 条件唯一 p＝q时R＝１;p≠q或p＝０或q＝０时R＝２
２１ √ √ √ √ √ ? ? 条件唯一 p＝q时R＝０;p≠q或p＝０或q＝０时R＝２

注:“√”为已知参数,“?”表示未知参数.

表６　已知５个参数时的反分析结果总计

Table６　Statisticalresultsofbackanalysis
when５parametersareknown

待反演
参数

反演
次数

不唯一
次数

条件唯一
次数

绝对唯一
次数

p ６ ０ ２ ４
q ６ ０ ２ ４
E ６ ０ ４ ２
μ ６ ０ ３ ３
η ６ ０ ３ ３
E′ ６ ０ ６ ０
η′ ６ ０ ６ ０

由表５和表６可知,２１种组合中,有１３种反分析

条件唯一,８种反分析绝对唯一.参数p 和q对唯一

性有较大的影响,当p＝q 时反分析结果恒不唯一,

p≠q时反分析结果唯一.相比较来看,p 和q可辨识

性最优,μ和η较优,E、E′和η′的可辨识性最差.

３．４　已知６个参数

已知６个参数,有４个方程,１个未知数,下文

举例分析.
例６:已知参数p、q、E、μ、η 和E′,反分析η′,

此时∂ur/∂p、∂ur/∂q、∂ur/∂E、∂ur/∂μ、∂ur/∂η 和

∂ur/∂E′都为０,则方程组消去有C１、C２、C３、C４、C５

和C６ 的项,矩阵中余C７ 对应的１列:

２t(２μ－１)(p－q)
η′２ (２μ－３)２ G

０
０

－
t(p－q)

η′２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(２９)

由矩阵式(２９)可知,当p＝q 时,秩R＝０;当

p≠q或p＝０或q＝０时R＝１,可以唯一地反分析

出η′,例６反分析为条件唯一.
其余C６

７＝７种反分析结果见表７,统计结果见

表８.

表７　已知６个参数时的反分析唯一性

Table７　Uniquenessofbackanalysiswhen６parametersareknown
编号 p q E μ η E′ η′ 反分析结果 注释

１ ? √ √ √ √ √ √ 绝对唯一 R＝１
２ √ ? √ √ √ √ √ 绝对唯一 R＝１
３ √ √ ? √ √ √ √ 绝对唯一 R＝１
４ √ √ √ ? √ √ √ 绝对唯一 R＝１
５ √ √ √ √ ? √ √ 绝对唯一 R＝１
６ √ √ √ √ √ ? √ 条件唯一 p＝q时R＝０;p≠q或p＝０或q＝０时R＝１
７ √ √ √ √ √ √ ? 条件唯一 p＝q时R＝０;p≠q或p＝０或q＝０时R＝１

注:“√”为已知参数,“?”表示未知参数.

３７１　张志增,等．横观各向同性黏弹性岩体位移反分析的唯一性研究[J]．矿业研究与开发,２０２５,４５(１)．



表８　已知６个参数时的反分析结果总计

Table８　Statisticalresultsofbackanalysis
when６parametersareknown

待反演
参数

反演
次数

不唯一
次数

条件唯一
次数

绝对唯一
次数

p １ ０ ０ １

q １ ０ ０ １

E １ ０ ０ １

μ １ ０ ０ １

η １ ０ ０ １

E′ １ ０ １ ０

η′ １ ０ １ ０

由表７和表８可知,７种组合中,有２种反分

析条件唯一,５种反分析绝对唯一.参数p 和q对

唯一性有较大的影响,当p＝q时反分析结果恒不

唯一,p≠q 时反分析结果唯一.相比较来看,p、

q、E、μ和η的可辨识性较优,E′和η′的可辨识性

最差.

３．５　两种材料模型对比

为了直观地说明考虑横观各向同性法向上的弹

性模量与黏性系数对反分析唯一性的影响,与文献

[１９]的反分析结果进行对比,见表９.
由表９可知,相比各向同性黏弹性模型,横观各

向同性黏弹性模型反分析的不唯一比例减少１１．９

个百分点,条件唯一比例增加１３．５个百分点,绝对

唯一比例减少１．６个百分点.总体分析可知,相比

较各向同性黏弹性岩体,虽然岩体力学参数增加,但
反分析的总体唯一性比例增加了１１．９个百分点,增
加了反分析的总体唯一性.

表９　两种材料模型对比

Table９　Comparisonoftwomaterialmodels

材料模型

不唯一 条件唯一 绝对唯一

次数/
次

占比/
％

次数/
次

占比/
％

次数/
次

占比/
％

各向同性黏弹性 ４ １６．０ １６ ６４．０ ５ ２０．０

横观各向同性黏弹性 ４ ４．１ ７６ ７７．５ １８ １８．４

４　案例分析

已知E、μ、η、E′和η′等５个参数,根据测点位

移实测值反分析参数p 和q,由表５可知反分析结

果绝对唯一.将测点C１(２,０°)和C２(２,４５°)的实测

位移值u１ 和u２ 代入式(１２)可得p 和q的表达式:

p＝
F２u１－F１u２

F２E１－F１E２

q＝
E２u１－E１u２

F１E２－F２E１

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(３０)

E１、F１、E２、F２ 表达式如下:

E１＝
a２

２r１
(１
E＋

t
η

)＋ a４

２r３
１
(１
E＋

t
η

)＋
a２

３r１

t
η′

＋
１
E′－４(t

η
＋

１
E

)é

ë
êê

ù

û
úú ＋(１－２μ)３a２

E′r１
N－

４a２

３Er１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúcos２θ１

F１＝
a２

２r１
(１
E＋

t
η

)－ a４

２r３
１
(１
E＋

t
η

)＋
a２

３r１

t
η′

＋
１
E′－４(t

η
＋

１
E

)é

ë
êê

ù

û
úú ＋(１－２μ)３a２

E′r１
N－

４a２

３Er１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúcos２θ１

E２＝
a２

２r２
(１
E＋

t
η

)＋ a４

２r３
２
(１
E＋

t
η

)＋
a２

３r２

t
η′

＋
１
E′－４(t

η
＋

１
E

)é

ë
êê

ù

û
úú ＋(１－２μ)３a２

E′r２
N－

４a２

３Er２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúcos２θ２

F２＝
a２

２r２
(１
E＋

t
η

)－ a４

２r３
２
(１
E＋

t
η

)＋
a２

３r２

t
η′

＋
１
E′－４(t

η
＋

１
E

)é

ë
êê

ù

û
úú ＋(１－２μ)３a２

E′r２
N－

４a２

３Er２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúcos２θ２

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(３１)

　　将已知参数和测点位移代入式(３０)中,可以反

演出p 和q,下面根据某工程实例反演计算.
某圆形巷道开挖于均质的横观各向同性岩层

中,开挖方向与横观各向同性面法向方向同向,岩体

符合 Maxwell流变模型,初始竖向地应力为p＝１０
MPa,初始横向地应力为q＝２０ MPa,E＝１GPa,

μ＝０．３,η＝５×１０３ MPa􀅰h,E′＝０．８GPa,η′＝６×

１０３ MPa􀅰h,巷道半径为２m,已知巷道中２个测点

C１(２,０°)和C２(２,４５°)的位移测量值u１＝０．２６７m,

u２＝０．１５３m,位置如图３所示,t＝２４h时测点的位

移解析值与位移测量值见表１０.将反分析出的p
和q与已知参数对比,见表１１.

图３　巷道的测点布置

Fig．３　Measuringpointarrangementofroadway
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表１０　测点位移值

Table１０　Displacementvaluesofmeasuringpoint

测点
位移解析

值/m
位移测量

值/m
绝对误差/

m
相对误差/

％

C１(２,０°) ０．２７２ ０．２６７ ０．００５ １．８
C２(２,４５°) ０．１５０ ０．１５３ ０．００３ ２．０

表１１　地应力的反分析结果

Table１１　Resultsofdisplacementbackanalysis
forinitialgroundstresses

测点
位移解析

值/m
位移测量

值/m
反分析结果/MPa 相对误差/％

p q p q
C１(２,０°) ０．２７２ ０．２６７ １０．７２ １９．６８ ７．２ １．６
C２(２,４５°) ０．１５０ ０．１５３

由表１１可知,可以唯一地反分析出p 和q,验
证了表５结果的正确性.位移测量值的误差会引起

反分析计算结果的误差,地应力的反演值与解析值

相差小于８％,位移测量值对地应力的反分析精度

较高,可以用于指导工程设计与计算.

５　结论

(１)根据弹性和黏弹性对应原理推导了符合

Maxwell流变模型的横观各向同性黏弹性岩体圆形

巷道的径向位移解析解,为进一步研究位移反分析

的唯一性提供了依据.
(２)仅知道测点位移不能唯一地反分析出全部

参数,至少已知３个岩体力学参数,才可能唯一地反

分析出另外４个岩体力学参数.统计了所有反分析

组合,为参数选取提供参考.
(３)反分析中,竖向初始地应力p 与横向初始

地应力q的取值对反分析的唯一性影响显著;在条

件唯一中p＝q时反分析结果均为不唯一,p≠q 时

反分析结果为唯一.待求参数越少,越容易辨识出

岩体参数.综合分析,初始地应力参数p 和q 的辨

识性最优,其次是μ、E、η,E′和η′的辨识性最差.
(４)相比各向同性黏弹性模型,横观各向同性

黏弹性模型反分析的不唯一比例减少１１．９个百分

点,条件唯一比例增加１３．５个百分点,绝对唯一比

例减少１．６个百分点.增加横观各向同性法向上的

弹性模量与黏性系数两个岩体参数后,反分析的总

体唯一性比例增加.
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