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摘　 要： 针对上限有限元法中三节点三角形单元在边坡稳定性分析时存在的体积锁定问题，从速度间断线与同处共轭三角形单元

的力学等效效应出发，提出一种含弱速度间断线特性的六方向三角网（Ｐ６），并配合六节点三角形（Ｔ６）单元上限有限元法对边坡稳

定性进行分析。 结果表明：Ｐ６ 联合 Ｔ６ 单元获得的边坡潜在滑动面清晰明确，耗散能密度平滑过渡，且随着网格密度增大，弱速度

间断线效应加强，边坡稳定性系数 Ｎｓ 上限解精度提升；考虑内摩擦角及边坡坡度等综合因素的影响，Ｐ６ 对应的 Ｎｓ 上限解均优于三

方向三角网及 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网。 基于 Ｐ６ 上限有限元法在单次计算框架内形成的均匀网格计算效果良好，有利于强度折减上限分

析等批处理运算方式，亦可结合网格自适应扩展其应用范围。
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　 　 露天开采、尾矿堆积等工程常形成存在安全风险

的陡峭边坡［１⁃２］，因此，有必要对此类边坡进行稳定性

评估，以保障矿山安全生产。 边坡稳定性评估数值计

算方法逐渐多元化［２⁃４］。 其中塑性极限分析架构下的

上限有限元法是开展露天矿 ／尾矿坝等边坡工程稳定

性分析、潜在滑动面搜索的有力手段［５］，但上限有限

元法存在体积锁定等缺陷。
已有研究表明，体积锁定引起的上限有限元法计

算精度问题可采取以下措施进行改善：① 应用高阶单

元［６⁃８］；② 增设速度间断线［９⁃１５］；③ 优化网格拓扑结构

等［１６⁃１８］。 在单元类型方面，相比三节点三角形（Ｔ３）单
元的常应变率，六节点三角形（Ｔ６）单元的应变率和塑

性乘子线性变化，适用于模拟滑动面 ／剪切带等应变率

梯度较高的破坏现象［６⁃８］；而速度间断线因坐标相同节

点与相邻单元表征的速度矢量并不连续，为滑动面等

力学特性的模拟提供了有利条件［７⁃１０］，因此，含速度间

断线三角网的上限法在岩土稳定性问题的应用相当广

泛［９⁃１６］。
除高阶单元和速度间断线外，网格拓扑结构对提

升上限有限元法计算精度也有积极作用［１７⁃１９］。 实际

上，速度间断线可视为一对共轭单元厚度压缩至极限

的特殊形式［１５］，若压缩尺度有限，则压缩范围内的一

组三角形单元共同具有速度间断线的部分特性。 因

此，不含速度间断线三角网的网格结构优化及计算精

度提升问题值得深入探讨。
本文针对边坡工程稳定性问题，重点考虑三角网

拓扑结构等因素，在单次计算框架内，基于均布网格前

提，探索 Ｔ６ 的最优网格布局，特别提出一种具备弱速

度间断线特性的六方向三角网（Ｐ６）及其构建方法，与
三方向三角网（Ｐ３）及均匀 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网进行对比

分析，揭示综合因素影响下的上限解精度演化规律，为
上限有限元法进行边坡稳定性极限分析等相关研究提

供新视角。

１　 六方向三角网构思

１．１　 三节点三角形单元与速度间断线

一对共轭 Ｔ３ 单元 Ｒ 和 Ｍ，当单元厚度 δ 趋近于 ０
时，与其方位相同的速度间断线具有力学等效关

系［１７⁃１８］，等效关系图如图 １ 所示。
按速度间断线局部坐标系 ｔ⁃ｎ，单元 Ｒ 内任一点的

速度可表示为：
ｕＲ（ ｔ） ＝ Ｎ（３）（ ｔ）·ｕＲ （１）

式中：Ｎ（３）（ ｔ）为三节点三角形单元形函数［１７］；ｕＲ 为三

节点速度矢量，ｕＲ ＝［ｕｔ
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图 １　 Ｔ３ 单元与速度间断线等效关系图

Ｆｉｇ． １　 Ｇｒａｐｈ ｆｏｒ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ Ｔ３ ｅｌｅｍｅｎｔ
ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｌｉｎｅ

由图 １ 可知，当 δ 趋于 ０ 时，单元面积 ＡＲ 亦趋于

０，单元塑性应变率 ε̇Ｒ 趋于无穷大，而 ε̇Ｒ 与 ＡＲ 之积可

表示为：
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式中：ε̇Ｒ

ｔ 和 ε̇Ｒ
ｎ 分别为沿速度间断线的切向和法向塑

性正应变率；γ̇Ｒ
ｔｎ为塑性剪应变率。 共轭单元 Ｍ 表达式

同式（２）。 将共轭单元 Ｒ 和 Ｍ 的内部耗散能求和：

Ｄｄｉｓ ＝ ∫
ＡＲ
σＴ

Ｒ ε̇ＲｄＡ ＋ ∫
ＡＭ
σＴ

Ｍ ε̇ＭｄＡ

＝ １
２
Ｌ（σＲ

ｎ Δｕ１２
ｎ ＋ τＲ

ｔｎΔｕ１２
ｔ ＋ σＭ

ｎ Δｕ３４
ｎ ＋ τＭ

ｔｎΔｕ３４
ｔ ）

（３）
式中 σＴ

Ｒ 和 σＴ
Ｍ 分别为单元 Ｒ 和单元 Ｍ 与塑性应变率

ε̇Ｒ 对应的应力。 可以看出，当厚度 δ 趋于 ０ 时，按共

轭单元导出的耗散能公式恰好与同处速度间断线耗散

能公式［１７］完全一致，由此印证了 Ｔ３ 单元与速度间断

线之间的力学等效关系。
进一步推测，当 δ 值较小时，平行排列的单元组将

呈现速度间断线的部分特征，称其为弱速度间断线特

性。 此外，式（３） 源于 Ｔ３ 单元，可推知 Ｔ６ 单元也具有

类似性质。
１．２　 六方向三角网拓扑结构

对于含速度间断线三角网的上限法，文献［１２］进
一步提出节点可动的刚体平动运动单元计算思路，发
现上限解精度依赖速度间断线的特定方位，且有效速
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度间断线常呈现两向贯通滑移线网的特征。
同时考虑弱速度间断线特性及贯通式网状结构需

求，提出一种规则六方向三角网拓扑结构。 一个正三角

形单元具备三个方向，当基本结构不断缩小尺寸并大范

围规则布置时，将形成三方向通路，即 Ｐ３，如图 ２（ａ）所
示。 进一步将正三角形沿形心一分为六，即形成 Ｐ６ 基

本结构，如图 ２（ｂ）所示。
(a) (b)

（ａ） Ｐ３； （ｂ） Ｐ６

图 ２　 弱速度间断线三角网基本结构

Ｆｉｇ． ２　 Ｂａｓｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｍｅｓｈ ｗｉｔｈ
ｗｅａｋ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｌｉｎｅ

２　 六方向三角网生成

Ｐ６ 生成流程如图 ３ 所示。
２．１　 背景三角网构建

为生成适应边坡稳定性计算模型的 Ｐ６，首先需构

建规则背景三角网。 设置正三角形区域并完全覆盖计

算模型，经多次一分为四式分裂加密形成背景三角网，
其中区域边长 ｌ 和最小正三角形单元边长 ｌｓ 为主控指

标，可用于调控网格密度。 此外，边坡坡脚等关键点应

与背景网格节点对齐。
终次加密时连接最小正三角形单元形心与顶点、

各边中点，实现一次性一分为六式加密，即形成规则的

Ｐ６［图 ３（ａ）］。 从整体上看，该网格具备六方向通路，
且随着网格密度增加，各通路内单元厚度减小，六方向

上弱速度间断线特性显现。
需说明的是，若不进行终次一分为六式加密，则对

应生成规则 Ｐ３。

(b)(a)

x

y

(c)

<,(1 ?B1+

'31

'32

'33

l  =
m

 · l s
-1

（ａ） 正三角形一分为六式加密； （ｂ） 边界网格切割策略； （ｃ） 模型外部网格剔除

图 ３　 Ｐ６ 生成流程

Ｆｉｇ． ３　 Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ Ｐ６

２．２　 边界网格切割

边坡模型边界需切割背景网格。
１） 边界特征点单元加密：两条及以上边界交点即

为特征点，连接特征点与所处单元顶点［图 ３（ｂ）中案

例 １］。
２） 过单元顶点切割：当跨界单元存在 １ 个顶点位

于特定边界时，则连接该顶点与边界交点［图 ３（ｂ）中
案例 ２］。

３） 不过单元顶点切割：若跨界单元无顶点位于边

界上，连接既有顶点与两交点，将原有单元分割为三部

分［图 ３（ｂ）中案例 ３］。 筛选两种情况下单元面积差

异较小的一种。
网格切割完成后，剔除边坡模型外围无效单元

［图 ３（ｃ）］，形成适应模型边界的 Ｐ６。

３　 六节点三角形单元上限有限元分析
１） 上限定理。 依据塑性极限分析中的上限定理，

在所有满足运动许可的速度场 ｕ 中，极限荷载对应速

度场的耗散能最小。

Ｄｐ ＝ ∫
Ｖ
ｄｐ（ｕ）ｄＶ ≤ Ｗｅｘｔ（ｕ） （４）

式中：Ｄｐ 为计算域内的总塑性耗散能；ｄｐ（ｕ）为塑性耗
散能函数；若边坡稳定性考虑自重作用，Ｗｅｘｔ（ｕ）为岩

土体自重虚功率，不含其他荷载项。
２） 屈服准则与相关联流动法则。 满足屈服条件

的应力张量 σ 集合为：
Ｆ ＝ σ： ｆ（σ） ≤ ０{ } （５）

式中：Ｆ 为屈服函数；ｆ（σ）为屈服面。 若岩土体服从

Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ 屈服准则，相关联流动约束可表示为：
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ε̇ ＝ λ̇·∂Ｆ
∂σ

＝ λ̇·ω （６）

式中：λ̇ 为塑性乘子，λ̇≥０；ω＝［ｃｏｓα＋ｓｉｎφ，ｓｉｎφ－ｃｏｓα，
２ｓｉｎα］ Ｔ。

为形成计算效率更高的二阶锥规划模型，定义辅

助变量 ρ１ ＝ ｃｏｓαλ̇， ρ２ ＝ ｓｉｎαλ̇，则二者应满足如下约

束［２０］：

ρ１
２ ＋ ρ２

２ ≤ λ̇ （７）
　 　 ３） Ｔ６ 单元。 图 ４ 为 Ｔ６ 单元各节点上赋存的物

理场量。 与 Ｔ３ 单元不同，Ｔ６ 单元塑性应变率 ε̇ 及塑

性乘子 λ̇ 在单元内部线性变化［８］，但该单元对 Ｐ３ 和

Ｐ６ 等三角网计算精度的耦合影响仍有待深入探讨。

(u4,v4) (u6,v6)

(u5,v5)(u2,v2,   2)λ

(u1,v1,   1)λ

(u3,v3,   3)λ

图 ４　 Ｔ６ 单元各节点上赋存的物理场量

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｉｅｌｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｓｓｉｇｎｅｄ ｔｏ ｅａｃｈ ｎｏｄｅ ｏｆ Ｔ６ ｅｌｅｍｅｎｔ

模型总塑性耗散能为：

Ｄｐ ＝ ２ｃｃｏｓφ∑
ｎｅ

ｋ ＝ １
∫
Ａ
λ̇ｄＡ ＝ ２

３
ｃｃｏｓφ∑

ｎｅ

ｋ ＝ １
∑

３

ｉ ＝ １
λ̇ｋ，ｉＡｋ （８）

式中：ｃ 和 φ 分别为黏聚力和内摩擦角；ｎｅ 为单元总

数；Ａｋ 为第 ｋ 个单元的面积；λ̇ｋ，ｉ为第 ｋ 个单元第 ｉ 个
顶节点的塑性乘子。

单元 ｋ 内部耗散能密度 Ｄｐ，ｋ（ｘ）为：

Ｄｐ，ｋ（ｘ） ＝
ｄＤｐ，ｋ

ｄＡ
＝ ２ｃｃｏｓφ·λ̇ｋ（ｘ） （９）

　 　 ４） 上限有限元二阶锥规划模型。 基于 Ｔ６ 单元的

边坡稳定性上限有限元分析涉及的优化变量为六节点

速度 ｖ 和顶点处塑性乘子 λ̇，以及与 λ̇ 对应的辅助变
量 ρ１，ρ２。 除相关联流动约束外，整个计算模型还应施
加内部及边界速度约束条件，最终形成二阶锥规划问
题，见式（１０），具体细节可见文献［２０］。

ｍｉｎＤｐ

Ｂｓ ＝ ０
Ｃｓ ＝ ｂ

λ̇ ≥ ρ１
２ ＋ ρ２

２

Ｗｅｘｔ（ｕ） ＝ １

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１０）

式中：Ｂ 和 Ｃ 为等式约束系数矩阵；ｓ 为未知变量向

量；ｂ 为等式约束右侧向量。

４　 算例分析与讨论

４．１　 边坡稳定性分析模型

假定岩土体为均质各向同性材料，建立边坡稳定

性分析模型如图 ５ 所示［８，２０］。 为方便建模，坐标原点

选为坡脚左侧边界点处。 岩土体内摩擦角 φ ＝ １５° ～
４５°，黏聚力 ｃ＝ １ ｋＰａ，边坡坡度 β ＝ ３０° ～９０°，坡高 Ｈ ＝
１０ ｍ，临界容重 γｃｒ作为目标函数通过优化得到，待求

解的稳定性系数 Ｎｓ ＝γｃｒＨ ／ ｃ，采用 Ｔ６ 单元上限有限元

法求解 Ｎｓ 及潜在滑动面。
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图 ５　 边坡稳定性分析模型

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｌｏｐｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ

除 Ｐ６ 和 Ｐ３ 外，引入均匀 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网作为对

比，“ 均 匀 ” 特 指 模 型 中 的 单 元 尺 度 基 本 一 致。
Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角剖分是目前主流网格剖分方法，旨在评

价单个三角形形状质量，以内切圆与外接圆半径比

（ ｒｉｎ ／ ｒｏｕｔ）量化，其中正三角形（ ｒｉｎ ／ ｒｏｕｔ ＝ ０．５）被视为最

优形态［２１］，缺点是无法满足特定单元集合的平行排列

或特定方向贯通性排布等需求。
４．２　 网格结构的影响

为清晰展示边坡稳定性模型的 Ｐ６、Ｐ３ 和均匀

Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网结构特征，绘制稀疏网格条件下 ３ 种

三角网格如图 ６ 所示，单元总数 ｎｅ≈５ ０００。
Ｐ６ 与 Ｐ３ 于边坡模型内部形成规则的多方向通路，

且得益于网格切割，边界位置亦维持背景网格结构。
选取密集网格（ｎｅ≈２３ ０００），采用上限有限元法

计算获得 Ｐ６、Ｐ３ 及 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网对应的边坡稳定

性系数 Ｎｓ 上限解及潜在滑动面，如图 ７ 所示。 图中采

用归一化塑性耗散能密度表征边坡潜在滑动面，即

Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／ Ｄｐ，ｍａｘ（取值范围 ０～１），其中 Ｄｐ，ｍａｘ为模型耗散

能密度最大值。 考虑 Ｔ６ 单元 Ｄｐ，ｋ（ｘ）数值线性变化特

征，Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／ Ｄｐ，ｍａｘ云图以精准插值的方式显示。
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图 ６　 稀疏网格条件下 ３ 种三角网格

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｒｅｅ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｍｅｓｈｅｓ ｕｎｄｅｒ ｓｐａｒｓｅ ｍｅｓｈ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
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图 ７　 边坡稳定性系数 Ｎｓ 上限解及潜在滑动面（φ ＝ ３５°， β ＝ ７０°）

Ｆｉｇ． ７　 Ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｎｓ ａｎｄ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｓｌｉｐ ｓｕｒｆａｃｅ （φ＝ ３５°， β＝ ７０°）

　 　 由图 ７ 可知，Ｐ６、Ｐ３ 与 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网 Ｎｓ 上限解

分别为 １４．２２、１４．４３ 和 １４．５９，依上限定理，Ｎｓ 数值越

小解答越优［１８］。 因此，计算精度排序为： Ｐ６ ＞ Ｐ３ ＞
Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网。

３ 种网格的耗散能密度较大区域均集中于边坡坡

脚位置；Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网的归一化耗散能密度分布存

在光滑性、连续性差等特点，而 Ｐ６ 与 Ｐ３ 对应的耗散

能密度于潜在滑动面范围内呈平滑过渡特征；此外，相
比 Ｐ３，Ｐ６ 耗散能密度较大值的分布范围更窄，说明 Ｐ６
模拟边坡滑动面的效果更佳。
４．３　 单元总数 ｎｅ 的影响

单元总数 ｎｅ 也是影响上限有限元法计算精度的

关键因素。 选取内摩擦角 φ ＝ ３５°、边坡坡度 β ＝ ７０°，
设定单元总数 ｎｅ 范围为 ３ ０００ ～ ５０ ０００，３ 种网格对应

的 Ｎｓ 上限解曲线如图 ８ 所示。 由图 ８ 可知，随着单元总

数 ｎｅ（或网格密度）增大，Ｐ６、Ｐ３ 与 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网对

应的 Ｎｓ 均不断减小。 相比 Ｐ３、Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网，同等网
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图 ８　 ３ 种网格对应的 Ｎｓ 上限解曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｎｓ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｍｅｓｈｅｓ
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格密度条件下 Ｐ６ 的 Ｎｓ 值更小，表明 Ｐ６ 计算精度更
高。 ｎｅ＞３０ ０００ 后，随着 ｎｅ 持续增大，Ｐ６ 的 Ｎｓ 值下降
幅度大于 Ｐ３、Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网的 Ｎｓ 值下降幅度。

进一步绘制不同网格密度条件下 Ｐ６ 的 Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／
Ｄｐ，ｍａｘ云图，如图 ９ 所示。 随着单元总数 ｎｅ 不断增大，

平行排列的网格间距不断减小，六方向弱速度间断线

效应更加显著；以归一化耗散能密度 Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／ Ｄｐ，ｍａｘ表

征的边坡潜在滑动面宽度更窄，对应的 Ｎｓ 值从 １４．８２
减小至 １４．０８，说明网格密度增加后，Ｐ６ 对 Ｔ６ 上限有

限元具有良好的精度优势。
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图 ９　 不同网格密度条件下 Ｐ６ 的 Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／ Ｄｐ，ｍａｘ 云图

Ｆｉｇ． ９　 Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／ Ｄｐ，ｍａｘ ｏｆ Ｐ６ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｓｈ ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

４．４　 内摩擦角的影响

为探讨岩土体内摩擦角对 Ｐ６、Ｐ３ 及 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三

角网计算精度的影响，设定内摩擦角 φ 为 １５° ～４５°，单
元总数 ｎｅ 为 ２３ ０００，边坡坡度 β 为 ７０°，不同内摩擦角

对应的稳定性系数 Ｎｓ 上限解见表 １。

表 １　 不同内摩擦角对应的稳定性系数 Ｎｓ 上限解

Ｔａｂｌｅ １　 Ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｎｓ ｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ

φ ／ （ °）
Ｎｓ 上限解

Ｐ６ Ｐ３ Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网

１５ ７．２２ ７．２７ ７．２９

２０ ８．３６ ８．４６ ８．５０

２５ ９．８３ ９．９４ １０．０１

３０ １１．７０ １１．８５ １１．９７

３５ １４．２２ １４．４３ １４．５９

４０ １７．７７ １８．０９ １８．３０

４５ ２３．１２ ２３．７１ ２３．８８

由表 １ 可知，随着内摩擦角增大，Ｐ６、Ｐ３ 与 Ｄｅｌａｕｎａｙ
三角网对应的 Ｎｓ 均增大，且同等条件下 Ｐ６ 对应的 Ｎｓ

值更小，说明不同内摩擦角条件下，Ｐ６ 计算精度仍具

有优势。
进一步绘制 φ＝１５°、３０°、４５°对应的 Ｐ６ 的 Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／

Ｄｐ，ｍａｘ云图，如图 １０ 所示。 随着内摩擦角增大，边坡潜

在滑动面逐渐向坡面方向移动，说明 Ｐ６ 可较好地适

应内摩擦角变化，耗散能密度平顺过渡。
４．５　 边坡坡度的影响

为探讨边坡坡度对 Ｐ６、Ｐ３ 及 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网计

算精度的影响，设定 β 为 ３０°、５０°、９０°，φ 为 ２０°，ｎｅ 为

２３ ０００，不同边坡坡度对应的稳定性系数 Ｎｓ 上限解见

表 ２。 由表 ２ 可知，随着边坡坡度逐渐增大，Ｐ６、Ｐ３ 与

Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网对应的 Ｎｓ 值均减小，且 Ｐ６ 的 Ｎｓ 值更

小，说明不同边坡坡度条件下，Ｐ６ 计算精度仍具有

优势。
进一步绘制不同边坡坡度条件下 Ｐ６ 对应的

Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／ Ｄｐ，ｍａｘ云图如图 １１ 所示。 由图 １１ 可以看出，
不同边坡坡度条件下，Ｐ６ 对应的以耗散能密度表征

的潜在滑动面均呈现出形态光滑、宽度狭窄等较优

特性。

９４第 ３ 期 余小军，等：含弱速度间断线特性的六方向三角网在边坡稳定性分析中的应用
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图 １０　 φ ＝ １５°、３０°、４５° 对应的 Ｐ６ 的 Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／ Ｄｐ，ｍａｘ 云图

Ｆｉｇ． １０　 Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／ Ｄｐ，ｍａｘ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｐ６ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ （φ＝ １５°， ３０°， ４５°）

表 ２　 不同边坡坡度对应的稳定性系数 Ｎｓ 上限解

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｌｏｐｅ ａｎｇｌｅｓ

β ／ （ °）
Ｎｓ 上限解

Ｐ６ Ｐ３ Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网
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y�
H

(a)
1.0

0.5

0

0.10

0.05

0 Ns = 5.59

x�H
1.0 1.50 0.5

x�H
1.5 2.00.5 1.0

y�
H

(c)
1.0

0.5

0

0.10

0.05

0 Ns = 41.23

x�H
1.0 1.5 2.52.00.5

(b)
1.0

0.5

Ns = 13.71

（ａ） β＝ ９０°； （ｂ） β＝ ５０°； （ｃ） β＝ ３０°

图 １１　 不同边坡坡度条件下 Ｐ６ 对应的 Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／ Ｄｐ，ｍａｘ 云图

Ｆｉｇ． １１　 Ｄｐ，ｋ（ｘ） ／ Ｄｐ，ｍａｘ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｐ６ ｕｎｄｅｒ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｌｏｐｅ ａｎｇｌｅｓ

５　 结论

１） 针对边坡稳定性分析问题，提出一种具备弱速

度间断线效应的六方向三角网（Ｐ６）构思及生成方法，
Ｐ６ 可在单次计算框架以及均布网格前提下达到较高

计算精度，有助于批处理运算。
２） Ｐ６ 联合 Ｔ６ 单元，经上限有限元法计算获得的

潜在滑动面清晰明确，且随着网格密度增大，弱速度间

断线效应加强，边坡稳定性系数 Ｎｓ 上限解精度提升。
３） 进一步考虑内摩擦角与边坡坡度等参数，发现

综合因素影响下，相比 Ｐ３ 和 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网，同等网

格密度条件下 Ｐ６ 对应的 Ｎｓ 上限解均具备较高的计算

精度，印证了 Ｐ６ 应用于边坡稳定性分析的计算优势。
４） Ｐ６ 在计算域内均匀布置，存在一定程度的过

度细化问题，可探索以耗散能密度或应变率梯度等指

标进行网格自适应加密或稀疏，以此作为进一步提升

的方向。
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