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摘　 要： 针对传统钼铋矿石的浮选试验繁琐、周期长、成本高的问题，构建了基于贝叶斯优化算法的钼铋矿物浮选药剂寻优模型和

模拟钼铋矿物浮选药剂的组合函数模型。 以贝叶斯优化模型处理浮选药剂的模拟函数结果显示，在 １００ 组计算机模拟试验下，贝
叶斯优化迭代 ２５ 次的当前最优值的均值为 ０．９３，而正常单因素实验 ２５ 组试验最优值的均值为 ０．８６，贝叶斯优化同比提高了

８．１４％，证实了贝叶斯优化的优势；以某选矿厂实验室选矿数据进行贝叶斯优化研究，先经过高斯模型拟合建立关于矿石品位和回

收率的模型，经过多次迭代后得到最佳目标值，贝叶斯优化平均需要 １８ 次试验，而传统的单因素实验则平均需要 ３０ 次试验，贝叶

斯优化与传统单因素实验相比，优化效率提升了 ４０％。
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　 　 浮选是通过矿物表面疏水性差异实现矿物分选的

工艺。 矿石经破碎、磨矿后，与水混合成矿浆，加入浮

选药剂，其中捕收剂选择性吸附于目标矿物表面使其

疏水，起泡剂稳定气泡，调整剂控制 ｐＨ 值［１］。 矿浆进

入浮选机充气后，疏水矿物附着气泡上浮形成泡沫层

（粗精矿） ［２］，经粗选回收矿物、精选提升精矿品位。
浮选关键控制因素包括药剂配比、气泡大小、矿浆浓度

及设备参数，其中药剂制度直接决定了目标矿物的回

收率与精矿品位。 传统单因素实验法虽能获得单一药

剂的近似最佳用量［３］，但在面对多药剂协同作用、非
线性耦合的复杂浮选体系时，其局限性逐渐显现［４］。
首先，药剂间的拮抗 ／协同效应难以通过孤立变量法准

确表征，如捕收剂与起泡剂的浓度配比往往存在非加

和性关系；其次，针对含多种药剂的高维优化问题，传
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统方法所需试验次数呈指数级增长。 某铜钼矿浮选案

例［５］显示，药剂的全面筛选需进行超过 ２００ 组试验。
近年来，机器学习和深度学习算法开始被引入浮

选试验［６］。 这些算法通过分析已有试验数据，快速构

建药剂用量与试验结果之间的复杂映射关系，从而实

现药剂组合和用量的高效筛选和优化。 例如，利用支

持向量机（ＳＶＭ）、随机森林或神经网络等算法，可以

预测药剂效果，减少对实际试验的依赖。 这些方法不

仅可以显著提高试验效率，还能节省时间、降低成本。
相比传统的机器学习方法，贝叶斯优化的主要优

点在于它能够高效地进行超参数优化，其技术路径包

含两个创新点［７⁃８］：第一，通过核函数设计，建立可表征

药剂交互效应的核函数模型，采用 ＲＢＦ 核函数捕捉非

稳态关联特征；第二，直接在已有的试验数据集合中计

算期望改进，缩短搜索范围内的试验次数。 实证研究

表明，该算法在浮选等对药剂敏感度高的领域展现出

显著优势［９］。
钼铋混合浮选粗选单次试验成本高昂［１０］，磨矿细

度需逐级测试以防过粉碎，ｐＨ 值需在碱性区间反复微

调，捕收剂要从黄药、黑药到非极性油类逐一筛选配

比；每次调整参数后，还需对泡沫性状进行显微观察、
对精矿和尾矿进行 ＩＣＰ 定量分析。 针对钼铋浮选试验

周期长，工作量大的情况，本文选择基于高斯过程回归

与概率代理模型的贝叶斯优化框架来优化钼铋浮选的

药剂用量。

１　 贝叶斯优化

１．１　 贝叶斯优化原理

贝叶斯优化是一种高效的全局优化方法，特别适

用于优化计算代价昂贵且难以明确表达的黑箱函数。
其核心思想是通过构建代理模型（通常为高斯过程）
来近似目标函数，并在每次迭代中通过贝叶斯推断更

新对目标函数的认知，使其逐步接近最优解。 这种方

法能够在全局探索与局部开发之间实现有效平衡，从
而减少目标函数评估的次数，并在较少的试验中找到

最优解，特别适合钼浮选药剂配比的应用场景。
本研究对贝叶斯优化方法进行了改进。 首先，建

立一个模拟药剂选择的测试函数，先在测试函数上模

拟药剂的选取，根据试验数据拟合一个响应面模型，从
初始样本开始，这些样本可以通过随机采样或拉丁超

立方体采样（ＬＨＳ）等方法生成，用来为代理模型提供

初步的观测数据。 接下来，贝叶斯优化使用一个代理

模型来估计目标函数的分布。 这个代理模型不仅可以

预测目标函数的值，还可以量化不确定性，使得模型在

选择下一个采样点时能够在探索未知区域和利用已知

高收益区域之间权衡。 这里采用的采集函数是预期改

进，采集函数基于当前模型的预测不确定性和期望收

益，决定下一个采样点的位置。 每一轮采样后，将新的

观测数据纳入训练并更新代理模型，从而迭代逼近最

优解。 通过这种方式，贝叶斯优化在探索复杂空间时

能够快速收敛，并显著降低高成本函数评估的次数，以
便快速找到钼品位最高的药剂用量。 贝叶斯优化流程

如图 １ 所示。
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图 １　 贝叶斯优化流程
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１．２　 高斯过程回归

高斯过程回归是一种基于高斯过程的非参数贝叶

斯回归方法，常用于建模复杂、没有明确解析形式的目

标函数。 高斯过程通过均值函数和协方差函数（或核

函数）来描述数据的相关性，并通过训练数据更新目

标函数的概率分布。 在回归过程中，高斯过程不仅提

供预测的均值，还给出预测的不确定性（方差）。 其核

心是通过最大化似然估计来训练模型，进而预测新数

据点的输出值和不确定性。
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（１）
式中：ｙ 为训练数据的输出（目标值）；ｙ∗对应新测试

点 ｘ∗预测输出；均值函数 μ（Ｘ）和 μ（ｘ∗）分别描述训练

点与新测试点的均值特性；协方差矩阵 Ｋ（Ｘ，Ｘ）量化训

练点之间的相关性；向量 Ｋ（Ｘ，ｘ∗）和 Ｋ（ｘ∗，Ｘ）表征训

练点与新测试点的协方差关系；标量Ｋ（ｘ∗，ｘ∗）表示新

测试点自身的协方差。
根据联合分布，可以得到新测试点 ｘ∗ 的条件分
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布，即预测值的均值和方差：
ｐ ｙ∗ Ｘ，ｙ，ｘ∗( ) ＝ Ｎ μ（ｘ∗）{ ＋
　 　 　 Ｋ ｘ∗，Ｘ( ) Ｋ Ｘ，Ｘ( ) －１［ｙ － μ（Ｘ）］，
　 　 　 Ｋ（ｘ∗，ｘ∗） － Ｋ ｘ∗，Ｘ( ) Ｋ（Ｘ，Ｘ） －１Ｋ（Ｘ，ｘ∗）} （２）

条件分布用于推断其他未知数据的分布。 在高斯

过程回归中，条件分布用于根据已知的训练数据推断

新数据点的预测值，并提供预测的不确定性。
１．３　 核函数的改进

贝叶斯优化的核函数选取 ＲＢＦ 核，ＲＢＦ 核有着无

限可微性带来的超平滑建模能力、普适性强、计算高

效、参数可解释性明确、抗噪性优异，以及可灵活与其

他核函数组合的特性，其公式为：

ｋ ｘ，ｘ′( ) ＝ σ２
ｆ ｅｘｐ － １

２
‖ｘ － ｘ′‖２

ｌ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ （３）

在高斯过程模型中，输入空间中的任意两点由向量

ｘ 和 ｘ′表示，其欧几里得距离的平方通过‖ｘ－ｘ′‖２ 量

化。 模型参数包含信号方差 σｆ
２，用于控制函数输出的

波动范围；长度尺度 ｌ，调节输入空间中点间相关性的衰

减速率。
１．４　 选择采集函数

采集函数是贝叶斯优化中的关键组件，它可以根

据代理模型（如高斯过程）的输出选择下一个评估点。
采集函数衡量了当前模型对不同输入点的“不确定

性”或“潜在的改进”，并指引优化过程探索有可能获

得更好结果的区域，用已有的模型知识来提高目标函

数的值。 这里采取期望改进函数：
ＥＩ ｘ( ) ＝ Ｅ ｍａｘ ｆ ｘ( ) － ｆｂｅｓｔ，０( )[ ] （４）

期望改进函数能够平衡探索和利用，倾向于在不

确定性较大的地方进行探索，但也会尽量选择能带来

实际改进的点。
１．５　 评估目标函数和迭代

根据采集函数的优化结果，选择下一个待评估的

点。 这个点是在当前高斯过程模型下采集函数值最大

的点。 贝叶斯优化的目标是通过这种方式不断选择能

带来信息增益的点，而不是简单地在当前的最佳点附

近进行局部搜索。
假设要优化的目标函数为 ｆ：Ｒｄ→Ｒ，通过贝叶斯

优化的代理模型（如高斯过程） 来估计目标函数值

ｆ（ｘ）的分布。 在每次迭代中，基于当前代理模型选择

一个新的评估点 ｘｎｅｗ，并评估该点的目标函数值 ｙｎｅｗ：
ｙｎｅｗ ＝ ｆ ｘｎｅｗ( ) ＋ ε （５）

式中 ε 为高斯噪声，通常假设 ε～Ｎ（０，σｎ
２）。

通过评估，能不断改善代理模型的准确性，进而

选择下一个采样点，从而逼近全局最优解。 完成目

标函数评估和代理模型更新后，继续通过最大化采

集函数来选择下一个评估点。 然后，继续进行目标

函数的评估、数据集更新和代理模型更新，直到达到

停止条件。
１．６　 贝叶斯优化方法和钼铋矿物浮选工艺的结合

贝叶斯优化方法与钼铋矿物浮选工艺的结合是通

过构建概率代理模型（高斯过程）智能指导高成本浮

选试验的参数寻优策略。 该方法将抑制剂配比、捕收

剂用量、ｐＨ 值等关键工艺参数定义为多维优化变量，
以精矿品位、回收率的综合效益函数为目标，利用采集

函数（预期提升期望改进函数）平衡勘探与开发，定向

推荐预期最优的参数组合。 通过“试验→数据更新模

型→推荐新参数”的闭环迭代，为钼铋矿物高效分选

提供数据驱动的决策支持。

２　 钼铋混合浮选试验流程及浮选药剂

２．１　 试验流程

钼铋分选是基于矿石中钼、铋矿物浮选特性差异

设计的典型工艺流程，通过浮选实现高效分离。
原矿经破碎和细磨，使得目标矿物充分单体解离；

然后进行混合浮选，获得粗精矿并抛除大量尾矿；接下

来进入钼优先浮选，利用石灰调节矿浆 ｐＨ 值至弱碱

性（ｐＨ＝ ８～１０）抑制铋矿物，辅以水玻璃分散硅酸盐脉

石，同时添加选择性捕收剂浮选钼矿物；粗选后的钼精

矿经多次再磨和 ４～６ 次精选，逐步提升品位至工业要

求。 分离钼后的尾矿通过硫酸铜活化铋矿物，并采用

黄药类捕收剂浮选回收铋，经 １ ～ ２ 次精选得到铋精

矿。 这里采集混合浮选粗选数据，粗选试验流程如

图 ２ 所示。
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图 ２　 钼铋混合浮选粗选试验流程

Ｆｉｇ． ２　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｒｏｕｇｈｉｎｇ ｉｎ Ｍｏ⁃Ｂｉ ｂｕｌｋ ｆｌｏｔａｔｉｏｎ

２．２　 浮选药剂

浮选药剂包括 ｐＨ 值调整剂碳酸钠，捕收剂乙硫

氮、丁基黄药、ＣＹＢ⁃０５、ＣＹＢ⁃０６，起泡剂 ＢＫ２０５、ＣＹＱ⁃０３，
分散剂水玻璃，活化剂硝酸铅。
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针对粗选中使用的药剂组合及用量，以矿物品位

和回收率为优化目标，使用贝叶斯优化的方法选取试

验点，提高试验效率。

３　 测试函数

３．１　 制定测试函数

为了更好地模拟钼铋浮选 ２ 套捕收剂的用量，在
制定测试函数时，考虑到不同的药剂组合对最终品位

的影响，采取 Ｈａｒｔｍａｎ３ 和 Ａｃｋｌｅｙ 函数相结合，获得一

个 ６ 维输入，其中前三维或后三维非零，其余维度为

零。 前三维非零时计算 Ｈａｒｔｍａｎ３ 函数值，后三维非零

时计算 Ａｃｋｌｅｙ 函数值，同时将输出结果标准化到区间

０～１ 内。 Ｈａｒｔｍａｎ３ 和 Ａｃｋｌｅｙ 函数为：

ｆ（ｘ） ＝ － ∑
４

ｉ ＝ １
αｉｅｘｐ － ∑

３

ｊ ＝ １
Ａｉｊ ｘ ｊ － Ｐ ｉｊ( )２( )[ ] （６）

该函数的一个 ３ 维输入向量为 ｘ ＝ ［ｘ１，ｘ２，ｘ３］ ，其
函数映射关系由常数权重数组 α ＝ ［１．０，１．２，３．０，３．２］
控制，指定各分项权重，影响矩阵为：

Ａ ＝

１０．００ ３．０ １７．００
０．０５ １０．０ １７．００
３．００ ３．５ １７．００
１７．００ ８．０ ０．０５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

调控各维度对输出的非线性作用，偏移矩阵为：

Ｐ ＝

０．１３１ ２ ０．１６９ ６ ０．５５６ ９
０．２３２ ９ ０．４１３ ５ ０．８３０ ７
０．２３４ ８ ０．３２３ ３ ０．１００ ４
０．４０４ ７ ０．８２７ ３ ０．０３２ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

定义各维度的非线性相位偏移量为：

　 　 ｆ ｘ( ) ＝ － ２０ｅｘｐ － ０．２
　

１
３ ∑

３

ｉ ＝ １
ｘｉ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｅｘｐ １
３ ∑

３

ｉ ＝ １
ｃｏｓ ２πｘｉ( )

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ２０ ＋ ｅ （７）

该函数的维度由参数 ｎ ＝ ３ 显式定义。 模型中涉

及的关键数学常数包括自然对数的底数 ｅ（用于构建

指数函数）和圆周率 π（参与周期特性的数学表达）。
为了将 ２ 个函数的输出统一，将 ２ 个函数的输出

以如下变换映射到 ０～１ 区间内：

ｘ′ ＝ １
２

ｔａｎｈ ｘ － μ
σ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
êê

ù

û
úú （８）

至此，为了模拟 ２ 套药剂的选取情况，由 ２ 个不同

函数组成的测试函数制定完成。
３．２　 贝叶斯优化测试函数

３．２．１　 初始化与先验模型构建

制定测试函数后，在贝叶斯优化的初始阶段，首先

随机选择一组样本点（初始数据点），并计算目标函数

在这些点上的值。 这些初始点用来构建一个先验模

型，这里使用高斯过程作为模型。
３．２．２　 构建采集函数

采集函数根据 ＧＰ 的预测分布，指导下一个评估

点的选择。 期望改进函数为：
　 ＥＩ ｘ( ) ＝ Ｅ ｍａｘ ｙ∗ － ｆ ｘ( ) ，０( )[ ]

＝ ｙ∗ － μ ｘ( ) － ξ[ ] Φ Ｚ( ) ＋ σ（ｘ）φ（Ｚ） （９）

Ｚ ＝ ｙ∗ － μ ｘ( ) － ξ
σ ｘ( )

（１０）

在贝叶斯优化框架中，关键参数和函数定义如下：
当前最优观测值记为：ｙ∗ ＝ｍｉｎｉ ｆ（ｘｉ），用于指导搜索方

向；高斯过程预测模型通过均值函数 μ（ｘ）和标准差

σ（ｘ）分别描述候选点 ｘ 的期望性能及其不确定性。
概率工具方面，标准正态分布的累积分布函数

Φ（·）与概率密度函数 φ（·）共同支持改进概率的计

算，而探索参数 ξ（通常设为 ξ ＝ ０．０１）平衡了开发与探

索的权重。 具体地，采集函数可构造为：

α ｘ( ) ＝ Φ μ ｘ( ) － ｙ∗ － ξ
σ ｘ( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１１）

其中分子项量化了预期改进量，分母项反映不确定性

贡献。
３．２．３　 更新高斯过程模型并迭代

当新增采样点（ｘｎｅｘｔ， ｆ（ｘｎｅｘｔ））后，需更新高斯过程

模型以反映最新信息。 将新数据加入历史数据集：
Ｄｔ ＋１ ＝ Ｄｔ ∪ ｘ( ｎｅｘｔ， ｆ ｘｎｅｘｔ( ) ） （１２）

然后更新协方差矩阵 Ｋ ｔ ＋１在原有 Ｋ ｔ基础上扩展新

行新列，计算新点与所有历史点的协方差：

Ｋ ｔ ＋１ ＝
Ｋ ｔ Ｋ∗

ｋＴ
∗ ｋ（ｘｎｅｘｔ，ｘｎｅｘｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１３）

式中 ｋ∗ ＝［ｋ（ｘｎｅｘｔ，ｘ１），．．．，ｋ（ｘｎｅｘｔ，ｘｔ）］。
最后重新优化超参数，通过最大化边际似然，调整

核函数参数：

ｌｎｐ ｙ Ｘ( ) ＝ － １
２

ｙＴ Ｋ －１ｙ － １
２
ｌｎ Ｋ ＋ Ｃ （１４）

式中 Ｃ 为常数项。
３．２．４　 测试函数优化结果

重复 １００ 次试验，每次迭代 ２５ 次，并加以随机取

值作为对比，计算平均值和标准误差计算置信区间为

􀭰ｘ － ｚ α
２
· ｓ

ｎ
，􀭰ｘ ＋ ｚ α

２
· ｓ

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，其中 ｚ α

２
为显著性水平的

常数。
测试函数优化结果如图 ３ 所示。 贝叶斯优化迭代

２５ 次的当前最优值的均值为 ０．９３，正常单因素实验
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２５ 组试验最优值的均值为 ０．８６，贝叶斯优化同比提高

了 ８．１４％，在模拟药剂选取以及用量的测试函数中，贝
叶斯优化比传统取值具有更好的显著性。
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图 ３　 测试函数优化结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｅｓｔｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

４　 基于贝叶斯优化改进目标品位和回收率

４．１　 制定优化目标

为了综合评价钼铋混合浮选粗选的效果，需将标

准化后的品位与回收率结合。 具体评价指标 Ｉ 为：

Ｉ ＝
ＧＭｏ

Ｇ∗
Ｍｏ

＋
ＧＢｉ

Ｇ∗
Ｂｉ

＋
ＲＭｏ

Ｒ∗
Ｍｏ

＋
ＲＢｉ

Ｒ∗
Ｂｉ

（１５）

式中 ＧＭｏ和 Ｇ∗
Ｍｏ分别为钼品位和钼标准化品位；ＧＢｉ和

Ｇ∗
Ｂｉ分别为铋品位和铋标准化品位；ＲＭｏ和 Ｒ∗

Ｍｏ分别为钼

回收率和钼标准化回收率；ＲＢｉ和 Ｒ∗
Ｂｉ 分别为铋回收率

和铋标准化回收率。
４．２　 单因素实验及其模拟结果

单因素实验的药剂用量试验条件如表 １ 所示，根
据不同药剂种类依次变化。

表 １　 单因素实验药剂用量试验条件

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｉｎｇｌｅ⁃ｆａｃｔｏｒ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｏｆ ｒｅａｇｅｎｔ ｄｏｓａｇｅ

药剂类型 药剂名称
变量控制

条件 １ 条件 ２ 条件 ３ 条件 ４
调整剂 碳酸钠 变 不变 不变 不变

捕收剂

乙硫氮 不变 变 不变 不变

丁黄药 不变 变 不变 不变

ＣＹＢ⁃０５ 不变 不变 变 不变

ＣＹＢ⁃０６ 不变 不变 变 不变

起泡剂
ＢＫ２０５ 不变 不变 不变 变

ＣＹＱ⁃０３ 不变 不变 不变 变

对不同药剂的用量区间按照实际试验划分，每次

在划分区域内随机取点，进行 １００ 次实验并计算对应

的综合指标均值和方差，以此来模拟常规的单因素实

验和贝叶斯优化对比。

４．３　 建立钼铋矿物的综合指标模型

用初始试验点建立关于品位和回收率的高斯过程

贝叶斯统计模型，通过定义在输入空间上的概率分布

来描述函数关系：
ｆ（ｘ） ＝ ＧＰ（ｍ（ｘ）， ｋ（ｘ，ｘ′）） （１６）

式中 ｆ（ｘ）为预测的矿物综合指标；ｘ 为药剂用量。
４．４　 计算期望改进

由于试验数据较少，本研究采取直接计算期望改

进的方式。 将原始的数据集分成两份，一份随机取 ５
组试验数据作为初始数据拟合模型，计算另一份数据

中的期望改进，其余过程同测试函数处理，同时采取随

机取值作为对比，进行 １００ 次试验，观测输出综合指标

的提升效率：
ＥＩ ｘ( ) ＝ μ ｘ( ) － ｆ ｘ＋( )[ ] Φ Ｚ( ) ＋ σ ｘ( ) φ Ｚ( ) （１７）

Ｚ ＝ μ ｘ( ) － ｆ ｘ ＋( )

σ ｘ( )
（１８）

预测均值 μ（ｘ） 表征候选点 ｘ的期望性能，预测标

准差 σ（ｘ） 量化其不确定性程度。 概率基础方面，标
准正态分布的累积分布函数 Φ（Ｚ） 与概率密度函数

φ（Ｚ） 共同支撑改进概率的计算机制，其中 Ｚ 为标准

化改进量， Ｚ ＝ ［μ（ｘ） － ｆ（ｘ ＋）］ σ（ｘ） 。 当前最优观

测值 ｆ ｘ ＋( ) 作为基准参考，通过采集函数动态引导搜

索方向，其数学表达形式为：
α ｘ( ) ＝ Φ Ｚ( ) ＋ φ Ｚ( )·σ ｘ( ) （１９）

　 　 该形式显式整合了开发（均值优化）与探索（不确

定性评估）的平衡策略。
４．５　 综合指标优化结果

综合指标优化结果如图 ４ 所示。
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图 ４　 综合指标优化结果

Ｆｉｇ． ４　 Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｉｎｄｉｃａｔｏｒｓ

第 ２５ 次试验时，贝叶斯优化结果为 ２．５８，单因素

实验结果为 ２．５２，优化目标同比提高了 ２．３８％，贝叶斯

优化相比于传统的单因素实验取值，具有更高的显著

性；贝叶斯优化找到最优点平均需要 １８ 次试验，单因
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素实验取得最优点平均需要 ３０ 次试验，贝叶斯优化的

改进效率提升了 ４０％。

５　 结论

１） 提出一种基于贝叶斯优化的浮选药剂优化策

略，ＲＢＦ 核贝叶斯优化的方式找到最优点平均需要

１８ 次试验，单因素实验取到最优点平均需要 ３０ 次试

验，贝叶斯优化的改进效率提升了 ４０％。
２） 两种试验方案各自到 ２５ 次试验时，贝叶斯优

化平均结果为 ２．５８，单因素实验平均结果为 ２．５２。
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