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标量波方程时间高阶广义有限差分法
及稳定性条件

袁野1, 黄健良1, 陶维祥1, 柳万春1, 吴国忱2

(1. 中国海洋石油国际有限公司海外技术支持中心, 北京 100028; 2. 中国石油大学(华东)地球科学与技术学院, 青岛 266580)

摘　 要　 广义有限差分地震波场数值模拟方法能够适应起伏的地层界面,消除起伏界面造成的阶梯状散射现象,提高正演模

拟的准确性。 而使用时间二阶广义有限差分法求解波动方程时,由于时间差分精度低,时间采样间隔较大时往往会产生时间

频散,影响正演模拟的精度。 研究了标量波方程时间四阶广义有限差分正演模拟算法及其稳定性条件和频散特性,通过将时

间四阶偏导数转嫁到空间偏导数项上实现时间四阶精度差分,时间频散得到有效的压制。 此外相对于时间二阶广义有限差

分法,时间四阶广义有限差分可以适应较大的时间采样间隔,一定程度上减少计算量。 实验结果表明,所提出的算法能有效

压制阶梯状散射和时间频散,具有更高的计算精度,将其应用于逆时偏移,可以获得高质量的成像剖面。
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Time High-order Generalized Finite Difference Method and
Stability Condition for Scalar Wave Equation
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[Abstract]　 The generalized finite difference method for seismic wavefields numerical simulation is capable of adapting to undulating
stratigraphic interfaces, eliminating the staircase scattering effect caused by such interfaces, and enhancing the accuracy of forward
modeling. However, when the second-order generalized finite difference method is used to solve the wave equation, low temporal accu-
racy can lead to temporal dispersion at larger time intervals, affecting the precision of forward simulation. A fourth-order generalized fi-
nite-difference forward modeling algorithm for the scalar wave equation was studied, along with its stability conditions and dispersion
characteristics. By transferring the fourth-order time derivative to the spatial derivative term, fourth-order accuracy in time was
achieved, effectively suppressing temporal dispersion. Compared to the second-order generalized finite-difference method, the fourth-
order approach allows for larger time intervals, thereby reducing computational costs to some extent. Experimental results demonstrate
that the proposed algorithm effectively mitigates both staircase scattering and temporal dispersion, yielding higher computational accura-
cy. When applied to reverse time migration, it produces high-quality imaging profiles.
[Keywords]　 generalized finite difference method; stepped scattering; high-order difference scheme; time dispersion; stability conditions

　 　 地震波动方程正演模拟经常使用的方法包括

伪谱法[1-2]、有限元法[3-4] 以及有限差分法[5-8] 等多

种数值模拟方法,其中有限差分法因简便高效而被

广泛使用,在实际资料的应用中也取得了较好的效

果[9-10]。 但是常规有限差分方法处理复杂地形存在

问题,当地层界面崎岖不平时,使用规则网格对速

度模型离散时存在阶梯状网格,在正演模拟过程中

会产生虚假的绕射波[11-12],影响数值模拟结果的准

确性。 为了消除“阶梯状”虚假反射,研究人员在规

则网格有限差分法的基础上提出了变网格有限差

分算法[13]、贴体网格有限差分法[14-15]等多种差分方

法,取得了一定的效果。
近些年来,无网格广义有限差分法逐渐受到研

究者们的关注,相关的研究工作也很多。 广义有限

差分法( generalized finite difference method,GFDM)
的理论基础是多元函数泰勒函数展开和加权最小
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二乘拟合,使用相邻节点函数值的线性组合表示待

求参数的偏导数,克服了传统方法对网格的依赖

性[16-18],节点剖分灵活度高,适用于复杂模型的正

演模拟。 Ureña 等[19]使用广义有限差分法求解弹性

波动方程,讨论了弹性波方程广义有限差分格式的频

散及稳定性条件。 Benito 等[20] 将其用于研究地震波

在各向异性介质中的传播特征。 贾宗锋等[21]将广义

有限差分法用于标量波方程的正演模拟,消除了起伏

界面阶梯状虚假散射。 Li 等[22] 进行流-固耦合波动

方程广义有限差分法正演模拟,并基于此实现了全波

形反演速度建模,取得了良好的效果。 但是目前关于

广义有限差分法在地震勘探领域的研究多以理论为

主,在实际资料处理方面的研究还很少见到。
波动方程数值模拟不仅存在空间频散,也存在时

间频散,在地震波速度、子波主频不变的情况下,可以

通过减小空间网格压制空间频散,减小时间步长压制

时间频散。 但是小的空间网格间距和小的时间步长

就需要更长的模拟时间,意味着计算效率的降低,因
此可以采用时间高阶差分格式求解波动方程来压制

时间频散,且高阶时间差分格式可以允许更大的时间

步长,一定程度上提高计算效率[23-25]。
现将广义有限差分算法推导至时间四阶,通过

将时间四阶项转嫁到空间项,建立标量波方程时间

四阶广义有限差分格式,并分析差分格式的稳定性

条件和频散特性。 同时,结合贴体节点生成方法,
消除常规有限差分处理起伏界面存在的虚假反射

问题,提高正演模拟精度。 通过不同的模型进行试

算,验证时间四阶广义有限差分正演模拟方法的稳

定性和准确性。 同时,将所提出的时间四阶广义有

限差分正演模拟算法应用于逆时偏移成像,获得精

度较高的成像剖面。 以期达到压制时间频散、提高

正演模拟稳定性的目的。

1　 广义有限差分法原理

广义有限差分法是一种无网格方法,和常规有

限差分法不同,其节点离散方式是任意的,不依赖

于网格(图 1)。 广义有限差分法求解偏微分方程

时,先将求解区域内的节点进行多元函数泰勒展

开,然后构建残差函数,残差函数对偏导数向量求

导并令偏导数值为零,可得差分系数矩阵方程,求
解矩阵方程可以得到广义有限差分系数及各项偏

导数的表达式。
根据多元函数泰勒展开,求解域内的任意一点

us在点 u0附近的任意阶泰勒展开式和残差函数为

us = u0 + ∑
R

r = 1

1
r!∑

r

a = 0
Ca

r
∂ru0

∂xr-a∂za
Δxr-a

s Δzas (1)

图 1　 有限差分法网格示意图

Fig. 1　 Diagram of different finite difference method grid

B(u) = ∑
Ns

s = 1
(u0 - us + ∑

R

r = 1

1
r!∑

r

a = 0
Ca

r ×

∂ru0

∂xr-a∂za
Δxr-as Δzas )

2
w2

s (Δxs,Δzs) (2)

式中: r 为泰勒展开式的阶数;Δxs = xs - x0,Δzs =
zs - z0,分别表示差分周围节点 us到中心节点 u0的水

平方向和垂直方向上的距离;ws(Δxs,Δzs)为权重函

数,表示周围节点 us对中心节点 u0的影响程度。 权

重函数值越大,表明该点距离中心点越近,对中心

点的影响越大。
记中心点 u0处的偏导数向量 D 为

D = ∂u0

∂x
∂u0

∂z
∂2u0

∂x2

∂2u0

∂x∂z …
∂ru0

∂xr-a∂za( )
T

(3)

利用残差函数对偏导数向量 D 求导,并令偏导

数值为零,可得

∂B(u)
∂D = 0 (4)

差分系数矩阵方程为

AD = b (5)
通过解系数矩阵方程可求得各阶偏导数的值

(具体求解过程可见文献[16-22])。 广义有限差分

的空间项偏导数可以表示为

D = A -1b = - Mq
0u0 + ∑

Ns

s = 1
Mq

s us (6)

式(6)中: Mq
0 = ∑

Ns

s = 1
Mq

s ,表示差分模板内各个节点

的差分系数。

2　 标量波方程时间四阶广义有限差分
格式

　 　 波动方程数值模拟在空间和时间上均会产生

数值频散,因此要在空间和时间两方面同时压制频

散才会取得理想的效果[26],为了满足高频粗网格大

时间步长的正演模拟精度需求,除了提高空间差分

阶数外,还要采用时间高阶差分。 因此建立标量波

方程时间四阶广义有限差分格式,提高正演模拟的
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精度。
针对二维标量波方程有

1
v2

∂2u
∂t2

= ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂z2
+ f(x,z,t) (7)

式(7)中:v 为介质速度;f(x,z,t)为震源项。
将泰勒展开式保留到时间四阶项,并将时间四

阶项转嫁到空间项上进行求取,可得时间项二阶偏

导数的四阶表达形式(Dablain[23])为
∂2u
∂t2

= 1
(Δt) 2 [u( t + Δt) + u( t - Δt) -

2u( t) - (vΔt) 4

12 (∂
4u

∂x4 + ∂4u
∂z4

+ 2 ∂4u
∂x2∂z2 ) ]

(8)
空间项偏导数的广义有限差分近似表示如下。
∂2u0

∂x2 = - ξ0u0 + ∑
Ns

s = 1
ξsus

∂2u0

∂z2
= - η0u0 + ∑

Ns

s = 1
ηsus

∂4u0

∂x4 = - ξξ0u0 + ∑
Ns

s = 1
ξξsus

∂4u0

∂z4
= - ηη0u0 + ∑

Ns

s = 1
ηηsus

∂4u0

∂x2∂z2
= - ξη0u0 + ∑

Ns

s = 1
ξηsus

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(9)

将式(8)、式(9)代入式(7)中,不考虑震源项,
可得标量波方程时间四阶广义有限差分格式为

un+1
0 = 2un

0 - un-1
0 + (vΔt) 2 ( - ξ0un

0 + ∑
Ns

s = 1
ξsun

s -

η0un
0 + ∑

Ns

s = 1
ηsun

s ) + (vΔt) 4

12 [ - ξξ0un
0 +

∑
Ns

s = 1
ξξsun

s - ηη0un
0 + ∑

Ns

s = 1
ηηsun

s +

2 ( - ξη0un
0 + ∑

Ns

s = 1
ξηsun

s ) ] (10)

正演模拟过程中通常会涉及边界反射的问题,
此处采用完全匹配层(perfectly matched layer,PML)
边界条件对边界反射进行吸收衰减[27]。 时间域

PML 标量波方程为

∂2ux

∂t2
+ 2dx(x)

∂ux

∂t + d2
x(x)ux = v2 ∂2u

∂x2

∂2uz

∂t2
+ 2dz( z)

∂uz

∂t + d2
z ( z)uz = v2 ∂2u

∂z2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(11)

式(11)中:dx(x)、dz( z)分别为 x 方向和 z 方向的衰

减系数。
将时间偏导数和空间偏导数代入时间域 PML

标量波方程中,最终可以得到 PML 标量波方程时间

四阶广义有限差分格式如式(12)、式(13)所示。

un+1
x = 1

1 + 1
6 d3

x(x)Δt
3 + dx(x)Δt

{ [2 - 1
4 d4

x(x)Δt
4 -

d2
x(x)Δt

2 ] un
x + [ 1

6 d3
x(x)Δt

3 + dx(x)Δt -

1 ] un-1
x + [ 1

4 v2Δt4d2
x(x) + v2Δt2 ] ×

( - ξ0u0 + ∑
Ns

s =1
ξsus ) + 1

12v
4Δt4 ( - ξξ0u0 +

∑
Ns

s =1
ξξsus - ξη0u0 + ∑

Ns

s =1
ξηsus ) - 1

12v
4Δt5dx(x) ×

[2∑
n-1

t =1
( - ξξ0u

t
0 +∑

Ns

s =1
ξξsu

t
s - ξη0u

t
0 +∑

Ns

s =1
ξηsu

t
s ) +

( - ξξ0u0 + ∑
Ns

s =1
ξξsus - ξη0u0 + ∑

Ns

s =1
ξηsus ) ] }

(12)

un+1
z = 1

1 + 1
6 d3

z(z)Δt
3 + dz(z)Δt

{ [2 - 1
4 d4

z(z)Δt
4 -

d2
z(z)Δt

2 ] un
z + [ 1

6 d3
z(z)Δt

3 + dz(z)Δt -

1 ] un-1
z + ( 1

4 v2Δt4d2
z(z) + v2Δt2 ) ×

( - η0u0 + ∑
Ns

s =1
ηsus ) + 1

12v
4Δt4 ( - ξη0u0 +

∑
Ns

s =1
ξηsus - ηη0u0 + ∑

Ns

s =1
ηηsus ) - 1

12v
4Δt5dz(z) ×

[2∑
n-1

t =1
( - ξη0u

t
0 +∑

Ns

s =1
ξηsu

t
s - ηη0u

t
0 +∑

Ns

s =1
ηηsu

t
s ) +

( - ξη0u0 + ∑
N s

s = 1
ξηsus - ηη0u0 + ∑

N s

s = 1
ηηsus ) ] }

(13)

3　 稳定性条件及频散特性

3. 1　 稳定性条件

差分格式的稳定性是数值求解波动方程至关

重要的一方面,在稳定性条件容许范围选择合适的

时间步长既保证了地震波场长时间传播的稳定性,
又能减少迭代的次数,故基于平面波解求取标量波

方程时间四阶广义有限差分格式的稳定性条件。
二维标量波方程的平面波解为

u0
n = Aζne - j(kxx0+kzz0)

us
n = Aζne - j(kxxs+kzzs)

ζ = ejwΔt

ì

î

í

ïï

ïï
(14)

式(14)中: kx = ksinθ , kz = kcosθ , k = ω / vph 为波

数,vph为相速度,θ 为波的传播方向与 z 轴的夹角。
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将平面波解代入差分格式[式(10)]中并进行

整理可得

2cos(ωΔt) - 2 = (vΔt)2 {∑
Ns

s =1
(ξs + ηs) ×

[cos(kxΔxs + kzΔzs) - 1] +

j∑
Ns

s =1
(ξs + ηs)sin(kxΔxs + kzΔzs) } +

(vΔt)4

12 {∑
Ns

s =1
(ξξs + ηηs + 2ξηs) ×

[cos(kxΔxs + kzΔzs) - 1] +

j∑
Ns

s =1
(ξξs + ηηs + 2ξηs)

sin(kxΔxs + kzΔzs) } (15)

由于差分模板中的节点不一定是均匀分布的,
虚数部分不能忽略,因此将式(15)拆分成实数和虚

数两部分。
实数部分为

2cos(ωΔt) - 2 = (vΔt) 2∑
Ns

s = 1
(ξs + ηs) ×

[cos(kxΔxs + kzΔzs) - 1] +

(vΔt) 4

12 ∑
Ns

s = 1
(ξξs + ηηs + 2ξηs) ×

[cos(kxΔxs + kzΔzs) - 1] (16)
虚数部分为

0 = (vΔt) 2∑
Ns

s = 1
(ξs + ηs)sin(kxΔxs + kzΔzs) +

(vΔt) 4

12 ∑
Ns

s = 1
(ξξs + ηηs + 2ξηs) ×

sin(kxΔxs + kzΔzs) (17)
根据余弦函数的性质,式(16)左边的取值范围

为[ - 4, 0 ], 且式 ( 16 ) 右端项小于零, 因此对

式(16)整理可得

(vΔt) 4

12 ∑
Ns

s = 1
(ξξs + ηηs + 2ξηs)[1 - cos(kxΔxs +

　 　 kzΔzs)] + (vΔt) 2∑
Ns

s = 1
(ξs + ηs)[1 -

　 　 cos(kxΔxs + kzΔzs)] ≤ 4 (18)
当 cos(kxΔxs + kzΔzs) = - 1 时,式(17)右端项

sin(kxΔxs + kzΔzs) = 0 ,不等式(18)左端取最大值,
可得标量波方程时间四阶广义有限差分格式的稳

定性条件为

Δt ≤ 1
v

6 b2 + 2
3 a - b( )

a (19)

式(19)中: a = ξξ0 + ηη0 + 2ξη0 , b = ξ0 + η0 。

3. 2　 频散特性

采用相速度的相对误差对时间四阶广义有限

差分格式的时间频散进行分析,讨论时间网格频散

与时间步长及频率成分之间的关系。
标量波方程时间四阶精度的差分格式为

un+1
0 = 2un

0 - un-1
0 + (vΔt) 2 ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂z2( ) +

(vΔt) 4

12
∂4u
∂x4 + 2 ∂4u

∂x2∂z2
+ ∂4u

∂z4( ) (20)

将二维标量波方程的平面波解代入式(20)中,
并对方程进行整理可得

(ωΔt) 4

12
vph
v( )

4

- (ωΔt) 2 vph
v( )

2

-

　 　 [2cos(ωΔt) - 2] = 0 (21)
求解方程(21)可得时间四阶精度差分格式的

频散关系为

vph
v( )

2

= 6{1 - 1 + 2 / 3[cos(ωΔt) - 1]}
(ωΔt) 2

(22)
设 G = 2π / ωΔt ,表示一次震动包含的时间网

格点数,则式(22)化为

vph
v( )

2

=
6 1 - 1 + 2 / 3 cos 2π

G( ) - 1[ ]{ }
2π
G( )

2

(23)
对比二阶精度差分格式的频散关系和四阶精

度差分格式的频散关系可以看出(图 2),时间频散

的相速度超前于实际地震波速度,在频率成分较

低,时间采样间隔较小时,1 / G 较小,相速度与实际

地震波速度的差异较小,随着频率增加,时间采样

间隔增大,时间二阶精度的相速度与实际地震波速

度的差异增大的较快,远大于时间四阶精度。

图 2　 时间二阶精度和时间四阶精度广义有限

差分法时间频散曲线

Fig. 2　 Time dispersion curves of generalized finite
difference method with second-order and fourth-order
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4　 模型试算及对比分析

4. 1　 层状起伏模型

首先采用层状起伏模型进行正演模拟来验证

本文算法的有效性,速度模型如图 3(a)所示,模型

采样点数为 401 × 201,纵、横向采样间隔均为 15
m,时间采样间隔 0. 002 s,采样时长 2. 0 s,震源采

用雷克子波,主频 22 Hz,震源位于(201,1)处。 分

箭头所指处表示差异较明显处

图 3　 层状起伏模型和不同算法得到的

t = 600 ms 时刻波场快照

Fig. 3　 Wave field snapshot at t = 600 ms
obtained by different algorithms

别采用时间二阶精度规则网格有限差分法、时间二

阶精度广义有限差分法、时间四阶精度广义有限差

分法求解标量波方程,得到它们的波场快照和正演

记录。
图 3(b) ~图 3(d)、图 4(a) ~图 4(c)分别展示

了使用时间二阶规则网格有限差分法、时间二阶广

义有限差分法、时间四阶广义有限差分法计算得到

的波场快照和正演记录,从中可以看出时间二阶规则

图 4　 针对层状起伏模型使用不同算法得到的正演记录

Fig. 4　 Shot records using different algorithms for layered model
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网格有限差分法正演模拟结果存在“阶梯状”散射,
并且在波形前有明显的时间频散,而无论是采用时

间二阶精度还是时间四阶精度,广义有限差分法得

到的正演模拟结果均不存在“阶梯状”散射,但是时

间二阶精度广义有限差分法的正演模拟结果存在

时间频散,而时间四阶精度广义有限差分法则不存

在时间频散现象,明显提高了数值模拟的精度。
图 5(a) ~图 5(c)分别展示了使用时间二阶规

则网格有限差分法、时间二阶广义有限差分法、时
间四阶广义有限差分法得到的逆时偏移成像剖面,
可以看出,由于“阶梯状”散射的干扰,时间二阶规

则网格有限差分法的成像剖面存在不连续现象,成
像效果较差,而时间二阶广义有限差分法的成像剖

面则由于时间频散的缘故,分辨率降低,时间四阶

广义有限差分法得到的成像效果最好,验证了本文

算法的正确性和有效性。

箭头所指处表示差异较明显处

图 5　 针对层状起伏模型使用不同算法得到的

逆时偏移结果

Fig. 5　 RTM imaging results using different
algorithms for layered model

4. 2　 复杂模型

为进一步验证时间四阶精度广义有限差分算

法的正确性和稳定性,采用更为复杂的多层起伏模

型进行正演模拟,速度模型如图 6 所示,模型采样点

数为 601 × 301,纵、横向采样间隔均为 8 m,时间采

样间隔 0. 001 s,采样时长 2. 4 s,震源采用雷克子

波,主频 27 Hz,震源位于(301,1)处。 分别采用时

间二阶广义有限差分法、时间四阶广义有限差分法

求解标量波方程,得到它们的正演模拟记录。
图 7(a)、图 7(b)分别展示了使用时间二阶精

度广义有限差分法、时间四阶精度广义有限差分法

图 6　 复杂模型纵波速度示意图

Fig. 6　 P-wave velocity model for complex model

箭头所指处表示差异较明显处

图 7　 针对复杂模型使用不同算法得到的正演记录

Fig. 7　 Shot records using different algorithms for complex model
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得到的正演模拟记录。 相较于时间二阶精度广义

有限差分法,采用时间四阶精度广义有限差分法进

行正演模拟能够有效地压制时间频散现象,得到高

精度的正演模拟结果,验证了所提出的时间四阶精

度广义有限差分算法对复杂模型的适用性。
图 8(a)、图 8(b)分别展示了使用时间二阶广

义有限差分法、时间四阶广义有限差分法得到的逆

时偏移成像剖面,可以看出,时间四阶广义有限差

分法的成像剖面好于时间二阶精度的成像剖面,进
一步验证了本文算法的正确性及其对复杂模型的

适用性。

箭头所指处表示差异较明显处

图 8　 针对复杂模型使用不同算法得到的逆时偏移结果

Fig. 8　 RTM imaging results using different
algorithms for complex model

4. 3　 实际资料

为了说明方法的准确性与实用性,使用某工区
实际速度模型进行正演模拟,图 9 展示了该工区的
某二维测线速度模型,图 10 是实际资料炮集,实际
资料炮记录采用拖缆采集方式,拖缆长度 8 km,因
此实际单炮使用的正演模型 大 小 为 8 km ×
7. 5 km。

分别采用时间二阶广义有限差分法、时间四阶
广义有限差分法进行正演模拟,时间采样间隔
0. 003 s,采样时长 7. 5 s,震源采用雷克子波,主频 9
Hz,右侧放炮,左侧接收。 图 11(a)和图 11(b)分别
是使用时间二阶广义有限差分法、时间四阶广义有
限差分法得到的正演模拟记录。 从正演模拟记录
中可以出,时间四阶广义有限差分法得到的正演模

拟记录的时间频散得到了很好的压制,与实际资料

炮集更加一致,验证了本文算法的正确性与实用性。

图 9　 实际资料纵波速度示意图

Fig. 9　 P-wave velocity model for field data

图 10　 实际资料炮集

Fig. 10　 Shot gathers for field data

5　 结论

推导了标量波方程的时间四阶广义有限差分

格式,将时间高阶偏导数项转嫁到空间项上求取,
避免了多时间层的运算。 并对时间四阶精度广义

有限差分格式的稳定性和时间频散特性进行了分

析,通过数值模拟验证了差分格式的精度与稳定

性,取得了以下结论。
(1) 广义有限差分法节点剖分灵活,不受网格

的束缚,可以根据速度模型建立合适的场节点分布

形式,避免了常规有限差分数值模拟中网格剖分与

速度界面不一致的情况,有效地消除了模拟过程中

由于界面起伏产生的“阶梯状”绕射。
(2) 在参数相同的条件下,时间四阶广义有限

差分格式的正演模拟精度明显高于时间二阶,有效

地压制了由时间方向上差分引起的数值频散。

2088
科　 学　 技　 术　 与　 工　 程

Science Technology and Engineering 2025,25(21)



投稿网址:www. stae. com. cn

箭头所指处表示差异较明显处

图 11　 针对实际资料模型使用不同算法得到的正演记录

Fig. 11　 Shot records using different algorithms for
field data model

(3) 时间四阶精度广义有限差分算法能够有效

压制“阶梯状”散射和时间频散,基于本文算法的逆

时偏移成像可以获得高质量的成像剖面。
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