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晶体学

一维六方准晶纳米涂层圆柱形夹杂的反平面问题

赵雪芬1,2, 卢绍楠3, 孔德凤1∗

(1. 宁夏大学新华学院, 银川 750021; 2. 宁夏大学信息工程学院, 银川 750021; 3. 宁夏大学数学统计学院, 银川 750021)

摘　 要　 为设计和制备高质量的一维六方准晶纳米复合材料,利用复变函数方法和 Gurtin-Murdoch 表 / 界面理论,分别应用界面

和界面相模型分别研究了含纳米涂层圆柱形夹杂的一维六方准晶反平面断裂问题。 在两种模型下分别获求得基体、涂层和夹杂

中声子场和相位子场应力场的级数形式表达式。 数值算例分析了界面弹性常数和尺寸效应对夹杂周围应力场的影响。 结果表

明:界面弹性常数的正负会影响纳米夹杂周围的应力场,随着纳米夹杂尺寸的增大,应力场表现出明显的尺寸依赖性,表面效应

对无量纲化声子场和相位子场应力影响有显著差异。 可见相关结果对研究准晶纳米夹杂力学行为提供一定的理论参考。
关键词　 一维六方准晶;纳米涂层圆柱形夹杂;尺寸效应;界面模型;界面相模型
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Anti-plane Problem of a Nano-coated Inclusion in One
Dimensional Hexagonal Quasicrystals
ZHAO Xue-fen1,2, LU Shao-nan3, KONG De-feng1∗

(1. Xinhua College, Ningxia University, Yinchuan 750021, China; 2. School of Information Engineering, Ningxia University,
Yinchuan 750021, China; 3. School of Mathematical Statistics, Ningxia University, Yinchuan 750021, China)

[Abstract]　 To design and prepare high-quality one-dimensional hexagonal quasicrystal nano-composites, the interface and interface
phase models were applied to study the infinite one-dimensional hexagonal quasicrystal anti-plane fracture problem with cylindrical in-
clusions containing nano coatings by using the complex function method and Gurtin-Murdoch􀆳s surface / interface elasticity theory. Under
two different models, the series form expressions of phonon and phason field stress fields in matrix, coating and inclusion were ob-
tained, respectively. Numerical examples were used to analyze the effects of interface elastic constants and size effects on the stress
field around inclusions. The results showed that the positive or negative values of interface elastic constants would affect the stress field
around nano-inclusions. As the size of nano-inclusions increased, the stress field exhibited significant size dependence, and surface
effects had significant differences in their effects on the stress fields of dimensionless phonon and phason fields. The relevant results
provide a certain theoretical reference for studying the mechanical behavior of quasicrystalline nano-inclusions.
[Keywords]　 one dimensional hexagonal quasicrystals; nano coated cylindrical inclusion; size effect; interface model; interphase model

　 　 准周期结构的特殊性,使得准晶材料表现出很

多优良性质,在实际工程中应用前景非常广阔,如
作为表面改良性涂层或复合材料结构颗粒增强相

等[1]。 准晶在室温下虽然硬度高但呈脆性易碎,且
在制造和使用中极易形成不同类型的缺陷(孔洞、
裂纹和夹杂等)。 当受到外力作用时,材料内部的

缺陷会造成其周围力学性能的改变,进而导致材料

失效和破坏,影响材料的使用寿命[2]。 为了保障准

晶材料的高效利用,其断裂问题的研究成为国内外

学者关注的热点。
夹杂的存在往往会改变基体的局部物理、化学

和机械性质,对材料的整体性能产生显著影响,研
究夹杂问题有助于优化复合材料的设计,提升其性

能。 因此研究夹杂问题具有非常重要的理论和实

际意义。 目前,弹性材料夹杂问题已经得到了较为

充分的研究。 Yang 等[3] 利用高速摄像机记录了各

试样的破坏过程,分析了夹杂物强度和应变率对砂

岩动态冲击性能的影响。 马连华等[4] 基于 Eshelby
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细观力学理论, 研究了刚性椭球夹杂在流变基质中

的运动演化机制。 对于准晶夹杂问题,范淑琦等[5]

借助于复变函数方法探讨了无限大一维六方准晶

材料中位错与椭圆夹杂的互相作用,给出了复势函

数之间的关系,并得到了界面应力的封闭解。 利用

弹簧不完美界面模型的 Mori-Tanaka 方法,Li 等[6]

和武雨润等[7]分别研究了一维正交和二维十次准晶

复合材料有效弹性性能问题,详尽分析了体积分数和

夹杂长径比对准晶复合材料有效弹性常数的影响。
曹婷等[8]结合本征应变计算公式和留数定理,得到了

含椭球体夹杂三维立方准晶的 Eshelby 张量。 利用保

角变换技术,Guo 等[9]讨论了含椭圆夹杂的一维六方

准晶压电复合材料反平面剪切问题,导出了夹杂和基

体各物理量的封闭解。 Guo 等[10]研究了一维准晶压

电复合结构中三相圆柱夹杂问题,利用级数展开式获

得了反平面机械载荷和面内电载荷作用下各物理场

的精确解,并预测了准晶压电复合材料的有效电弹性

模量。 胡克强等[11]分析了准晶压电材料中两个圆柱

形状夹杂互相干涉问题,通过解析延拓理论把夹杂问

题转换为可解的边值问题,求出基体、夹杂内应力和

电位移的封闭解。
随着准晶材料宏观研究的成熟化,在微观尺度

下准晶力学性能研究的逐渐增多。 当缺陷是纳米

尺度时,其表面积与体积之比非常大,此时纳米缺

陷的表面性能对纳米尺度问题下应力场具有显著

的影响[12]。 为了刻画纳米尺度下的表面和界面影

响,Gurtin 等[13] 于 1975 年建立了表 /界面弹性模型

和理论,目前该理论已被成功用于研究纳米缺陷 /
结构的力学行为。 借助于复变函数方法和表 /界面

弹性理论,赵雪芬等[14]得到了在剪切载荷作用下含

纳米正三角形孔边三裂纹一维六方准晶反平面问

题的解答。 Yang 等[15]通过构造新的保角变换研究

了带六条纳米裂纹的纳米六边形孔的一维六方准

晶中反平面断裂问题,得到了考虑表面效应影响下

应力和能量释放率的表示式。 Su 等[16] 在电不渗透

边界条件下分析了含纳米椭圆形孔边双裂纹的一

维六方准晶压电 III 型断裂行为,给出了纳米裂纹尖

端断裂参数。 王磊[17] 研究具有非理想界面的一维

六方准晶增强纳米圆夹杂复合材料的反平面剪切

问题,获得受反平面机械载荷作用下基体、夹杂及

涂层中声子场、相位子场的应力、应变的解析解。
在微纳米尺度下,准晶具有出色的形态可控

性,这使得准晶常应用于微小器件的制备。 此外,
纳米涂层可以有效提高材料的抗疲劳性、抗裂性和

韧性。 然而相比于其他传统材料,纳米准晶的研究

起步相对较晚且由于问题的复杂性,因此目前一维

六方准晶纳米涂层圆柱形夹杂的研究还未见有文

献报道。 界面和界面相模型[13,18] 适用于探讨含纳

米夹杂介质的弹性问题和纳米复合材料宏观有效

性能预测问题。 基于 Gurtin-Murdoch 表 /界面理论

结合复变函数方法研究一维六方准晶纳米涂层中

纳米涂层圆柱形夹杂的反平面断裂问题,在界面和

界面两种相模型下分别获得一维六方准晶基体、涂
层和夹杂中声子场和相位子场应力的解析解。 数

值算例讨论尺寸效应对纳米夹杂周围应力场分布

的影响,研究结果可为纳米准晶及其复合材料的制

造和应用提供理论层面的依据。

1　 一维六方准晶反平面问题的基本
方程

　 　 由准晶线弹性理论知,一维六方准晶反平面问
题的声子场位移 uz 和相位子场位移 wz 可用两个解

析函数 φ( z)、ψ( z) 表示为[5]

uz(x,y) = 1
2 [φ( z) + φ( z)] = Reφ( z)

wz(x,y) = 1
2 [ψ( z) + ψ( z)] = Reψ( z)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1)
式(1)中: z = x + iy, z = x - iy 。

反平面应力和应变的极坐标表示分别为

σzr - iσzθ = [C44φ′( z) + R3ψ′( z)]eiθ

Hzr - iHzθ = [K2ψ′( z) + R3φ′( z)]eiθ{ (2)

εzr - iεzθ = 1
2 eiθφ′( z)

ωzr - iωzθ = eiθψ′( z)
{ (3)

式中: σzj、εzj 和 Hzj、ωzj ( j = r,θ )分别为声子场和相

位子场应力、应变; C44、K2 为声子场和相位子场弹

性常数; R3 为声子场相位子场耦合系数; φ′ =
dφ / dz , ψ′ = dψ / dz 。

沿任意弧段 AB,声子场和相位子场径向应力的

积分 Tσ、TH 为

Tσ = ∫B
A
σzrds = 1

2 C44 i[φ( z) - φ( z)] +

　 　 1
2 R3 i[ψ( z) - ψ( z)]

TH = ∫B
A
Hzrds = 1

2 R3 i[φ( z) - φ( z)] +

　 　 1
2 K2 i[ψ( z) - ψ( z)]

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(4)

2　 应力场求解

2. 1　 界面模型和界面相模型

以一维六方准晶圆柱夹杂圆心为原点,建立直
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角坐标系 Oxy 和极坐标系 Orθ ,无穷远处声子场和

相位子场作用的均匀反平面切应力记为 σ0
zx、σ0

zy 和

H0
zx、H0

zy 。 无限大一维六方准晶中单个纳米涂层圆

柱形夹杂的平面模型示意图如图 1 所示。
图 1(a)中,用 ΩI、ΩC 和 ΩM 分别表示一维六方

准晶纳米夹杂、纳米涂层和基体所占区域, S1 和 S2

表示一维六方准晶纳米夹杂 /一维六方准晶纳米涂

层和一维六方准晶纳米涂层 /一维六方准晶基体之

间的界面, r1 和 r2 表示界面 S1 和 S2 的半径。 一维

六方准晶纳米夹杂、纳米涂层和基体中的位移、应
力和弹性常数分别用上标 I、C 和 M 表示。 在界面

S1 和 S2 上,满足 Gurtin-Murdoch 界面条件,跨越界

面的应力不连续。
在图 1(b)中, Ωi( i = 1,2,…,5) 分别表示一维

六方准晶各相所占区域,其中 Ω1、Ω3 和 Ω5 表示一维

图 1　 一维六方准晶纳米涂层圆柱形夹杂

反平面问题的两种模型

Fig. 1　 Two models of a nano-coated cylindrical
inclusion in one-dimensional quasicrystals

六方准晶纳米夹杂、纳米涂层和基体, Ω2 和 Ω4 表示
一维六方准晶纳米夹杂 /一维六方准晶纳米涂层和

一维六方准晶纳米涂层 /一维六方准晶基体之间的
界面相。 r1、r2、r3、r4 是各相的半径, S j ( j = 1,2,3,4)
为各相接触面。 在接触面 S j 上,满足经典界面连续
条件。 一维六方准晶各相的弹性常数分别用上标

i( i = 1,2,3,4,5) 表示。
2. 2　 界面模型的应力场

界面模型中,一维六方准晶各区域分别用解析
函数 φ( z)、ψ( z) 展开成 Taylor 和 Laurent 级数[19]即

φI( z) = ∑
∞

k = 1
AI

kzk

ψI( z) = ∑
∞

k = 1
BI

kzk

ì

î

í

ïï

ïï
,　 z ∈ ΩI (5)

φζ( z) = ∑
∞

k = 1
(Aζ

-kz -k + Aζ
kzk)

ψζ( z) = ∑
∞

k = 1
(Bζ

-kz -k + Bζ
k,zk)

,　 z ∈ Ωζ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(6)

式中: ζ = C,M ; AI
k、BI

k 和 Aζ
-k、Aζ

k、Bζ
-k、Bζ

k 为待定系数。
在界面 S1 和 S2 上,声子场和相位子场位移和径

向应力的边界条件[20]可表示为

uI
z( z) = uC

z ( z), wI
z( z) = wC

z ( z)

σI
zr( z) - σC

zr( z) =
2CS1

44

r1
∂εS1

zθ

∂θ +
RS1

3

r1
∂ωS1

zθ

∂θ

HI
zr( z) - HC

zr( z) =
KS1

2

r1
∂ωS1

zθ

∂θ +
2RS1

3

r1
∂εS1

zθ

∂θ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

,　 z ∈ S1

(7)

uC
z ( z) = uM

z ( z), wC
z ( z) = wM

z ( z)

σC
zr( z) - σM

zr( z) =
2CS2

44

r2
∂εS2

zθ

∂θ +
RS2

3

r2
∂ωS2

zθ

∂θ

HC
zr( z) - HM

zr( z) =
KS2

2

r2
∂ωS2

zθ

∂θ +
2RS2

3

r2
∂εS2

zθ

∂θ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

,　 z ∈ S2

(8)
式中: CS1

44、εS1
zθ 和 KS1

2 、ωS1
zθ 分别为 S1 的声子场和相位子

场应变和弹性常数; RS1
3 为 S1 的声子场相位子场耦合

系数; CS2
44、εS2

zθ 和 KS2
2 、ωS2

zθ 分别为 S2 的声子场、相位子场

应变和弹性常数; RS2
3 为 S2 的声子场相位子场耦合

系数。
假设界面完全结合,此时 S1 和 S2 的界面应变与

准晶材料的切向应变相等。 不失一般性,在以下推

导中取,即
εS1
zθ = εI

zθ( r1),ε
S2
zθ = εC

zθ( r2)

ωS1
zθ = ωI

zθ( r1),ωS2
zθ = ωC

zθ( r2)
{ (9)

12442025,25(11) 赵雪芬,等:一维六方准晶纳米涂层圆柱形夹杂的反平面问题



投稿网址:www. stae. com. cn

利用式(1) ~式(3),由边界条件式(7)、式(8)
可得

AI
k - AC

k - r -2k1 AC
-k = 0

BI
k - BC

k - r -2k1 BC
-k = 0

(CI
44 + CS1

44kRS1
3 )AI

k - CC
44AC

k + CC
44 AC

-kr -2k1 +

　 　 (RI
3 + RS1

3 kr -11 )BI
k - RC

3 BC
k + RC

3 BC
-kr -2k1 = 0

(RI
3 + RS1

3 kr -11 )AI
k - RC

3 AC
k + RC

3 AC
-kr -2k1 +

　 　 (KI
2 + KS1

2 kr -11 )BI
k - KC

2 BC
k + KC

2 BC
-kr -2k1 = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(10)
AC

k - AM
k + r -2k2 (AC

-k - AM
-k) = 0

BC
k - BM

k + r -2k2 (BC
-k - BM

-k) = 0

(CC
44 + kCS2

44 r -12 )AC
k r2k2 - (CC

44 - kCS2
44 r -12 ) AC

-k +

　 　 CM
44 AM

-k(RC
3 + kRS2

3 r -12 )BC
k r2k2 - CM

44AM
k r2k2 -

　 　 (RC
3 - kRS2

3 r -12 ) BC
-k + (BM

-k - BM
k r2k2 )RM

3 = 0

(RC
3 + kRS2

3 r -12 ) r2k2 AC
k - (RC

3 - kRS2
3 r -12 ) AC

-k +

　 　 (AM
-k - AM

k r2k2 )RM
3 + (KC

2 + kKS2
2 r -12 ) r2k2 BC

k -

　 　 (KC
2 - kKS2

2 r -12 ) BC
-k + (BM

-k - BM
k r2k2 )KM

2 = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(11)
根据无穷远处的应力边界条件, 令 σ0

zy = 0,
H0

zy = 0 ,由式(6)可得实数解为

AM
1 =

KM
2 σ0

zx - RM
3 H0

zx

KM
2 CM

44 - (RM
3 ) 2

BM
1 =

CM
44H0

zx - RM
3 σ0

zx

KM
2 CM

44 - (RM
3 ) 2

AM
k = 0,BM

k = 0,k = 2,3,4,…

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(12)

显然,只有当 k = 1 时式(5)和式(6)中的系数是

不为零的实数。 由式(10)和式(11)可推得各系数为

AC
-1 = a -1AI

1 + b -1BI
1

AC
1 = a1AI

1 + b1BI
1

BC
-1 = a -2AI

1 + b -2BI
1

BC
1 = a2AI

1 + b2BI
1

AM
-1 = (a -1L -11 + a1L11 + a -2L -21 + a2L21)AI

1 +
　 　 　 (b -1L -11 + b1L11 + b -2L -21 + b2L21)BI

1

AM
1 = (a -1L -12 + a1L12 + a -2L -22 + a2L22)AI

1 +
(b -1L -12 + b1L12 + b -2L -22 + b2L22)BI

1

BM
-1 = (a -1L -13 + a1L13 + a -2L -23 + a2L23)AI

1 +
(b -1L -13 + b1L13 + b -2L -23 + b2L23)BI

1

BM
1 = (a -1L -14 + a1L14 + a -2L -24 + a2L24)AI

1 +
(b -1L -14 + b1L14 + b -2L -24 + b2L24)BI

1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(13)

式中: AI
1 和 BI

1 的系数为

a -1 =
r21
2 +

RC
3 (RI

3 + RS1
3 r1) - KC

2 (CI
44 + CS1

44 r -11 )
2r -21 [CC

44KC
2 - (RC

3 ) 2]

a1 = 1
2 +

CI
44

2CC
44

+ [CS1
44KC

2 r -11 - RC
3 (RI

3 - RS1
3 r -11 ) +

　 　 CI
44 (RC

3 ) 2] / {2CC
44[CC

44KC
2 - (RC

3 ) 2]}

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(14)

b -1 =
RC

3 (KI
2 + KS1

2 r -11 ) - KC
2 (RI

3 + RS1
3 r -11 )

2r -21 [CC
44KC

2 - (RC
3 ) 2]

b1 = - r -21 b -1

ì

î

í

ïï

ïï
(15)

a -2 =
RC

3 (CI
44 + CS1

44 r -11 ) - CC
44(RI

3 + RS1
3 r -11 )

2r -21 [CC
44KC

2 - (RC
3 ) 2]

a2 = - CC
44 r -21 a -2

ì

î

í

ïï

ïï
(16)

b -2 = [RC
3 (RI

3 - RC
3 + RS1

3 r -11 ) - CC
44(KI

2 - KC
2 ) -

　 　 　 CC
44KS1

2 r -11 ] / 2r -21 [CC
44KC

2 - (RC
3 ) 2]

b2 = 1 - r21b -2

ì

î

í

ï
ï

ïï

(17)

L -11 = 1
2 +

CC
44 - CS2

44 r -12

2CM
44

+ [ - (RM
3 ) 2(CC

44 -

　 　 　 CS2
44 r -12 ) + CM

44RM
3 (RC

3 - RS2
3 r -22 )] /

　 　 　 {2CM
44[CM

44KM
2 - (RM

3 ) 2]}

L11 =
r2
2 -

RM
3 RS2

3 + CS2
44KM

2 + CC
44KM

2 r2
2(CM

44KM
2 - [RM

3 ) 2]
-
CS2

44

CM
44

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(18)

L-21 =
RC

3 + 2RM
3 - RS2

3 r-12

2CM
44

+ [CM
44RM

3 (KC
2 - KS2

2 r-22 ) -

　 　 　 (RM
3 )2(RC

3 - RS2
3 r-12 )] / {2CM

44[CM
44KM

2 - (RM
3 )2]}

L21 = [KM
2 r2(2RM

3 r2 - RC
3 r2 - RS2

3 ) + 2(RM
3 )2r2

(RC
3 r2 + RS2

3 - RM
3 r2) + RM

3 r2(KC
2 r2 + KS2

2 )] /

{2CM
44[CM

44KM
2 - (RM

3 )2]}

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(19)

L-12 = [RM
3 (RS2

3 r-22 - RC
3 ) + (RM

3 )2(CC
44 - CS2

44r-12 ) +

KM
2 (CS2

44r-12 - CC
44)] / {2r22CM

44[CM
44KM

2 - (RM
3 )2]} +

1 / [2r22CM
44]

L12 =
CS2

44r-12 + CC
44

2CM
44

+ 1
2 + [CM

44RM
3 (RS2

3 r-12 + RC
3 ) -

(RM
3 )2(CS2

44r-12 + CC
44)] / {2CM

44[CM
44KM

2 - (RM
3 )2]}

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(20)
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L-22 =
RS2

3 r-12 - RC
3 - 2RM

3

2r22C(M)
44

+ [CM
44RM

3 (KS2
2 r-22 - KC

2 ) -

(RM
3 )2(RS2

3 r-12 - RC
3 )] / {2r22CM

44[CM
44KM

2 - (RM
3 )2]}

L22 =
(RC

3 - 2RM
3 + RS2

3 r-12 )
2CM

44
+ [CM

44RM
3 (KC

2 + KS2
2 r-12 ) -

(RM
3 )2(RC

3 + RS2
3 r-12 )] / {2CM

44[CM
44KM

2 - (RM
3 )2]}

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(21)

L -13 =
CM

44(RC
3 - RS2

3 r22) + RM
3 (CS2

44 r -12 - CC
44)

2[CM
44KM

2 - (RM
3 ) 2]

L13 =
RM

3 (CC
44 r22 + CS2

44 r2) - CM
44(RC

3 r22 + RS2
3 r2)

2[CM
44KM

2 - (RM
3 ) 2]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(22)

L -23 = 1 / 2 + [CM
44(KC

2 - KS2
2 r -22 ) +

　 　 　 RM
3 (RS2

3 r -12 - RC
3 )] / {2[CM

44KM
2 - (RM

3 ) 2]}
L23 = r22 / 2 + [RM

3 ( r2RC
3 + RS2

3 ) r2 - CM
44

　 　 　 (KC
2 r2 + KS2

2 ) r2] / {2[CM
44KM

2 - (RM
3 ) 2]}

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(23)

L -14 =
CM

44(RS2
3 r -22 - RC

3 ) + RM
3 (CC

44 - CS2
44 r -12 )

2r22[CM
44KM

2 - (RM
3 ) 2]

L14 =
CM

44(RC
3 + RS2

3 r -12 ) - RM
3 (CC

44 + CS2
44 r -12 )

2[CM
44KM

2 - (RM
3 ) 2]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(24)

L -24 = 1
2r22

+ [CM
44(KS2

2 r -22 - KC
2 ) +

　 　 　 RM
3 (RC

3 - RS2
3 r -12 )] / {2r22[CM

44KM
2 - (RM

3 ) 2]}

L24 = 1
2 +

CM
44(KC

2 + KS2
2 r -12 ) - RM

3 (RC
3 - RS2

3 r -12 )
2[CM

44KM
2 - (RM

3 ) 2]

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(25)
在式(13)中联立 AM

1 和 BM
1 的表达式,可求出 AI

1 和

BI
1 ,系数 AC

-1 、 AC
1 、 BC

-1 、 BC
1 、 AM

-1 和 BM
-1 由其余等式得

到。 若 σ0
zy ≠0,H0

zy ≠0 ,则 AM
1 和BM

1 为复数。 这时,将
未知系数的实部与虚部分开后,虚部可由式(10)和
式(11)分别求出。 求得未知系数后,基体、涂层和夹杂

各区域内的解析函数就可以完全确定,进而求得全场

应力和位移的解答。 由纳米准晶夹杂内应力函数的级

数表达式中仅 z 的系数不等于0 可知,纳米一维六方准

晶夹杂内部应力是均匀分布的。
令 Kl

2 = Rl
3 = 0(l = I,C,M) ,问题解答可退化为

无限大弹性介质中含单个纳米涂层夹杂反平面剪切问

题的解[20]。 当 Kl
2 = Rl

3 = 0(l = I,C,M) 且 CS2
44 = 0 ,

CC
44 = CM

44 ,或CS1
44 = 0 ,CC

44 = CI
44 时,问题结论可退化为

无限大弹性介质中单个纳米圆柱夹杂问题的解答[21]。
2. 3　 界面相模型的应力场

图 1(b)中,一维六方准晶各区域应力函数可分

别用解析函数 φ( z)、ψ( z)展开成 Taylor 和 Laurent

级数,即

φ1( z) = ∑
∞

k = 1
A1

k zk

ψ1( z) = ∑
∞

k = 1
B1

k zk

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,　 z ∈ Ω1 (26)

φi(z) = ∑
∞

k =1
(Ai

-kz-k + Ai
kzk)

ψi(z) = ∑
∞

k =1
(Bi

-kz-k + Bi
kzk)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,　 z ∈ Ω i, i = 2,3,4,5

(27)
式中: Ai

k,B i
k 和 Ai

-k,B i
-k( i = 2,3,4,5) 为待定系数。

在各相相邻界面 S j( j = 1,2,3,4) 上,位移及径向应

力连续的界面条件为

u j
z( z) = u j +1

z ( z)
w j

z( z) = w j +1
z ( z){ , 　 z ∈ S j, j = 1,2,3,4 (28)

Tj
σ(t) = Tj +1

σ (t)
Tj

H(z) = Tj +1
H (z){ , 　 z ∈ Sj, j = 1,2,3,4 (29)

记 A1
-k = B1

-k = 0 ,利用式 (1) 和式 (4),由
式(28)和式(29)可得

A j
k - A j +1

k + r -2kj (A j
-k - A j +1

-k ) = 0
B j

k - B j +1
k + r -2kj (B j

-k - B j +1
-k ) = 0{ ,　 j = 1,2,3,4

(30)
(C j

44A j
-k - C j +1

44 A j +1
-k ) r -2kj - C j

44A j
k + C j +1

44 A j +1
k +

　 　 (R j
3B j

-k - R j +1
3 B j +1

-k ) r -2kj - R j
3B j

k + R j +1
3 B j +1

k = 0
(R j

3A j
-k - R i +1

3 A j +1
-k ) r -2kj - R j

3A j
kR j +1

3 A j +1
k +

　 　 (K j
2B j

-k - K j +1
2 B j +1

-k ) r -2kj - K j
2B j

k + K j +1
2 B j +1

k = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(31)
在无穷远处令 σ0

zy = 0,H0
zy = 0 ,可得

A5
1 =

K5
2σ0

zx - R5
3H0

zx

C5
44K5

2 - (R5
3) 2

B5
1 =

C5
44H0

zx - R5
3σ0

zx

C5
44K5

2 - (R5
3) 2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(32)

同理,只有当 k = 1 时式(26)和式(27)中的系数

是不为零的实数。 由式(30)和式(31)可推得各系数为

Aj +1
-1 = M-j

1 A1
1 + N-j

1 B1
1

Aj +1
1 = Mj

1A1
1 + Nj

1B1
1

{ ,　 j = 1,2,3,4 (33)

B j +1
-1 = M -j

2 A1
1 + N -j

2 B1
1

B j +1
1 = M j

2A1
1 + N j

2B1
1

{ ,　 j = 1,2,3,4 (34)

这里约定 M -0
1 = 0,N -0

1 = 0,M0
1 = 1,N0

1 = 1,
M -0

2 = 0,N -0
2 = 0,M0

2 = 1,N0
2 = 1 。 A1

1 和 B1
1 的系数

表达式为
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Mδj
1 = 1

2 +
C j

44K j +1
2 - R j

3R j +1
3

2[C j +1
44 K j +1

2 - (R j +1
3 ) 2]( )Mδj-δ

1 +

1
2 +

R j
3R j +1

3 - C i
44K j +1

2

2[C j +1
44 K j +1

2 - (R j +1
3 ) 2]( )( r2j ) -δM -δj+δ

1

Mδi
2 =

C j +1
44 R j

3 - C j
44R j +1

3

2[C j +1
44 K j +1

2 - (R j +1
3 ) 2]

Mδj-δ
2 +

(C j
44R j +1

3 - C j
44R j +1

3 ) ( r2j ) -δ

2[C j +1
44 K j +1

2 - (R j +1
3 ) 2]

M -δj+δ
2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(35)

Nδj
1 =

K j +1
2 R j

3 - K i
2R j +1

3

2[C j +1
44 K j +1

2 - (R j +1
3 ) 2]

Nδj-δ
1 +

(K j
2R j +1

3 - K j +1
2 R j

3)( r2j ) -δ

2[C j +1
44 K j +1

2 - (R j +1
3 ) 2]

N -δj+δ
1

Nδj
2 = 1

2 +
C j +1

44 K j
2 - R j +1

3 R j
3

2[C j +1
44 K j +1

2 - (R j +1
3 ) 2]( )Nδj-δ

2 +

1
2 +

R j +1
3 R j

3 - C j +1
44 K j

2

2[C j +1
44 K j +1

2 - (R j +1
3 ) 2]( )( r2j ) -δN -δj+δ

2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(36)

式中: δ = ± 1 。
在式(33)中取 i = 4 ,可得

A1
1 =

N4
2A5

1 - N4
1B5

1

M4
1N4

2 - M4
2N4

1

B1
1 =

M4
2A5

1 - M4
1B5

1

N4
1M4

2 - M4
1N4

2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(37)

其余系数均可由式(34)求出。 同理,令 K i
2 =

R i
3 → 0( i = 1,2,…,5) ,问题解答可退化为无限大

弹性材料中单个纳米涂层夹杂反平面问题的界面

相模型解答[20]。
在两种模型中,当夹杂、涂层和基体任意材料

的相位子场弹性常数和声子场相位子场耦合系数

取 0 时,一维六方准晶材料退化为弹性材料,可得到

相应模型问题的解答。

3　 数值算例

为研究一维六方准晶纳米涂层夹杂周围应力

场的分布情况及纳米尺度下应力的尺度依赖性, 数

值算例分析纳米夹杂半径和界面弹性常数对无量

纲应力的影响及无量纲应力, 径向应力在纳米夹杂

周围的变化趋势。 一维六方准晶夹杂, 涂层和基体

的弹性常数如表 1 所示[10,17]。
表 1　 一维六方压电准晶材料弹性常数

Table 1　 Elastic constants of one-dimensional
hexagonal quasicrystals

材料 C44 / GPa K2 / GPa R3 / GPa
夹杂 I 35 0. 15 0. 86
涂层 C 50 0. 3 1. 2
基体 M 70. 19 24 1. 72

　 　 算例中,取 σ0
zx = 100 MPa,H0

zx = 10 MPa ,夹杂

半径 r1 = 4 nm 。 在界面相模型中,当 Ω2 和 Ω4 的厚

度充分小时,界面模型可以利用界面相模型来近似

模拟[18],因此在本节中仅讨论界面模型问题中纳米

准晶涂层夹杂周围应力场的分布情况。
记无量纲化声子场和相位场应力分别为

σzx

σ0
zx

=
σI

zx / σ0
zx, z ∈ ΩI

σC
zx / σ0

zx, z ∈ ΩC

σM
zx / σ0

zx, z ∈ ΩM

ì

î

í

ïï

ïï
(37)

Hzx

H0
zx

=
HI

zx / H0
zx, z ∈ ΩI

HC
zx / H0

zx, z ∈ ΩC

HM
zx / H0

zx, z ∈ ΩM

ì

î

í

ïï

ïï
(38)

图 2 给出了 y 轴涂层上无量纲声子场应力

σzx / σ0
zx 随夹杂半径 r1 的变化情况,这里涂层厚度

r2 - r1 = 1 nm 。 令 K2 = R3 = 0 ,此时一维六方准

晶材料退化为弹性材料。 从图 2 中可以看出, 本文

界面模型的退化结果与文献[18]中的结果完全一

致,这可以验证本文理论求解的正确性。
在界面模型中,界面 Si 的界面弹性常数与一维

六方准晶基体的弹性常数比 αC
i = CSi

44 / CM
44 , αK

i =
KSi

2 / KM
2 , αR

i = RSi
3 / RM

3 ( i = 1,2) 均可在 [ - 0. 2 nm,
0. 2 nm] 之间取值[17],记 αi = (αC

i ,αK
i ,αR

i ) 。 图 3、
图 4 给出了 y 轴上纳米准晶夹杂侧和纳米涂层侧上

当 α1、α2 变化时, r1 对 σzx / σ0
zx 和 Hzx / H0

zx 的影响,其
中 αi = 0. 2 nm 表示 αi = (0. 2,0. 2,0. 2) nm( i =
1,2) , α1 = α2 = 0 nm 代表忽略界面效应的情况,
以下类同。

从图 3、图 4 可以看出,随着 r1 的增大, σzx / σ0
zx

和 Hzx / H0
zx 均表现出明显的尺寸依赖性。 图 3 显示,

当 α1 为正时, σzx / σ0
zx 随着 r1 的增大而增大;当 α1 为

负时, σ zx / σ0
zx 随着 r1 的增大而减小; α2 的正负对

图 2　 退化验证

Fig. 2　 The degradation verification
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图 3　 α1、α2 不同时, σzx / σ0
zx 随 r1 的变化

Fig. 3　 The variation of σzx / σ0
zx with r1 for different α1、α2

图 4　 α1、α2 不同时, Hzx / H0
zx 随 r1 的变化

Fig. 4　 The variation of Hzx / H0
zx with r1 for different α1、α2

σzx / σ0
zx 的影响较小。 图 4(a)表明 α1 对 HI

zx / H0
zx 的影

响较大,而 α2 对 HI
zx / H0

zx 的影响较小, HI
zx / H0

zx 的变化

趋势和图 3(a)相同。 从图 4(b)可以看出, 无论 α1

和 α2 的正负, HC
zx / H0

zx 都随着 r1 的增大而增大。
图 5 给出了 α1、α2 不同时, σzx / σ0

zx 和 Hzx / H0
zx 沿

y 轴的变化趋势,其中当 y / r1 ∈[0,1] 时, σzx / σ0
zx =

σI
zx / σ0

zx,Hzx / H0
zx = HI

zx / H0
zx ;当 y / r1 ∈ [1,1. 25] 时,

σzx / σ0
zx = σC

zx / σ0
zx,Hzx / H0

zx = HC
zx / H0

zx ; 当 y / r1 ∈
[1. 25,4] 时, σzx / σ0

zx = σM
zx / σ0

zx,Hzx / H0
zx = HM

zx / H0
zx 。

从图 5 中可以看出, σI
zx / σ0

zx 和 HI
zx / H0

zx 分布均匀,而
在界面 S1、S2 两侧,应力存在跳跃现象,其中 S1 界面

两侧的应力跳跃现象较为明显。 随着 y / r1 的增大,
σC

zx / σ0
zx,σM

zx / σ0
zx 和 HC

zx / H0
zx、HM

zx / H0
zx 逐 渐 减 小, 且

HC
zx / H0

zx、HM
zx / H0

zx 的变化趋势较小。 随着 y / r1 逐渐远

离涂层区域, σM
zx / σ0

zx 和 HM
zx / H0

zx 的取值趋向于 1,这
表明远离涂层夹杂时界面效应和夹杂对应力分布

几乎没有影响。 此外,当 α1、α2 同正或同负时,
σzx / σ∞ 与不考虑界面效应时的取值差异较大,而
α1、α2 异号时差异较小。 而 α1、α2 的取值对 Hzx / H0

zx

图 5　 α1、α2 不同时, σzx / σ0
zx 和 Hzx / H0

zx 随 y / r1 的变化

Fig. 5　 The variation of σzx / σ0
zx and Hzx / H0

zx with
y / r1 for different α1、α2
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几乎无影响,这说明表面效应对 Hzx / H0
zx 影响较小。

图 6 给出了 α1、α2 不同时, σzx / σ0
zx 和 Hzx / H0

zx 沿

x 轴的变化趋势。 从图 6 中可以看出,随着 x / r1 的

增大, σzx / σ0
zx 和 Hzx / H0

zx 逐渐增大且取值趋近于 1.
在涂层区域[ x / r1 ∈ (1,1,25) ],当 α1、α2 同号时,
沿 x 轴的 σzx / σ0

zx 与不考虑界面效应时的取值差异

较小,而 α1,α2 异号时差异较大。 α1、α2 的取值对

Hzx / H0
zx 几乎无影响。

图 6　 α1、α2 不同时, σzx / σ0
zx 和 Hzx / H0

zx 随 x / r1 的变化

Fig. 6　 The variation of σzx / σ0
zx and Hzx / H0

zx with
x / r1 for different α1、α2

4　 结论

基于复变函数方法和 Gurtin-Murdoch 表 /界面

理论,研究了一维六方准晶单个纳米涂层圆柱形夹

杂的反平面剪切问题, 得到以下结论。
(1)获得了界面和界面相两种模型下应力函数

的解析表达式,进而可得到声子场和相位子场的全

场应力和位移的封闭解。
(2)界面弹性常数 α1、α2 的正负会影响准晶纳

米夹杂周围的应力场,其中 α1 为正负对声子场和相

位子场无量化应力影响较明显,而 α2 的正负对其影

响较小。
(3)随着纳米准晶夹杂半径的增大,无量纲化

声子场和相位子场应力表现出明显的尺寸依赖性,
其中表面效应对无量纲化声子场应力的影响较为

显著,对无量纲化相位子场应力影响较小。
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