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考虑轮胎实时侧向力及侧偏角的轮胎侧偏刚度
辨识方法与效果

房玉莹, 王鹏伟∗, 崔凯晨, 高松, 张榕
(山东理工大学交通与车辆工程学院, 淄博 255000)

摘　 要　 汽车轮胎的侧偏刚度与汽车的操纵特性紧密联系,实时准确地估计轮胎侧偏刚度对提高车辆操控稳定性具有重要

意义。 针对侧偏刚度难以直接测量的难题,提出了一种基于轮胎侧向力和侧偏角估计的侧偏刚度实时辨识方法。 首先,考虑

前轮纵向力对侧向力的影响,基于横摆动力学模型及滑模观测算法设计了轮胎侧向力估计器,基于侧向力估计误差设计侧偏

角反馈估计器;其次,建立了可描述轮胎侧向力、侧偏角、侧偏刚度三者关系的非线性轮胎力模型,以实时估计的侧向力、侧偏

角为输入,设计限定记忆的递推最小二乘侧偏刚度在线辨识算法,解决算法因“数据饱和”存在估计误差的问题,提高辨识精

度。 最后,进行了 Simulink 与 CarSim 的联合仿真实验,实验结果表明:轮胎侧向力的估计误差平均约为 4. 153 9% ,轮胎侧偏

角的估计误差平均为 3. 285 2% ;基于递推最小二乘法的侧偏刚度辨识模型对道路条件变化具有鲁棒性,在高、低附着条件下

均具有较好的跟踪精度和稳定性,轮胎侧偏刚度估计精度平均约为 98. 379 3% 。
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A Method for Identifying Cornering Stiffness Based on Real-time
Estimation of Lateral Force and Slip Angle

FANG Yu-ying, WANG Peng-wei∗, CUI Kai-chen, GAO Song, ZHANG Rong
(School of Transport and Vehicle Engineering, Shandong University of Technology, Zibo 255000, China)

[Abstract]　 The cornering stiffness of automobile tires is closely linked to the vehicle􀆳s handling characteristics, and accurately esti-
mating the tire cornering stiffness in real time is of significant importance for enhancing the stability of vehicle handling. Addressing the
challenge of direct measurement of cornering stiffness, a real-time identification method based on the estimation of tire lateral force and
slip angle was proposed. Firstly, considering the influence of longitudinal force on lateral force, a tire lateral force estimator was de-
signed based on the yaw dynamics model and sliding mode observer algorithm, followed by the design of a slip angle feedback estimator
based on the estimation error of lateral force. Secondly, a nonlinear tire force model that describes the relationship among tire lateral
force, slip angle, and cornering stiffness was established. Taking the real-time estimated lateral force and slip angle as inputs, a recur-
sive least squares online identification algorithm with limited memory was designed to address the issue of estimation error due to “data
saturation” and improve identification accuracy. Finally, joint simulation experiments using Simulink and CarSim were conducted. The
experimental results indicate that the estimation error of tire lateral force is approximately 4. 153 9% on average, while the estimation
error of tire slip angle is 3. 285 2% on average. The identification model based on the recursive least squares method is robust to chan-
ges in road conditions, demonstrating good tracking accuracy and stability under both high and low adhesion conditions, with an average
estimation accuracy of tire cornering stiffness of approximately 98. 379 3% .
[Keywords]　 lateral force; slip angle; nonlinear characteristics; recursive least squares method; identification of cornering stiffness
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　 　 在最新的研究调查中显示,超过 90%的交通事

故是由于驾驶员操作不当引发车辆失控所导致

的[1]。 对此,中外研究人员开发了一系列车辆控制

方法避免类似情况发生。 特别是主动安全控制系

统,如自适应 巡 航 控 制 ( adaptive cruise control,
ACC) [2-3]、防抱死制动系统 ( anti-lock braking sys-
tem, ABS ) [4-5]、 电 子 稳 定 控 制 系 统 ( electronic
stability controller, ESC ) [6]、 碰 撞 避 免 ( collision
avoidance, CA) [7]、四轮转向 ( four wheel steering,
4WS) [8-10]等。 车辆运动状态及参数对主动安全控

制来说至关重要,其中横摆角速度、车速、加速度、
方向盘转角等可通过传感器较为廉价地得到。 轮

胎作为车辆与地面直接接触的唯一部件,其侧偏刚

度作为表征轮胎非线性特性的重要参数,并且与轮

胎侧向力、侧偏角息息相关,进而直接影响车辆行

驶稳定性,是主动安全控制中不可或缺的参数。 虽

然它们也可通过传感器测量得到,但仅限于试验

车[11],由于传感器测量成本较高和缺乏可靠性,将
其安装在量产车上是不现实的。 因此,中外学者针

对轮胎侧偏刚度估计展开了广泛的研究。 Lu 等[12]

基于实时估计的轮胎侧偏刚度及侧向力数据提出

了一种最优制动力分配的横摆力矩控制方法,实现

对目标车辆的稳定性控制。 Ni 等[13] 基于在线估计

的轮胎侧偏刚度利用极点配置法设计了一种 RSS
稳定性控制方法,在改善操纵性能的基础上附加偏

航力矩,显著提高了车辆行驶稳定性。 梁艺潇等[14]

对“魔术轮胎”加以简化成线性轮胎模型,对轮胎侧

偏刚度实时在线估计,解决了模型预测控制器发生

模型失配问题,进一步提高了控制器的跟踪精度和

行驶稳定性。 罗玉涛等[15] 基于车辆行驶状态将侧

偏刚度划分线性区及非线性区,对侧偏刚度进行分

段辨识,更新横向控制器中线性侧偏刚度,以提高

控制器路径跟踪精度。 轮胎侧偏刚度不仅对主动

安全控制来说至关重要,对于自动驾驶车辆的路径

跟踪控制也是重要的影响因素,因此,研究行车过

程中实时轮胎侧偏刚度具有非常重要的意义。
目前,获取轮胎侧偏刚度主要有两种方法:实

验测定方法和参数估计方法。 李玲等[16] 首先基于

二自由度模型建立轮胎侧偏刚度辨识模型,并通过

低速圆周运动测定车辆状态变量从而估计轮胎侧

偏刚度,并通过前轮转角及魔术公式验证其准确

性。 但车辆状态变量是在车辆线性状态下测得,所
辨识的轮胎侧偏刚度仅能表征线性侧偏刚度。 由

于实验设备昂贵且在测量非线性侧偏刚度时存在

安全隐患,现有研究开发了多种参数估计方法辨识

轮胎侧偏刚度。 Ye 等[17]基于刷子轮胎模型计算轮

胎力,利用改进卡尔曼滤波算法建立了自适应轮胎

侧偏刚度,并验证了该方法在高低路面附着系数条

件下的准确性。 但轮胎模型参数较多且复杂,对于

不同车型参数也不同,准确地调参仍是一个比较复

杂烦琐的过程。 陈建锋等[18] 提出一种含时变轮胎

侧偏刚度的车辆质心侧偏角鲁棒估计方法,解决了

非线性区域的时变轮胎侧偏刚度表征问题,但实验

验证 不 够 全 面, 未 对 低 附 着 工 况 进 行 验 证。
Giseo[19]假设轮胎侧偏刚度与垂直载荷之间存在线

性函数关系,基于垂直载荷动态变化实时更新轮胎

侧偏刚度,虽提高了车辆稳定性,但其本质为轮胎

侧偏刚度动态范围的确定,对轮胎侧偏刚度估计的

准确性有待提高。 张志达[20]基于实时轮胎力数据,
设计侧偏刚度修正因子估计轮胎侧偏刚度,虽提高

了控制器性能,但是此方法得到的只是侧偏刚度的

修正值,只能反映轮胎的侧偏状态,不能准确表达

轮胎的侧偏刚度。 高松等[21] 利用侧向力与侧偏角

直接相除的方法直接辨识侧偏刚度,不仅估计残差

会导致出现奇异值,而且侧偏角为 0 时导致求解失

败。 卢兴华等[22] 采用递推最小二乘法对轮胎侧偏

刚度进行估计,但算法因“数据饱和”存在估计误差

的问题,导致估计精度降低。
针对上述问题,在不依赖轮胎模型的基础上实

时估计轮胎侧向力、侧偏角,现建立一种可描述轮

胎侧向力、侧偏角、侧偏刚度三者关系的非线性轮

胎力模型,并基于此模型设计一种限定记忆的递推

最小二乘侧偏刚度在线辨识算法。 首先,分析不同

条件下轮胎侧向力、侧偏角与侧偏刚度之间的关

系;基于车轮动力学模型及李亚普诺夫理论设计前

轴纵向力估计器,其估计结果用于轮胎侧向力估

计;基于横摆动力学模型及滑模观测算法设计轮胎

侧向力估计器,根据侧向力估计误差设计侧偏角反

馈估计器。 其次,建立可描述轮胎侧向力、侧偏角、
侧偏刚度三者关系的非线性轮胎力模型,以实时估

计的轮胎侧向力、侧偏角为输入,设计基于限定记

忆的最小二乘侧偏刚度辨识算法,解决算法因“数
据饱和”存在估计误差的问题,提高侧偏刚度的辨

识精度;最后,进行 CarSim 与 Simulink 的联合仿真,
分别选取高、低附着路面在连续大曲率弯道工况下

对轮胎侧偏刚度辨识方法进行验证。

1　 轮胎侧偏刚度的影响因素

车辆行驶过程中因自身转弯、变道等工况或因

斜坡、侧向风等外界干扰轮胎会产生侧向力、侧偏

角。 当车速较低或变道激烈程度较低时,轮胎保持

在线性区,其侧向力、侧偏角之间保持线性关系,即
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侧偏刚度为定值;随着车辆行驶激烈程度的增加,
侧向力与侧偏角之间不再是线性关系,即侧偏刚度

不再是定值。 侧偏刚度不仅受侧向力、侧偏角的影

响,还受到路面附着系数、垂直载荷、胎压等因素的

影响,为更直观、清楚地分析轮胎侧偏刚度的影响

因素,在 Simulink 中建立了刷子轮胎模型。
刷子轮胎模型可以很好地表达轮胎各个物理

量(侧向力、侧偏角、侧偏刚度)与垂直载荷、路面附

着系数之间的关系,本文研究重点关注轮胎的横向

侧偏刚度,所以其侧向力刷子轮胎模型的表达式为

Fy =
Cσ - (Cσ) 2

3μFz
+ (Cσ) 3

27 (μFz) 2, | σ | < σm

μFz, | σ | ≥ σm

{
(1)

式(1)中:C 为轮胎侧偏刚度, C = 4a2bke ,其中 a、b
分别为轮胎接地的长度和宽度,ke为接触区的单元

刚度; σm = 3μFz / C 为起滑极限;μ 为路面附着系

数;Fz为垂直载荷;σ 为侧向滑移率。
为更好地探究轮胎侧偏刚度的影响因素,设置

轮胎模型垂直载荷输入为 3 500 N,探究一定垂直载

荷条件下侧向力、侧偏角、路面附着系数与侧偏刚

度的关系。 图 1 所示为不同路面附着系数条件下的

轮胎侧偏刚度,图 1 中 4 条曲线的斜率分别代表各

自的侧偏刚度。 当垂直载荷一定时,随着路面附着

系数的降低,导致轮胎在较小的侧向力及侧偏角条

件下就达到了轮胎侧滑极限,此时轮胎侧偏刚度达

到最小值。 路面附着系数的越低,线性侧偏刚度与

轮胎实际的侧偏刚度相差越大,所带来的计算误差

也就越大,造成车辆跟踪精度及稳定性下降的可能

性就越大。
设置路面附着系数为 1 改变垂直载荷的大小,

探究一定路面附着系数条件下轮胎侧向力、侧偏

角、垂直载荷与轮胎侧偏刚度的关系。 图 2 所示为

不同垂直载荷条件下轮胎的侧偏刚度,图 2 中 4 条

曲线的斜率分别代表其轮胎侧偏刚度。 在一定垂直

载荷范围内,随着垂直载荷的增加,轮胎侧偏刚度

也会一定程度的增加,如图所示,当垂直载荷为 1
500 N 时,实际轮胎侧偏刚度小于线性侧偏刚度,当
垂直载荷为 5 500 N 时,实际轮胎的侧偏刚度反而

超过了线性侧偏刚度,但随着侧偏角及侧向力的增

加,轮胎侧偏刚度逐渐下降。
通过对图 1 和图 2 的分析可知,路面附着系数

与轮胎垂直载荷是影响轮胎侧偏刚度的因素之一。
在车辆实际行驶过程中,其车身行驶状态及路面总

是不断地发生变化,进而影响轮胎的垂直载荷大小

及侧滑极限,从而影响轮胎的侧偏刚度,使得侧偏

图 1　 路面附着系数对侧偏刚度的影响

Fig. 1　 Influence of pavement adhesion coefficient on
cornering stiffness

图 2　 垂直载荷对侧偏刚度的影响

Fig. 2　 Influence of vertical load on cornering stiffness

刚度一直处于时变状态。 此外,轮胎的充气胎压及

材料也会影响轮胎侧偏刚度,随着胎压的变大,轮
胎侧偏刚度会相应增大,当充气压力过大时,轮胎

侧偏刚度进入饱和区不再发生变化。 不同材质的

轮胎也会影响轮胎侧偏刚度。

2　 轮胎侧偏刚度辨识方法

提出了基于 Lyapunov、滑模观测器、反馈观测器

等理论的轮胎侧偏刚度层级估计策略,如图 3 所示。
完全脱离先验轮胎模型,仅以可观的横摆角速度、
侧向加速度、纵向加速度、发动机转矩、轮缸制动压

力、轮速为估计系统的输入,建立输入变量与每个

子模块、子模块与子模块之间的联系便可最终完成

实时轮胎侧偏刚度的精确辨识。

3　 上层联级估计器

在滑膜观测器原理的基础上,建立了前、后轴

侧向力估计器,考虑前轴纵向力对前轴侧向力的影

响,设计了前轴纵向力估计器并基于李雅普诺夫理

论验证了其稳定性。 上层联级估计器以直接可测

的横摆角速度、侧向加速度等物理量为输入,实时

输出下层递推最小二乘法侧偏刚度辨识器所需的

侧向力、侧偏角数据。
3. 1　 滑模观测器设计

滑模控制对于非线性模型参数及未知的外界扰
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Fyf、Frf分别为前、后轴轮胎侧向力; F
∧

yf 、 F
∧

yr 分别为前、后轴轮胎侧向力的估计值;αf、αr分别为前、后轴轮胎侧偏角; α∧f、α
∧

r 分别为前

后轮侧偏角的估计值;Fxf为前轴纵向力;Cf、Cr分别为前后轴轮胎侧偏刚度;Iz为车辆绕 z 轴的转动惯量;Iw为轮胎转动惯量; φ 为横

摆角; φ··为横摆角加速度;lf、lr分别为汽车质心至前、后轴的距离;m 为整车质量;ay为侧向加速度;Rw为轮胎滚动半径;wf为前轮滚

动的角速度;Twf为前轮驱动力矩与制动力矩的矢量和;x 为当前系统状态;u 为系统输入变量;d 为有界的未知变量;Γ 为系统所受扰

动;L 为反馈系数;E、P 为实常数;y 为系统输出; θ
∧

为侧偏刚度估计;K(k,k + L)为增益矩阵;P(k,k + L)为协方差矩阵;y( k + L)、

ϕ(k + L)分别为输入、输出观测数据;I 为单位矩阵; x∧ 为当前系统状态估计值; x∧
·

为系统滑模观测器输出值; d∧ 为有界未知变量的估

计值; L3 、 L4 分别为前后轮侧偏角估计值的修正系数;Vx为纵向速度

图 3　 轮胎侧偏刚度辨识的分层架构

Fig. 3　 Layered structure of tire cornering stiffness identification

动具备较强实时性、鲁棒性等优点。 轮胎作为一个

非线性系统在车辆行驶过程中因侧向风、路面不平

度等原因极易受到干扰,故本文研究依据滑模理论

设计侧向力滑模观测器。

x· = Eu + Pd + Γ
y = x{ (2)

定义系统的观测误差为 x
~
= x - x∧ ,并令 s = x

~
,

选取 Lyapunov 函数 V1,即

V1 = s2
2 (3)

对式(3)求导可得

V
·
1 = ss· = sx~

·
= s(x· - x∧·) (4)

将观测误差 x
~
作为估计效果的反馈,则滑模观

测器可设计为

x∧· = Eu + Pd
∧

+ Γ + L(x - x∧) (5)
将式(2)和式(5)代入式(4)可得

V
·
2 = s{(Eu + Pd + Γ) - [Eu + Pd

∧

+ Γ +
L(x - x∧)]} = - sPd

∧

+ s[Pd - L(x - x∧)]
(6)

假设存在一个足够大的数 σ1,使得

Pd - L(x - x∧) ≤ σ1 (7)
将式(7)代入式(6)中可得

V
·
1 = - sPd

∧

+ s[Pd - L(x - x
~
)]

≤- sPd
∧

+ sσ1 ≤- sPd
∧

+ s σ1 (8)

为保证系统稳定,满足 V
·
≤0 ,令

d
∧

= P -1σ1sgn( s) (9)
为提升估计效果,考虑观测误差的变化率,当

观测误差收敛时 x
~·
= 0 ,因此有

x
~·
= (x· - x∧·) = Eu + Pd + Γ -

[Eu + σ1sgns + Γ + L(x - x∧)]
= Pd - σ1sgns - L(x - x∧) (10)

根据 Pd - σ1sgns - L(x - x∧) = 0 可得

d
∧

= P -1σ1sgns + P -1L(x - x∧) (11)
为避免抖振,利用饱和函数代替符号函数,则

滑模观测器的最终形式为

x∧· = Eu + Pd
∧

+ Γ + L(x - x∧)
d
∧

= P -1σ1sats + P -1L(x - x∧){ (12)

sat( s) =
sgn( s), s > ζ1

s
ζ1

, s ≤ ζ1
{ (13)
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式中: ζ1 > 0 ,为边界层厚度。
3. 2　 后轴侧向力估计

根据式(1)和式(2)可得

Fyr =
lfmay - Izφ

··

lf + lr
(14)

进一步可转化为

φ·· =
ay lfm
Iz

-
Fyr( lf + lr)

Iz
(15)

代入式(12)可得后轴侧向力估计器为

φ
··∧

=
ay lfm
Iz

-
F
∧

yr( lf + lr)
Iz

+ L1(φ
· - φ

·∧

)

F
∧

yr = - Iz
lf

+ lr( ) [σ1sat(φ
· - φ

·∧

) + L1(φ
· - φ

·∧

) ]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(16)
3. 3　 前轴侧向力估计

根据式(1)和式(2)可得

Fyf =
lrmay + Izφ

·· - Fxf( lf + lr)sinδf

( lf + lr)cosδf
(17)

进一步可化为

φ·· = -
lrmay

Iz
+

( lf + lr)cosδf

Iz
Fyf +

( lf + lr)sinδf

Iz
Fxf (18)

代入式(12)可得前轴侧向力估计器为

φ·· = -
lrmay

Iz
+

( lf + lr)cosδf

Iz
F
∧

yf +

　
( lf + lr)sinδf

Iz
Fxf + L2(φ

· - φ
·∧

)

F
∧

yf =
Iz[σ2sat(φ

· - φ
·∧

) + L2(φ
· - φ

·∧

)]
( lf + lr)cosδf

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(19)

其中前轴纵向力未知,前轮作为驱动轮同时作

为转向轮,其纵向力与侧向力相互影响。 故应先估

计出前轴侧向力估计器所需的前轴纵向力。
车轮动力学模型表达式为

Fxf =
- Iww

·
f + Twf

Rw
(20)

式(20)中: Iw 为轮胎转动惯量;Rw 为轮胎滚动半

径;w f为前轮滚动的角速度; w·f 为前轮滚动的角加
速度;Twf为前轮驱动力矩与制动力矩的和。

根据其动力学模型,建立前轴纵向力估计器,即

F
·∧

xf = Γ2(w
·

f - w·
∧

f)

w·
∧

f =
Twf

Iw
-
F
∧

xfRw

Iw

ì

î

í

ï
ï

ïï

(21)

为了避免对 w f直接微分,减小传感器测量误差

带来的影响,令 ρ = -
RwΓ1

Iw
, κ = - ρw∧ f ,则前轮纵

向力估计器可化为

F
∧

xf = -
Iw
Rw

(κ + ρw f)

κ· = - ρ Tw

Iw
+ ρw f( ) - ρκ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(22)

为了验证估计器的稳定性,选取李雅普诺夫函
数 V2,即

V2 = 1
2 (Fxf - F

∧

xf) 2 (23)

对 V2求导可得

V
·
2 = (Fxf - F

∧

xf)(F
·

xf - F
∧·

xf)

= (Fxf - F
∧

xf)[F
·

xf - ρ(Fxf - F
∧

xf)]

= - ρ(Fxf - F
∧

xf) 2 + (Fxf - F
∧

xf)F
·

xf

≤- ρ(Fxf - F
∧

xf) 2 + ρ
2 (Fxf - F

∧

xf) 2 +
F·2

xf

2ρ

≤- ρ
2 (Fxf - F

∧

xf) 2 +
F·xf

2
max

2ρ (24)

Fxf为有界量,因此存在足够大的正实数 ρ 使得

V
·
2 ≤0 ,从而验证了估计系统的稳定性。 将估计出

的前轴纵向力代入前轴侧向力估计器,最终可得前

轴侧向力估计器为

φ·· = -
lrmay

Iz
+

( lf + lr)cosδf

Iz
F
∧

yf +

　 　
( lf + lr)sinδf

Iz
F
∧

xf + L2(φ
· - φ

·∧

)

F
∧

yf =
Iz[σ2sat(φ

· - φ
·∧

) + L2(φ
· - φ

·∧

)]
( lf + lr)cosδf

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(25)

3. 4　 轮胎侧偏角估计

前后轮侧偏角的表达式为

αf = β +
lfφ

·

vx
- δf

αr = β -
lrφ

·

vx

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(26)

将 β = v
vx

代入(26)并结合式(1)和式(2)可得

α·f = 1
mvx

+
l2f
Izvx

( )Fyf + 1
mvx

-
lf lr
Izvx

( ) - φ·· - δ
·

f

α·r = α·f + δf -
( lf + lr)φ

··

vx

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(27)
将上文估计的前后轴侧向力代入,考虑直接积

分可能会带来误差累积,将侧向力估计误差作为侧

6187
科　 学　 技　 术　 与　 工　 程

Science Technology and Engineering 2025,25(18)



投稿网址:www. stae. com. cn

偏角估计器的反馈,可得前后轮侧偏角估计器为

α
·∧

f = 1
mvx

+
l2f
Izvx

( )F
∧

yf + 1
mvx

-
lf lr
Izvx

( )F
∧

yr - φ·· -

　 　 δ
·

f + L3(may - F
∧

yf - F
∧

yr)

α
·∧

r = α·f + δf -
( lf + lr)φ

··

vx
+ L4(may - F

∧

yf - F
∧

yr)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(28)

4　 下层递推最小二乘法

基于上述侧向力、侧偏角估计器,以实时估计的
侧向力及侧偏角数据为输入设计侧偏刚度辨识策略。
4. 1　 非线性轮胎力模型

由图 1 及图 2 可知,在较小的轮胎侧偏角下,侧
向力与侧偏角大致呈线性关系,即轮胎侧偏刚度为

定值,其具体表达式为

Fyf = C fαf

Fyr = Crαr
{ (29)

随着车辆行驶状态的改变,当车辆以较高车速

行驶或转向时,轮胎侧偏角较大,轮胎进入非线性

区,侧向力、侧偏角、轮胎侧偏刚度三者之间不再是

线性关系。 传统的线性轮胎模型进入非线性区后

存在很大的误差,因此建立非线性轮胎侧向力模型。
轮胎侧向力是指当汽车进行转向或者在曲线

道路上行驶时,轮胎与地面之间产生的垂直于轮胎

滚动方向的力。 这种力是由于汽车的重心在车辆

转弯时向外侧倾斜,导致轮胎需要足够的侧向力抵

抗侧滑的趋势,从而与地面形成一种侧向的摩擦

力,轮胎侧向力有利于车辆实现稳定的转向行驶。
设汽车在转向行驶的过程中侧向加速度为 ay,整车
离心力应为 may,汽车圆周运动的半径为,此时有如

下关系,即

ay = v2
ρ (30)

假设汽车左右对称,则同轴轮胎的侧向力相

等,前、后轴轮胎的侧向力表达式为

2Fyf = - may
a
L

2Fyr = - may
b
L

ì

î

í

ï
ï

ïï

(31)

由 Fiala 轮胎侧偏特性公式,可以假设轮胎侧向

力以地面附着力为饱和状态,可得以轮胎侧偏角的

二次式近似表示的侧向力为

2Fyf = 2C fαf -
LC2

f

μmgbα
2
f

2Fyr = 2Crαr -
LC2

r

μmgaα
2
r

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(32)

由式(32)可以看出,此时的轮胎前后轴侧向

力、侧偏角及侧偏刚度之间呈非线性关系,由此得

到非线性轮胎侧向力模型。 通过前文建立的轮胎

模型可知轮胎的侧向力及侧偏角表达式,从而实现

对轮胎侧偏刚度的估计。
4. 2　 基于递推最小二乘法的侧偏刚度辨识模型

为解决上述问题,该部分基于递推最小二乘法

得轮胎侧偏刚度拟合模型,实现非线性轮胎侧向力

模型对轮胎侧偏刚度进行实时在线估计。 首先将

非线性轮胎侧向力模型转化为递推最小二乘算法

的标准形式如式(33)所示,对应的输入、输出及待

估计参数公式为

Fyf = C fαf -
LC2

f

2μmgbα
2
f

Fyr = Crαr -
LC2

r

2μmgaα
2
r

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(33)

y(k) = Fyf 或 Fyr

φ(k) = [αf -
L

2μmgbα
2
f ] 或 [αr -

L
2μmgaα

2
r ]

θ = [C f C2
cf] T 或[Cr C2

cr] T

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(34)
理论上来说,递推最小二乘法进行在线辨识随

着观测时间的延长,待估计参数的估计精度也会越

来越高。 递推最小二乘法在处理大量数据时,由于

信息过载或者数据处理速度有限,导致算法的性能

下降,从过多的数据采样中得到的信息量相对减

少,使得估计误差增大,这种现象称为“数据饱和”。
针对递推最小二乘法“数据饱和”所带来的问题,本
文研究采用限定记忆的递推最小二乘法( recursive
least squares with limited memory,RLS-LM),通过限

制观测数据的有效记忆长度 L,来避免过拟合,特别

是当输入信号或数据具有循环特性时,可以有效防

止“数据饱和”问题。
递推最小二乘法方程[23]为

θ
∧

(k + 1) = θ
∧

(k) + K(k + L)[y(k + 1) -

　 　 　 　 　 φT(k + 1)θ
∧

(k)

K(k + 1) = P(k)φ(k + 1)
I + φT(k + 1)P(k)φ(k + 1)

P(k + 1) = [I - K(k + 1)φT(k + 1)]P(k)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(35)
将式(35)设计的基于递推最小二乘法的侧偏

刚度辨识模型进行改写:第 k + L - 1 个数据序列

的输 入 输 出 观 测 数 据 为 y ( k + L - 1 )、
φ(k + L - 1),假设从第 k 个量测时段到第 k + L - 1
个量测时段之间得到的侧偏刚度估计值为 θ∧ ( k,k
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+ L - 1),协方差矩阵为 P(k,k + L - 1),增益矩阵

为 K(k,k + L - 1)。 然后新增第 k + L 数据序列的新

数据,此时可以知道第 k 量测时段到第 k + L 量测时

段之间包含的信息为: θ∧(k,k + L)、P(k,k + L)、
K(k,k + L), 可以得

θ
∧

(k,k + L) = θ
∧

(k,k + L - 1) + K(k,k + L) ×
　 　 [y(k + L) - φT(k + L) ×

　 　 θ
∧

(k,k + L - 1)]
P(k,k + L) = [I - K(k,k + L)φT(k + L)] ×
　 　 P(k,k + L - 1)
K(k,k + L) = P(k,k + L - 1)φ(k + L) ×
　 　 [I + φT(k + L)P(k,k + L - 1) ×
　 　 φ(k + L)] - 1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(36)
为了维持数据序列在每次采样时的记忆长度

L 不变,当引入新的第 k + L 个数据序列时,需要移

除原有的第 k 数据序列的旧数据,以保持序列的

时序特征和动态变化的一致性。 去除旧数据后第

k + 1 量测时段到第 k + L 量测时段之间包含的信

息为: θ∧(k + 1,k + L)、P(k + 1,k + L)、K(k + 1,
k + L)。

协方差矩阵 P(k)为

P(k) = (ΦT
kΦk) -1 = ∑

k

i = 1
φ( i)φT( i) = ΦT

kΦk

(37)

P(k - 1) = (ΦT
k-1Φk-1) -1 = ∑

k-1

i = 1
φ( i)φT( i)

= ΦT
k-1Φk-1 (38)

由式(37)和式(38)推导可得

P -1(k + 1,k + L) = ∑
k+L

i = k+1
φ(i)φT(i)

= P -1(k,k + L) - φ(k)φT(k)
(39)

使用矩阵反演公式可得

[A + BCD] -1 = A -1 - A -1B(C -1 + DA -1B)DA -1

(40)
推导可得

P(k + 1,k + L) = I + P(k,k + L)φ(k)φT(k)
I - φT(k)P(k,k + L)φ(k)[ ] ×

P(k,k + L) (41)
其中增益矩阵 K(k) = P(k)φ(k) ,根据递推

最小二乘估计公式可得参数估计值的表达式为

θ
∧

(k,k + L) = [ΦT(k,k + L)Φ(k,k + L)] -1 ×
ΦT(k,k + L)Y(k,k + L) × = P(k,k + L)
ΦT(k,k + L)Y(k,k + L) (42)

θ
∧

(k + 1,k + L) = [ΦT(k + 1,k + L) ×
Φ(k + 1,k + L)] -1 × ΦT(k + 1,k + L)
Y(k + 1,k + L) = P(k + 1,k + L) ×
ΦT(k + 1,k + L)Y(k + 1,k + L) (43)
整理可得

θ
∧

(k + 1,k + L) = θ
∧

(k,k + L) - P(k + 1,k + L)φ(k) ×

[y(k) - φT(k)θ
∧

(k,k + L)] (44)
令 K(k + 1,k + L) = P(k + 1,k + L)φ(k) ,并

将矩阵反演公式代入可得

K(k + 1,k + L) = P(k,k + L)φ(k) ×
[I - φT(k)P(k,k + L)φ(k)] -1 (45)
对式(36) ~式(45)进行整理,可得限定记忆的

递推最小二乘的辨识算法公式为

θ
∧

(k,k + L) = θ
∧

(k,k + L - 1) + K(k,k + L) ×

　 　 [y(k + L) - φT(k + L)θ
∧

(k,k + L - 1)]
K(k,k + L) = P(k,k + L - 1)φ(k + L) ×
　 　 [1 + φT(k + L)P(k,k + L - 1)φ(k + L)] -1

P(k,k + L) = [I - K(k,k + L)φT(k + L)] ×
　 　 P(k,k + L - 1)

θ
∧

(k + 1,k + L) = θ
∧

(k,k + L) + K(k + 1,k + L) ×

　 　 [y(k + L) - φT(k + L)θ
∧

(k,k + L)]
K(k + 1,k + L) = P(k,k + L)φ(k) ×
　 　 [I - φT(k)P(k,k + L)φ(k)] -1

P(k + 1,k + L) = [I + K(k + 1,k + L)φT(k)] ×
　 　 P(k,k + L)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(46)
在式(46)中,每增加一组第 k + L 数据序列所

提供的新信息,就通过 a、b、c 三个公式来计算第 k
到第 k + L 之间的数据序列的参数估计 θ∧(k,k + L),
增益矩阵 P(k,k + L) 和协方差矩阵 K(k,k + L)。然

后再通过 d、e、 f 三个式子来除去第 k 数据序列所提

供的旧信息,并计算第 k + 1 至第 k + L 之间的数据

序列参数估计 θ∧ (k + 1,k + L),增益矩阵 P(k + 1,
k + L) 和协方差矩阵 K(k + 1,k + L)。 通过不断地

进行迭代,可以保证每次参数估计时只有最新一组

L 个观测方程数据起作用,从而克服了递推最小二

乘法“数据饱和”带来的不良影响,提高了参数估计

的精确度。

5　 仿真实验验证

5. 1　 评价指标

平均绝对误差(mean absolute error,MAE)、均方

根误差(root mean square error,RMSE) [24]、归一化均
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方 根 误 差 ( normalized root mean square error,
NRMSE)是常用的模型评价标准,它们能够从不同

角度评价和分析算法的性能。 MAE 表示估计值与

真实值的误差绝对值的平均值,RMSE 是均方误差

(mean square error,MSE)加了根号,RMSE 在数量级

上更加直观。 以上两个指标是用来描述估计值与

真实值的误差情况,它们之间在的区别在于,RMSE
先对偏差做了一次平方,如果误差的离散度高,即
最大偏差值大的话,RMSE 就放大了。 NRMSE 通过

将 RMSE 除以数据组中最大值来进行归一化,这样

做的目的是为了消除不同特征尺度对结果的影响,
使得不同数据集之间的模型性能可以公平比较,
NRMSE = 0 表示完美模型,NRMSE > 100% 则表示

劣质模型。 计算公式为

估计值: y∧ = {y∧1,y
∧

2,…,y∧n} (47)
真实值: y = {y1,y2,…,yn} (48)

MAE = 1
n∑

n

i = 1
y∧i - yi (49)

RMSE = 1
n∑

n

i = 1
(y∧i - yi) 2 (50)

NRMSE =

1
n∑

n

i = 1
(y∧i - yi) 2

max yi

× 100% (51)

5. 2　 仿真分析

为验证本文设计的轮胎侧偏刚度实时辨识算

法的有效性,搭建了一个基于 CarSim 和 Simulink
的联合仿真实验平台。 鉴于我国公路普遍采用沥

青作为路面材料,为了全面评估该模型在不同路

况下的适应性,选择 0. 85 模拟沥青路面良好的附

着条件,即高附着系数,0. 45 则模拟沥青路面较差

的附着条件,即低附着系数。 在工况选取方面,
Smooth 路径包含两个连续大曲率弯道,不仅可以

测试车辆在单个弯道上的性能,还能评估控制器

在连续弯道中的能力,因此选取 Smooth 路径进行

仿真验证。
车速设置 72 km / h,图 4 为高附着条件下前轴

纵向力估计值与真实值之间的关系图,图 5 和图 6
为高附着条件下前轴和后轴侧向力、侧偏角估计值

与真实值之间的关系图。 由误差分析表 1 和表 2 可

以看出,估计值与真实值之间误差较小。 综合考虑

数据量级、实验工况等因素,基于噪声自适应容积

卡尔曼滤波 ( noise adaptive cubature Kalman filter,
NACKF)算法[25]估计的侧向力均方根误差(RMSE)
在不同路面附着条件下均高于本文提出的侧向力

参数估计方法;本文方法侧偏角估计值的均方根误

差(RMSE)均在 0. 005 以内,而基于自适应 SCKF 和

图 4　 高附着前轴纵向力估计

Fig. 4　 Estimation of front axle longitudinal
force on high adhesion

图 5　 高附着前、后轴侧向力估计

Fig. 5　 Estimation of front and rear axle lateral
force on high attachment

图 6　 高附着前、后轴侧偏角估计

Fig. 6　 Estimate of front and rear axle slip
angles on high adhesion

表 1　 高附着条件下误差分析

Table 1　 Error analysis under high adhesion condition

评价

指标

前轴纵

向力

前轴侧

向力

后轴侧

向力

前轴侧

偏角

后轴侧

偏角

MAE 8. 264 8 118. 594 2 89. 835 5 0. 001 4 0. 003 4
RMSE 13. 135 2 300. 315 8 182. 739 9 0. 002 1 0. 004 9

NRMSE / % 2. 020 1 5. 113 0 2. 557 9 1. 118 3 5. 226 7

表 2　 低附着条件下误差分析

Table 2　 Error analysis under low adhesion condition

评价

指标

前轴纵

向力

前轴侧

向力

后轴侧

向力

前轴侧

偏角

后轴侧

偏角

MAE 5. 330 6 159. 883 2 77. 287 8 0. 001 2 0. 002 4
RMSE 5. 463 1 336. 865 5 115. 182 9 0. 001 7 0. 003 1

NRMSE / % 2. 954 1 5. 835 5 3. 109 2 0. 832 1 5. 963 5
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积分校正的侧偏角观测融合算法[26] 的均方根误差

(RMSE)为 0. 009 4;本文估计的纵向力及侧向力的

归一化均方根误差(NRMSE)均在 6% 以内,相比于

卡尔曼滤波方案和改进的集员滤波方案[27],轮胎前

轴纵向力、侧向力以及后轴侧向力的归一化均方根

误差 NRMSE 分别降低了 3. 989 9% 、1. 387 0% 、
1. 052 1% ,得到更为精确的估计结果。

图 9 和图 10 为高附着工况下前轴和后轴侧偏

刚度辨识结果,实验结果表明,在车辆行驶过程中,
基于非线性模型辨识出的侧偏刚度值能准确跟踪

真实的侧偏刚度值,很好地贴合 CarSim 的计算结

果, 前 后 轴 侧 偏 刚 度 辨 识 精 度 分 别 达 到 了

98. 348 4% 、98. 636 0% ,表明该方法在高附着条件

下具有较好的适用性。
车速设置 54 km / h,图 9 为低附着条件下前轴

纵向力估计值与真实值之间的关系图,图 10 和

图 11为低附着条件下前轴和后轴侧向力、侧偏角估

图 7　 前轴侧偏刚度辨识

Fig. 7　 Identification of front axle cornering stiffness

图 8　 后轴侧偏刚度辨识

Fig. 8　 Identification of rear axle cornering stiffness

图 9　 低附着前轴纵向力估计

Fig. 9　 Estimate of front axle longitudinal
force on low adhesion

计值与真实值之间的关系图。 通过仿真实验数据

可知,估计值与真实值之间误差较小,参数估计输

出结果较为准确。 整体而言,设计的侧偏角、侧向

力上层联级估计器在不同附着路面条件下,均具有

较好的跟踪精度及稳定性,其估计结果为下层轮胎

侧偏刚度辨识提供精准的输入。
图 12 和图 13 为低附着工况下前轴和后轴侧偏

刚度辨识结果,可以看出,车辆在行驶过程中,基于

非线性模型辨识出的侧偏刚度值能准确跟踪真实

的侧偏刚度值,很好的贴合 CarSim 的计算结果,前
后轴侧偏刚度辨识精度分别达到了 97. 957 8% 、
98. 574 9% ,相比于采用 EKF 方法的侧偏刚度辨

识[28]在低速条件下,侧偏刚度精度得到有所提升,
表明该方法在低附着条件下同样具有较好的适

用性。
综上所述,设计的侧偏角、侧向力的上层联级估

图 10　 低附着前、后轴侧向力估计

Fig. 10　 Estimate of front and rear axles lateral
forces on low adhesion

图 11　 低附着前、后轴侧偏角估计

Fig. 11　 Estimate of front and rear axle slip
angles on low adhesions

图 12　 前轴侧偏刚度辨识

Fig. 12　 Identification of front axle cornering stiffness
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图 13　 后轴侧偏刚度辨识

Fig. 13　 Identification of rear axle cornering stiffness

计器,其估计结果误差小于其他模型算法,具有较

高的估计精度,为下层轮胎侧偏刚度辨识提供准确

的输入;基于非线性轮胎模型的侧偏刚度估计值可

以实时准确地跟踪 CarSim 计算的参考侧偏刚度,整
体侧偏刚度估计精度约为 98. 379 3% ,相比于基于

自适应 FFRLS 的汽车前后轴侧偏刚度估计方法[29]

精度提高了 3. 139 5% ;在考虑非线性轮胎力模型的

基础上,本文提出的基于递推最小二乘法的侧片刚

度估计方法可以更加准确地表征轮胎侧向力、侧偏

角与侧偏刚度三者之间的关系,提高了侧偏刚度辨

识的实时性、准确性、适用性。

6　 结论

(1)本文设计的侧向力及侧偏角估计器在高、
低附着路面上均有较准确的估计结果,估计值与真

实值的归一化均方根误差均在 6% 以内,为下层轮

胎侧偏刚度辨识提供精确的输入。
(2)对模型进行 CarSim 与 Simulink 联合仿真,

实验结果表明,本文设计的基于递推最小二乘法的

轮胎侧偏刚度在线辨识策略可以实时准确的估计

轮胎侧偏刚度,估计精度为 98. 3793% 。
(3)本文提出的非线性轮胎力模型可以更加准

确地表征轮胎侧向力、侧偏角和侧偏刚度三者之间

的关系,本文提出的算法对道路条件变化具有鲁棒

性,提高了侧偏刚度实时估计的准确性。
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