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数学

食饵具有 Allee 效应的离散捕食-被捕食
系统的分岔及控制

王涛, 古佳忻, 张莉敏∗

(重庆邮电大学理学院, 重庆 400065)

摘　 要　 为探讨 Allee 效应对种群动态行为的影响,利用中心流形定理与分岔理论,研究了一类食饵具有 Allee 效应的离散捕

食-捕食者系统的分岔。 结果表明: 适当增大食饵种群的增长率,会导致系统通过跨临界分岔出现食饵的天敌———捕食者;在
适当的 Allee 效应下,系统是稳定的,但 Allee 效应超过临界值,系统会发生二倍周期的翻转分岔,分岔参数图还表明随着 Allee
效应进一步增强,此二倍周期的翻转分岔会导致系统出现混沌。 从生物学的观点来看,在一定的生态环境中,某一物种繁殖到

一定程度,会通过“物竞天择”的方式出现其天敌;适当的 Allee 效应有利于捕食系统的稳定,但食饵 Allee 效应过强,将造成捕

食效能锐减,失去天敌的有效制约,食饵将经历短暂地激增、然后超过环境容纳量而消亡。 为减少分岔带给系统的不利影响,
利用状态反馈法控制跨临界分岔、利用混合策略控制翻转分岔。 数值模拟结果显示与理论分析完全一致。
关键词　 跨临界分岔; 翻转分岔; 分岔控制; 数值模拟
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Bifurcations and Controls of a Discrete-time Predator-prey
System with Allee Effect on Prey
WANG Tao, GU Jia-xin, ZHANG Li-min∗

(School of Science, Chongqing University of Posts and Telecommunications, Chongqing 400065, China)

[Abstract]　 To investigate the influence of Allee effect on population dynamics, the center theorem and bifurcation theory were used
to study the bifurcation of a discrete predator-prey system with Allee effect on prey. The results indicate that an appropriate increase in
the growth rate of the prey population will lead to the emergence of predators, the natural enemies of the prey by the transcritical bifur-
cation; Under the appropriate Allee effect, the system is stable, but if the Allee effect exceeds the critical value the system will undergo
a double period flip bifurcation. The bifurcation parameter diagram also shows that as the Allee effect further strengthens, this flip bi-
furcation will lead to chaos in the system. From a biological perspective, in a certain ecological environment, a species that reproduces to
a certain extent will encounter its natural enemies through “natural selection”. An appropriate Allee effect is beneficial for the stability of
the predator-prey system, but if the Allee effect of the prey is too strong, it will cause a sharp decrease in predators and an effective re-
striction of no natural enemies. The prey will undergo a brief surge, exceed the environmental capacity, and then die out. To reduce the
adverse effects of the bifurcations on the system, the state feedback is used to control the transcritical bifurcation and facilitate hybrid con-
trol to control the flip bifurcation. The numerical simulation results show complete consistency with the theoretical analyses.
[Keywords]　 transcritical bifurcation; flip bifurcation; bifurcation control; numerical simulation

　 　 在自然界中,种群自身密度的变化会影响种群

的增长率。 生态学家 Allee 发现一种现象,群聚有

利于种群的增长, 但过分稀疏或过分拥挤又会阻碍

增长,对种群繁殖产生负作用,这种生物现象被称

为 Allee 效应。 近年来,Allee 效应在传染病动力学、
种群生态学及种群生物学等方面有着广泛应用。
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Akhtar 等[1]、Arim 等[2] 分析了具有 Allee 效应

的传染病模型的动力学性质。 焦乐等[3] 对滨海湿

地植物种群 Allee 效应的驱动机制进行了探讨。 徐

晓雯等[4] 研究了晶格河流模型中 Allee 效应对河流

速度的影响。 Dong 等[5]讨论了具有 Allee 效应的浮

游动植物模型的动力学性质。 Qurban 等[6] 研究了

食植者具有 Allee 效应的植物—食植者模型的稳定

性和分岔。 Song 等[7]、Chen 等[8] 分析了具有 Allee
效应的反映扩散捕食模型的稳定性和斑图。 Bi
等[9]讨论了具有 Allee 效应的分数阶捕食系统的空

间动力学。 Zhang 等[10-11]、Chen 等[12]则研究了具有

Allee 效应的离散捕食系统的稳定性与分岔。 分岔

是一类重要的非线性现象。 在机械振动[13]、生物系

统[10-12] 以及电力系统[14] 等领域都存在此类现象。
研究系统的分岔有助于掌握系统的动态,理解系统

行为的内在机理。 在生物学中, 由于分岔和不稳定

波动会对生物种群的繁殖产生不利影响, 因而生物

系统的分岔控制也是生物动力学研究的一个热点。
Kangalgil[15]提出了一类食饵具有 Allee 效应的离

散捕食系统的分岔及控制。 该文阐述了该捕食系统的

构建意义,讨论了系统在不动点附近的稳定性并给出

Neimark-Sacker 分岔存在的临界条件。 现在前人的基

础上,首先深入讨论系统所有潜在的余维一分岔。 利

用中心流形定理和分岔理论,不仅给出了分岔发生的

临界条件,而且利用简明的系统参数给出分岔发生的

非退化条件和横截条件,进而判断出分岔发生的方向

和稳定性。 其次,根据生物学背景,解释说明分岔所代

表的生物学现象和意义,分析 Allee 效应对系统的影

响。 随后,为避免分岔对系统产出不稳定影响,利用状

态反馈方法和混合策略方法来控制理论分析得到的分

岔。 最后,利用数值模拟来支持理论分析。

1　 系统简介

Kangalgil[15]中提出的食饵具有 Allee 效应的离

散捕食-被捕食系统表达式为

xn+1 = axn(1 - xn) -
xn

m + xn
xnyn

yn+1 = 1
b xnyn

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1)

式(1)中: xn、yn 分别为食饵与捕食者在时间等于 n
时的种群数量;非负常数 a、b 分别为食饵的增长率

和捕食者的营养转化率;
xn

m + yn
为 Allee 效应项,

m > 0 为 Allee 效应常数。 Kangalgil[15] 给出了系统

[式(1)]非负不动点的存在性及稳定性,并选择食

饵的增长率 a 为分岔参数,研究了系统在正不动点

处发生 Neimark-Sacker 分岔的条件。 下面的引理给

出了系统[式(1)]所有非负不动点存在的条件。
引理 1[15] 　 假设 a > 0、b > 0 时, 则

(1)系统[式(1)]总有一个原点 E0(0,0) 。
(2) 如果 a > 1 ,系统[式(1)]有一个边界点

E1
a - 1
a ,0( ) 。

(3)如果 a > 1
1 - b 和 b∈(0,1) ,系统[式(1)]

有一个内部点 E2 b,(m + b)[(1 - b)a - 1]
b( ) 。

系统[式(1)]在任意点 (xn,yn) 处的雅可比矩

阵为

J(xn,yn) =
v1 - x2

m + x
y
b

x
b

( ) (2)

式(2)中: v1 = - 2ax3 + [( - 4m + 1)a - y]x2

(m + x) 2 +

- 2m[(m - 1)a + y]x + am2

(m + x) 2 。

在本文中,对系统[式(1)]所有非负不动点的

所有潜在的余维一分岔进行探讨,并选 Allee 效应

为分岔参数,研究系统在正不动点处发生翻转分岔

的条件。 最后,利用状态反馈和混合策略来控制理

论分析得到的分岔。

2　 不动点 E1 和 E0 处的跨临界分岔

将 E1 代入式(2), 得到特征值为

λ1 E1
= 2 - a

λ2 E1
= a - 1

ab
{ (3)

显然,当 a = 1
1 - b , b ∈ (0,1) 时 , 特征值

λ2 E1
= 1。

通过分析系统[式(1)]在不动点处雅可比矩阵

的特征值, 可以对该不动点处可能发生的分岔进行

预判, 这便于后续对分岔存在性进行研究。 定理 1
表明, 系统在不动点 E1 处可以发生跨临界分岔。

定理 1　 当 a = 1
1 - b 、 b ∈ 0, 2

3( )∪ 2
3 ,1( )、

m > 0 时, 系统[式(1)]在不动点 E1 处发生跨临界

分岔。 在 E1,
1

1 - b( ) 的小邻域内, 当 a > 1
1 - b 时

出现稳定不动点 E2 。 当 a > 1
1 - b 或 a < 1

1 - b( )
时, 不动点 E1 不稳定 (或稳定)。
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证明　 对系统[式(1)]做如下可逆变换:

xn = x~ n + b(b - 1)
m + b y~ n + a - 1

a

a = δn + 1
1 - b

yn = y~ n

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(4)

式(4)中: x~ n 、 y~ n 代表系统[式(1)]两个新的状态

变量; δn 充分小,代表对控制参数 a 的扰动。
则系统[式(1)]变换为

x~ n+1

δn+1
y~ n+1

( ) =
2b - 1
b - 1 0 0

0 1 0
0 0 1

( )
x~ n

δn
y~ n

( ) +
g1( x

~
n,y

~
n,δn)

0
g2( x

~
n,y

~
n,δn)

( )
(5)

g1(x
~
n,y

~
n,δn) = 1

b - 1x
~ 2
n - x~ nδn + e1x

~
ny
~
n + e2y

~ 2
n +

　 　 　 　 　 　 　 e3δny
~
n + O ( x~ n + y~ n + δn )3

g2(x
~
n,y

~
n,δn) = 1

b - 1x
~
ny
~
n + b - 1

m + by
~ 2
n +

　 　 　 　 　 　 　 (b - 1)2

b y~ nδn

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(6)
式(6)中:

e1 = m - (1 - m)b
(m + b) 2 ;

e2 = [b2 + (2m - 1)b - m](1 - b)b
(m + b) 3 ;

e3 = [2b3 + (3m - 2)b2 + (1 - 3m)b + m](1 - b)
(m + b)2 。

根据中心流形定理[16],系统[式(5)]有如下中

心流形:Wc(0) = {( x~ n,y
~
n,δn) ∈R3 ∣ x~ n = h( y~ n,

δn),h(0,0) = 0,Dh(0,0) = 0}, 其中, δn 足够小,
且 D 为一阶微分算子。 假设

h( y~ n,δn) = a1 y
~ 2
n + a2 y

~
nδn + a3δ2n +

O[( y~ n + δn ) 3] (7)

此时, h( y~ n,δn) 必须满足关系式

h{ y~ n + g2[h( y
~
n,δn),y

~
n,δn],δn} =

　 　 2b - 1
b - 1 h( y~ n,δn) + g1[h( y

~
n,δn),y

~
n,δn]

(8)
式(8)中: g1( x

~,y~ n,δn)、g2( x
~
n,y

~
n,δn) 由式(6)求

出。 将式(5)和式(7)代入式(8)中, 得

a1 = [b2 + (2m - 1)b - m] (b - 1) 2

(m + b) 3 ,a3 = 0,

a2 = [2b3 + 3b2m - 2b2 + (1 - 3m)b + m] (b - 1)2

(m + b)2b
。

由此 得 到 式 ( 7 ) 的 中 心 流 形, 并 将 系 统

[式(5)]限制在中心流形上,写成映射的形式为

y~ n+1 F( y~ n,δn) = y~ n + b - 1
m + by

~ 2
n +

　 　 (b - 1) 2

b y~ nδn + O[( y~ n + δn ) 3] (9)

在 b∈ 0, 2
3( )∪ 2

3 ,1( )、m > 0 条件下, 得到

F
∧

(0,0) =0, ∂F
∧

(0,0)
∂y~ n

= 1, ∂2F
∧

(0,0)
∂y~ 2

n

= 2(b -1)
m + b <

0, - ∂2F
∧

(0,0)
∂y~ 2

n

∂2F
∧

(0,0)
∂y~ n∂b∗

) = 2b
(1 - b)(m + b) >0。(

将 E0 代入式(2),得到特征值 λ1 E0
= a 和

λ2 E0
= 0 ,当 a = 1 时特征值 λ1 E0

= 1 。 采用类似

定理 1 的证明方法,得到系统在 E0 发生跨临界分岔

的定理 2。
定理 2　 当 a = 1 时, 系统[式(1)]在不动点

E0 处发生跨临界分岔。 在 (E0,1) 的小领域内, 当

a > 1 时出现稳定不动点 E1 。 当 a > 1 (或 a < 1 )
时,不动点 E0 不稳定 (或稳定)。

3　 不动点 E2 和 E1 处的翻转分岔

为方便后面讨论,定义如下函数曲线:

a1(b) = 1
1 - b, a2(b) = 3

3b - 1,

a3(b) = 5
1 + b, a4(b) = 5

1 - b。

并定义如下平面区域:

D1:
1
3 < b < 4

9
a4(b) < a < a2(b)

{
D2:

1
3 < b < 4

9
a3(b) < a < a4(b)

{ ∪
4
9 < b < 2

3
a3(b) < a < a2(b)

{

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(10)
同时定义:在 (b,a) ∈ D1 ∪ D2 范围内有

H = 17 + (b3 - 9b2 + 5b - 1)a3 +
(37b2 - 14b + 3)a2 + (13 - 55b)a

≠0 (11)
将 E2 代入式(2),得到特征多项式为

F(λ) = λ2 + Qλ + S (12)
式(12)中:

Q = λ[ab2 - 2b + m(a - 3)]
m + b ;

S = - 2b2a - a(m - 1)b + m
m + b 。
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将多项式(12)看做以 λ 为变量的二次函数,
则:在引理 1 (3) 的条件 a > a1(b) 和 b ∈ (0,1)
下,可得 F(1) = (1 - b)a - 1 > 0。

令

m = - b[(3b - 1)a - 3]
a(b + 1) - 5 􀰛 mk (13)

则有 F( - 1) = 0 , 当 (b,a) ∈D1 ∪D2 ∪ a4(b) 时,
有mk > 0 。 进一步当 a≠ a4(b) 时, S≠1 。 从而可

知,当 (b,a) ∈ D1 ∪ D2 , m = mk 时,在 E2 处有

λ1 = - 1 和 λ2 ≠- 1 < 1 。 下面的定理表明, 在此条

件下,系统[式(1)]在不动点 E2 处发生翻转分岔。
定理 3 　 假设式 ( 11 ) 成立, 当 m = mk ,

(b,a) ∈D1 ∪ D2 时, 系统[式(1)]在不动点 E2 处

发生翻转分岔, 其中 D1、D2 由式(10)给出, H、mk 分

别由式(11)和式(13)给出。
证明　 对系统[式(1)]做如下变换:

xn = χ~ n + b[(b + 1)a - 5]
4 + (4b - 4)a γ~ n + b

m = m~ ∗ + mk

yn = - [a(b - 1) + 1] 2

b[a(b + 1) - 5] χ
~
n + γ~ n +

　 　 (m + b)[a(1 - b) - 1]
b

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(14)

从而可得

χ~ n+1

m~ ∗

γ~ n+1

( ) =
- 1 0 0
0 1 0

0 0 (b - 1)a + 3
2

( )
χ~ n

m~ ∗

γ~ n

( ) +
k
~

1( χ
~
n,γ

~
n,m

~
∗)

0

k
~

2( χ
~
n,γ

~
n,m

~
∗)

( ) (15)

k
~
1( χ

~
n,γ

~
n,m

~
∗) = d1 χ

~ 2
n + d2 χ

~
nm

~
∗ + d3 χ

~
nγ
~
n +

　 　 d4γ
~
nm

~
∗ + d5γ

~ 2
n + O[( χ~ n + γ~ n + m~ ∗ ) 3]

k
~
2( χ

~
n,γ

~
n,m

~
∗) = d6 χ

~ 2
n + d7 χ

~
nm

~
∗ + d8 χ

~
nγ
~
n +

　 　 d9γ
~
nm

~
∗ + d10γ

~ 2
n

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(16)
式(16)中:

d1 = [11 + (b2 +4b -1)a2 +6(1 -4b)a]
[5 + (b -1)a]b[1 + (b -1)a] ;

d2 =
[a(b +1) -5]2

[a(b -1) +1]b[a(b -1) +5];

d3 =
[a(b +1) -5][6 +(3b2 +b)a2 +(2 -15b)a]

2 [a(b -1) +1]2[a(b -1) +5]
;

d4 =
ab (ab +a -5)2

2 [a(b -1) +1]2[a(b -1) +5]
;

d5 =
[a(b +1) -5]2b[1 +(5b2 -2b +1)a2 -2(1 +3b)a]

16[a(b -1) +5][a(b -1) +1]3 ;

d6 =
[6 +2(3b -1)a2 +(2 -5b)a][1 +(b -1)a]

[5 +(b -1)a][(b +1)a -5]b2
;

d7 =
2(a -5)[1 +(b -1)a]

[5 +(b -1)a]b2
;

d8 =
27 +(5b2 +4b -1)a2 +(6 -32b)a

[20 +4(b -1)a]b ;

d9 =
(ab +a -5)2

4b[a(b -1) +5];

d10 =
[21 +(5b2 -2b +1)a2 -2(b +3)a][a(b +1) -5]

16[a(b -1) +1][a(b -1) +5] 。

根据中心流形定理[16], 系统[式(15)]存在中心

流形:Wc(0) = {( χ~ n,γ
~
n,m

~
∗) ∈ R3 | γ~ n = h( χ~ n,

m~ ∗),h(0,0) = 0,Dh(0,0) = 0}。
假设

h( χ~ n,m
~

∗) = a1 χ
~ 2
n + a2 χ

~
nm

~
∗ + a3m

~ 2
∗ +

O[( χ~ n + m~ ∗ ) 3] (17)

则中心流形 h( χ~ n,m
~

∗) 必须满足:

h{ - χ~ n + k
~
1[ χ

~
n,h( χ

~
n,m

~
∗),m~ ∗],m~ ∗} =

　 　 (b - 1)a + 3
2 h( χ~ n,m

~
∗) +

　 　 k
~
2[ χ

~
n,h( χ

~
n,m

~
∗],m~ ∗) (18)

式 ( 18 ) 中: k
~
1( χ

~
n,γ

~
n,m

~
∗)、k

~
2( χ

~
n,γ

~
n,m

~
∗) 由

式(16)给出,比较两端系数可得

a1 = (4 - 12b)a2 + (60b - 24)a - 12
(a2b2 - a2 + 10a - 25)b2 ,

a2 = 4[1 + ( - 1 + b)a](5 - a)
[5 + (b - 1)a] 2b2 ,a3 = 0。

将系统 (15) 限制在中心流形上可得

χ~ n+1 F( χ~ n,m
~

∗) = - χ~ n + d2 χ
~
nm

~
∗ + d1 χ

~ 2
n +

　 　 c1 χ
~ 3
n - c2 χ

~ 2
nm

~
∗ - c3 χ

~
nm

~ 2
∗ +

　 　 O[ ( χ~ n,m
~

∗) 4] (19)
式(19)中: d1、d2 由式(16)给出,同时

c1 = -
2m1m2

[5 + (b - 1)a] 2b2 [1 + (b - 1)a] 2,

c2 =
4m3[(b + 1)a - 5]

[5 + (b - 1)a] 3b2 [1 + (b - 1)a] 2,

c3 = 2(a - 5) [a(b + 1) - 5] 2a
[5 + (b - 1)a] 3b[1 + (b - 1)a]

;

m1 = (3b2 + b)a2 + (2 - 15b)a + 6,
m2 = (3b - 1)a2 + 3(2 - 5b)a + 3,
m3 = 3(b - 1)b2a4 - (15b3 - 17b2 - 6b + 1)a3 -

3(2b2 + 12b - 1)a2 + (30b + 13)a - 15。
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　 　 当 (b,a) ∈ D1 ∪ D2 且 H ≠0 时,可得

∂2F
∂χ~ n∂m

~
∗

+ 1
2

∂F
∂m~ ∗

∂2F
∂χ~ 2

n
( )

(0,0)

=

　 　 [a(b + 1) - 5] 2

b[a(b - 1) + 5][a(b - 1) + 1] ≠ 0,

1
3!

∂3F
∂χ~ 3

n

+ 1
2

∂2F
∂χ~ 2

n

2

( )
(0,0)

=

　 　 H
[5 + (b - 1)a] [1 + (b - 1)a] 2b2 ≠0。

式中: D1、D2 和 H 分别由式(10)和式(11)式给出,
根据文献[17]定理 9. 5. 4,可以得到当 (b,a) ∈ D1

∪ D2 , m = mk 时, 系统[式(1)]在 E2 处发生翻转

分岔。
同理,将 E1 代入式(2)中可得

F(1) E1
= (a - 1)[1 + (b - 1)a]

ab 。

由已知 a > 1 可知,当 b≥1 时, F(1) E1
> 0 。

当 a < a1(b) 和 0 < b < 1 时,也有 F(1) E1
> 0 。

当 a = 3 时,有 F( - 1) E1
= 0 。 进一步当 b ≠- 2

3
时,有 S E1

≠ 1。 这意味着 E1 处的 λ1 E1
= - 1 和

λ2 E1
≠- 1 < 1。 采取类似定理 3 的证明方法,得到

如下定理:
定理 4 　 当 a = 3, m > 0 和 b ≥ 1 时, 系统

[式(1)]在不动点 E1 处发生翻转分岔。

4　 不动点 E2 和 E1 处的分岔控制

在本节采用混合控制策略来控制在 E2 和 E1 处

产生的翻转分岔,采用状态反馈控制来延迟 E1 处产

生的跨临界分岔。 对系统[式(1)]使用混合控制策

略, 得到控制系统为

xn+1 = α axn(1 - xn) -
xn

m + xn
xnyn[ ] + (1 - α)xn

yn+1 = α 1
b xnyn( ) + (1 - α)yn

ì

î

í

ï
ï

ï
ï (20)

式(20)中:0 < α < 1 。 控制系统[式(20)]与原始系统

[式(1)]有相同的不动点。 系统[式(1)]将在 α = 1 时

与控制系统[式(20)]重合。 通过计算, 得到 E2 处的雅

可比矩阵为

J
~
=

[1 + (1 - a)α]m - ab2α + b
m + b - αb2

m + b

- [1 + (b - 1)a](m + b)α
b2 1( )。

J
~
的特征多项式为

F
~
(λ) = λ2 + Q

~
λ + S

~
(21)

式(21)中:

Q
~

= [(a - 1)α - 2]m + ab2α - 2b
m + b ;

S
~
= - {(m + b)[a(b - 1) + 1]α2 + [ab2 + (a -

1)m]α - b - m} / (m + b)。
当 (b,a) ∈D1 ∪D2 和 0 < α < 1 时,为简化后

续表示, 记

k = 1 + (b - 1)a < 0
p = kα2 + 2(a - 1)α - 4

α1 = 1 - a + a2 + 4ab - 6a + 5
k ∈ (0,1)

α2 = 4
- k

< 1,　 (b,a) ∈ D1

> 1,　 (b,a) ∈ D2
{

α0 = α2 = 2
- k

< 1,　 (b,a) ∈ D1

> 1,　 (b,a) ∈ D2
{

G = 16 + k2α4 + 2k(a - 1)α3 +
　 　 4[(1 - 2b)a + a2b - 1]α2 - 16aαb

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(22)
当 (b,a) ∈D1 ∪D2 ,显然 a > a3(b) ,从而可得

α1 - α2 = 5 - a + a2 + 4ab - 6a + 5
k < 0。

令

H
~

= 32 + k3α6 + 2(a - 1)k2α5 +
2(a2 - 2ab - 1)kα4 - 4(a - 1) ×
[(2b2 - b)a2 + (2b - 1)a + 1]α3 +
[(4b2 - b)a2 + ab]8α2 +
16[(1 - 4b)a - 1]α ≠0 (23)

由于 F
~
(1) = - α2[1 + (b - 1)a] ,在引理 1 (3)

的条件 a > a1(b) 和 b ∈ (0,1) 下, 有 F
~
(1) > 0 。

当 (b,a) ∈ D1 ∪ D2 , α ∈ (0,α1) ∪ (α1,1) 时,令

m = - (p + 2kα)b
p 􀰛 mt (24)

在此条件下,易知 F
~
( - 1) = 0 ,并有 mt - mk =

2bk(α - 1)
ab + a - 5

4 + kα
p ,其中 mk 由式(13)求出。

由式(22)及 α1 与 α2 的大小关系可得

mt

< mk, α ∈ (0,α1),(b,a) ∈ D1 ∪ D2 或

α ∈ (α2,α0) ∪ (α0,1),(b,a) ∈ D1

> mk, α ∈ (α1,α2),(b,a) ∈ D1 或

α ∈ (α1,1),(b,a) ∈ D2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï (25)

在式 ( 25 ) 条 件 下, 可 得 S
~

- 1 = - 2 -
1
2 kα2 ≠0。 这意味着 E2 处的 λ1 E2

= - 1 和λ2 E2
≠

-1 <1,此时式(19)在 E2 处可能发生翻转分岔。
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定理 5　 假设式(23)成立,则当 α ∈ (0,α1) ∪
(α1,1), (b,a) ∈ D1 ∪ D2, m = mt 时, 控制系统

[式(20)]在不动点 E2 处发生翻转分岔, 其中 D1、
D2 由式(10)给出。 当 α ∈ (0,α1), (b,a) ∈ D1 ∪
D2, 或者 α ∈ (α2,α0) ∪ (α0,1), (b,a) ∈ D1 时,
有 mt < mk, 此时控制系统使 E2 处的翻转分岔提前

发生;当 α ∈ (α1,α2),(b,a) ∈ D1 或者 α ∈ (α1,
1),(b,a) ∈D2 时,有 mt > mk ,此时控制系统使 E2

处的翻转分岔延迟发生,其中 α0 、 α1 、 α2 由式(22)
给出, mk 和 mt 分别由式(13)和式(24)给出。

证明 对系统 (20) 做如下变换

xn = ζn + bp
4kηn + b

m = θn + mt,

yn = - α2k2

bp ζn + ηn - (m + b)k
b

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(26)

式(26)中: ζn、ηn 为系统[式(20)]两个新的状态变

量; θn 充分小,表示对控制参数 m 的扰动;系统参数

k、p 由式(22)给出, 通过式(26), 式(20)被改写为

ζn+1
θn+1

ηn+1

( ) =
- 1 0 0
0 1 0

0 0 2 + kα2

2
( )

ζn
θn

ηn

( ) +
w1(ζn,θn,ηn)

0
w2(ζn,θn,ηn)

( ) (27)

w1(ζn,θn,ηn) = d11ζ2n + d12ζnθn + d13ζnηn + d14ηnθn +
　 　 　 　 　 　 　 d15η2

n + O[( ζn + ηn + θn )3]

w2(ζn,θn,ηn) = d16ζ2n + d17ζnθn + d18ζnηn + d19ηnθn +
　 　 　 　 　 　 　 d20η2

n + O[( ζn + ηn + θn )3]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(28)

d11 = G
αbk(4 + kα2)

d12 = p2

αbk(4 + kα2)

d13 = p{8 + k2α4 + [(2b2 - b - 1)a2 + (b + 2)a - 1]α3)
2αk2(4 + kα2)

+

　 　 p{[4a2b + (6 - 10b)a - 6]α2 + 4[1 - (2b + 1)a]α}
2αk2(4 + kα2)

d14 = (kα + a - 1)p2

2k2(4 + kα2)

d15 = {k2α3 + 4abkα2 + [4a2b - 8 + (8 - 12b)a]α - 8a + 8}bp2

16k3(4 + kα2)

d16 = 2α{8 + k(a - 1)α3 + [2a2b - 4 + (4 - 6b)a]α2 - 8aαb}k
pb2(4 + kα2)

d18 = 32α + k2α5 + [(4b2 - 2b - 2)a2 + (2b + 4)a - 2]α4

4b(4 + kα2)

d17 = 2αk[(a - 1)α - 4]
b2(4 + kα2)

d19 = αp2

4b(4 + kα2)

d20 = {16 + k2α4 + 4abkα3 + 4[a2b - 1 + (1 - 2b)a]α2 + 8(1 - a)α}αp
16k(4 + kα2)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(29)

式(29)中: k、p、G 由式(22)给出。
根据中心流形定理[16], 系统[式(27)]存在中

心流形Wc(0) = {(ζn,θn,ηn)∈R3 | ηn = h(ζn,θn),
h(0,0) = 0,Dh(0,0) = 0}。

假设 θn 足够小,有
h(ζn,θn) = a1ζ2n + a2ζnθn + a3θ2n +

O[( ζn + θn )3] (30)
此时中心流形 h(ζn,θn) 必须满足关系式

h{ - ζn + w1[ χ
~
n,h(ζn,θn),θn],θn} = 2 + kα2

2 ×

{h(ζn,θn) + w2[ζn,h(ζn,θn),θn],θn} (31)
式(31)中: w1(ζn,θn,ηn)、w2(ζn,θn,ηn) 由式(28)
给出。 将式(27)和式(30)代入式(31)中, 得到

a1 = { - 4k(a - 1)α3 + [16 - 8a2b + (24b -
16)a]α2 + 32abα - 32} / {α[kα2 + 2(a -
1)α - 4](4 + kα2)b2};
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a2 = {4αk[4 + (1 - a)α]} / [(4 + kα2) 2b2];
a3 = 0。
由此得到式 ( 30 ) 的中心流形, 并 将 系 统

[式(27)]限制在中心流形可得

ζn+1 F(ζn,θn) = - ζn + d11ζ2
n + d12ζnθn -

　 　 2c4ζ3
n + 4c5ζ2

nθn - 2c6ζnθ2
n + O[ (ζn,θn) 4]

(32)
式(32)中: d11 和 d12 由式(29)给出, 同时

c4 =
m4m5

(kα2 + 4)2α2k2b2
;c5 =

m6[kα2 + (2a - 2)α - 4]
(4 + kα2)3αk2b2

;

c6 = {α [kα2 + (2a - 2)α - 4]2[α(a - 1) - 4]
(kα + a - 1) [(4 + kα2)3kb2] -1;

m4 = 8 + (a - 1)kα3 + 2[a2b + (2 - 3b)a - 2]
α2 - 8abα;

m5 =8 + k2α4 + [(2b2 - b -1)a2 + (b +2) × a -1]
α3 +2[2a2b + (3 -5b)a -3]α2 +4[(1 -2b) ×
a +1]α;

m6 = (a -1)k3α6 + [(2b +1)a2 +2(1 -3b)a -3]
k2α5 + k[3a3b + (5 -8b2 -3b)a2 -10a +5]
α4 -4k[3ba2 + (2 -5b)a -2]α3 +4[a3b -2a2 +
(4 - b) × a -2]α2 -16ab(a -1)α +16(a -1)。
由条件 (b,a) ∈ D1 ∪ D2 和 0 < α < 1 和

式(23)、式(25)可得

( ∂2F
∂χ~ n∂m

~
∗

+ 1
2

∂F
∂m~ ∗

∂2F
∂χ~ 2

n
)

(0,0)

= p2

bk(4 + kα2)α
≠0,

1
3!

∂3F
∂χ~ 3

n

+ 1
2

∂2F
∂χ~ 2

n

2

( ) ][
(0,0)

= H
~

b2k2(4 + kα2)α2 ≠0。

式中: D1、D2 和 k、p分别由式(10)和式(22)给出, H
~

由式 (23 ) 给出。 从而当 m = mt 时,控制系统

[式(20)]在 E2 处发生翻转分岔。 又根据式(25)可
得 mt 与 mk 的大小关系,从而定理得证。

同理,将 E1 代入式(19)中, 由已知 a > 1 ,在条

件 a < a1(b) 下可得

F(1) E1
= (a - 1)[(b - 1)a + 1]α2

ab > 0。

当 a = 2 + α
α 时有F

~
( - 1) E1

= 0。 当 b≠ 2α
α2 - 4

可得到

S
~

E1
≠1。 这意味着 E1 处的λ1 E1

= - 1 和λ2 E1
≠

-1,系统[式(20)]在 E1 处可能发生翻转分岔。
由于类似定理 5 的证明方法, 省略以下定理的

证明过程。

定理 6　 当 a = α + 2
α , m > 0 , 且 b ≠ 2α

α2 - 4
时, 控制系统[式(20)]在不动点 E1 处发生翻转分

岔。 由 α + 2
α > 3, 可知控制系统使在 E1 处的翻转

分岔延迟发生。
下面通过状态反馈控制来控制 E1 处的跨临界

分岔。 表达式为

xn+1 = axn(1 - xn) -
xn

m + xn
xnyn

yn+1 = 1
b xnyn + β x - a - 1

a( )

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(33)

式(33)中: xn、yn 分别代表食饵与捕食者在时间等

于 n 时的种群数量,参数 0 < β < 1。
显然当 β = 0 时式 (33) 和式 (1) 相同, 且

式(33)与式(1)有着相同不动点 E1
a - 1
a ,0( ) 。

利用相同的方法将 E1 代入式(33)的雅可比矩

阵, 并得到特征多项式为

F = λ2 + λ[a2b - (2b + 1)a + 1]
ab -

(a - 1)[(m + 1)a2 + ( - bβ - 2m - 3)a + bβ + 2]
ba[a(m + 1) - 1] 。

令 a = - Δ + bβ - b + m + 2
2(m + 1)(b - 1) 􀰛 ak,其中: Δ =

b2β2 + 2b[(2m + 1)b - m]β + (b + m) 2 > 0, 则有

F(1) = 0。
由 Δ - [(β - 1)b - m] 2 = 4b2β(m + 1) > 0,

知 ak - 1
1 - b = Δ + βb - b - m

(2m + 2)(1 - b) > 0。

由于证明方法与定理 1 类似, 省略以下定理的

证明过程。
定理 7　 当 a = ak 时, 控制系统[式(33)]在不

动点 E1 处发生跨临界分岔。 由 ak > 1
1 - b 可知控

制系统使在 E1 处的跨临界分岔延迟发生。

5　 数值模拟

在本节中, 通过数值模拟二维分岔图和时间序

列图来说明与上述理论的一致性。

例 5. 1　 取 b = 0. 5,m = 2 , a = 1
1 - b = 2 。 根

据定理1, 系统[式(1)]在 E1 处发生跨临界分岔。 如

图 1 所示, 在 a < 2 (或 a > 2 )时 E1 稳定(不稳定)。
例 5. 2 　 取 a = 4,b = 0. 5 ,m = mk = 0. 5 。 根

据定理 3, 系统[式(1)]在 E2 处发生翻转分岔。 如图2
所示, 在 0. 3 < m < 0. 5 时 E2 是稳定的, 当 m =0. 5
时, 在 E2 处发生翻转分岔。 当m > 0. 5 时E2 处发生稳

定的周期-2 分岔, 并在之后发生周期-4 分岔到最后产

生混沌。 图 3 为与之对应的最大李雅普诺夫指数图。
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例 5. 3　 取 b = 2,m = 3 , a = 3 。 根据定理4, 系

统[式(1)] 在不动点 E1 处发生翻转分岔。 如图 4 所

示, 在2. 5 < a < 3时E1 是稳定的, 当 a = 3时, 在E1

处发生翻转分岔。 当 a > 3 时 E1 处发生稳定的周期-2
分岔, 并在之后发生周期-4 分岔到最后产生混沌。

例 5. 4 　 在 a = 4,b = 0. 5 的参数条件下,取
α =0. 8 , m = mt = 4. 5 ,则控制系统在 E2 处满足定

理 5 的条件 α ∈ (α1,1),(b,a) ∈ D2 。 图 5 显示在

图 1　 在 a-yn 平面上的跨临界分岔图

Fig. 1　 Transcritical bifurcation diagram in a-yn plane

图 2　 在 m-xn 平面上的翻转分岔

Fig. 2　 Flip bifurcation diagram in m-xn plane

图 3　 对应于图 2 的最大李雅普诺夫指数

Fig. 3　 Maximum Lyapunov exponents corresponding to Fig. 2

此条件下,例 5. 2 中图 2 发生的翻转分岔得到有效

控制,系统在同样的参数区间内是稳定的。
例 5. 5　 取 b = 0. 5,m = 2,a = 2,β = 0. 8。 根

据定理 7, 例 5. 1 中发生的跨临界分岔将得到有效

控制。 图 6 显示对应于图 1 的跨临界分岔得到控

制,在同样的参数范围内,跨临界分岔消失。

图 4　 在 a-xn 平面上的翻转分岔

Fig. 4　 Flip bifurcation diagram in a-xn plane

图 5　 对应于图 2 的分岔控制图

Fig. 5　 The control bifurcation diagram corresponding to Fig. 2

图 6　 对应于图 1 的分岔控制图

Fig. 6　 The control bifurcation diagram corresponding to Fig. 1
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6　 结论

结合分岔理论及控制理论的相关知识,研究了

一类食饵具有 Allee 效应的离散捕食-被捕食系统

的分岔及控制,得到如下主要结论。
(1) 研究了该系统在 E1 和 E0 处发生跨临界分

岔的条件。 根据定理 1, 当 a = 1
1 - b 时, 系统

[式(1)]在边界点 E1 处发生跨临界。 根据生物学

意义, 在没有捕食者的情况下, 在增长率 a < 1
1 - b

时食饵种群稳定;当增长率继续增加到 a = 1
1 - b

时,食饵种群就会通过“物竞天择”的方式出现其天

敌,使系统达到新的不动点 E2 。
(2) 考虑到正不动点 E2 更具有生物学意义,

探讨了系统在 E2 处发生的翻转分岔的条件、并给出

证明。 根据定理 3 可知, 在适当的 Allee 效应下,系
统是稳定的,但 Allee 效应超过临界值 mk ,系统会

发生二倍周期的翻转分岔。 例 5. 2 中的图 2,图 3
表明,Allee 效应继续增加,则系统将通过倍周期的

翻转分岔通往混沌。
(3)在种群生物学中,分岔可能会给种群的生

存带来不利影响,妨害种群的稳定。 因而利用状态

反馈法控制跨临界分岔、利用混合策略控制翻转分

岔。 例 5. 4 的图 5 与例 5. 5 的图 6,进一步表明理论

分析与数值模拟的一致性。
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