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基于指数型聚焦稳定器和惩罚函数约束的
重力三维反演
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摘　 要　 基于典型聚焦稳定器的重力反演能较好地突出地下地质体的边界,但是,受聚焦因子的影响较大。 指数型聚焦稳定

器具有聚焦特性,而且,在一定程度上可以回避聚焦因子选择的问题,具有改善重力三维反演效果的潜质。 此外,惩罚函数约

束可以改善反演的多解性,将反演的物性值约束在一定范围内。 基于此,为探索指数型聚焦稳定器和惩罚函数约束对重力三维

反演的改善作用,将指数型聚焦稳定器和惩罚函数写入三维重力正则化反演目标函数,完成了有、无指数型聚焦稳定器及有、无
惩罚函数约束的重力三维反演效果对比。 模型试验表明:指数型聚焦稳定器可以较准确地还原异常体的物性和空间分布,但存

在假异常和物性值超出真实值的情况,基于惩罚函数约束的指数型聚焦反演可以较好地改善此类情况,此外,惩罚函数约束的分

区域处理可以提高解的准确性。 上述情况表明,基于指数型聚焦稳定器和惩罚函数约束的反演方法具有一定的推广潜质。
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YAN Wen-qiang1,2, CHENG Tian-jun3, CHEN Xiao1,2∗, ZHAO Fei-yu1,2, XIE Qi-mao3,
WAN Xiao-dong1,2, JIANG Xue-cheng1,2, WANG Jin-feng1,2

(1. School of Geophysics and Measurement-control Technology, East China University of Technology, Nanchang 330013, China;
2. State Key Laboratory of Nuclear Resources and Environment, East China University of Technology, Nanchang 330013, China;

3. Jianghan Branch of Sinopec Geophysical Corporation, Qianjiang 433100, China)

[Abstract]　 The boundaries of underground geological bodies are effectively highlighted through gravity inversion based on a typical
focusing stabilizer, but this process is significantly affected by the focusing factor. The focusing characteristics are possessed by the ex-
ponential focusing stabilizer. To a certain extent, the issue of selecting the focusing factor can be circumvented by it, and it has the po-
tential to have improved the effectiveness of three-dimensional gravity inversion. Furthermore, the multiplicity of solutions in inversion
can be improved by the constraint imposed by the penalty function, which confine the inverted physical property values within a certain
range. Based on this, in order to explore the improvement effects on three-dimensional gravity inversion by the exponential focusing sta-
bilizer and penalty function constraint, the exponential focusing stabilizer and penalty function were incorporated into the three-dimen-
sional gravity regularization inversion objective function. Comparisons were made of the effects resulting from three-dimensional gravity
inversion, both with and without the involvement of the exponential focusing stabilizer, as well as with and without the application of the
penalty function constraint. Model experiments have demonstrated that: the physical properties and spatial distribution of anomalous
bodies can be accurately restored by the exponential focusing stabilizer, but there exist instances where false anomalies arise and physi-
cal property values surpass the true values. Situations like these can be improved by the exponential focusing inversion that is based on



投稿网址:www. stae. com. cn

penalty function constraints. Furthermore, the accuracy of the solution can be enhanced by the zonal processing of penalty function con-
straints. The above situation indicates that the inversion method based on the exponential-type focusing stabilizer and constrained by
penalty functions has certain potential to be generalized.
[Keywords]　 exponential focus stabilizer; penalty function; three-dimensional inversion; gravity

　 　 与光滑反演相比,聚焦反演具有突出尖锐边界

的效果,一直是地球物理反演领域研究的热点。 具

有聚焦特性的稳定器形式是多样的,其中,最小支

撑稳定器[1] 和最小梯度支撑稳定器[2] 是其中的典

型,被国内外学者广泛应用[3-5]。 文献[6-8]表明,
最小支撑和最小梯度支撑稳定器中的聚焦因子对

聚焦效果影响明显,该因子的选取一直是聚焦反演

中的难题[9-10]。 赵崇进等[11] 提出了一种基于指数

函数性质的指数型聚焦稳定器,并将其应用于二维

重磁震联合反演,指出该稳定器具有突出物性边界

的特点,且可以避免聚焦因子的选取和模型梯度的

计算。 郭一豪等[12] 将指数型聚焦稳定器引入二维

大地电磁测深反演,并指出该聚焦稳定器具有推广

至高维地球物理方法聚焦反演的潜质。 陈晓等[13]

将指数型聚焦稳定器引入基于 Gramian 约束的二维

重力综合反演,并用于江西相山地区某测线的实测

资料处理中。 樊驹等[14] 将改进的可调指数型聚焦

稳定器用于重力正则化反演中,验证了该类稳定器

受聚焦因子的影响较小,有一定的适用性和稳定

性。 万晓东等[15]将指数型聚焦稳定器用于三维大地

电磁测深混合正则化反演,得到了较好的聚焦效果。
在地球物理反演中,物性结果可能存在超出物

性范围的情况,为了将反演结果约束在合理范围

内,绝对约束法[2,16-17]是比较常见的方法,该方法直

接将超过限定范围的物性反演结果“拉回来”,存在

较强的人为干预。 相比之下,惩罚函数法是一种比

较灵活的方法,已广泛地应用于各种地球物理反演

中。 Li 等[18]引入了惩罚函数法,将物性约束添加到

目标函数中进行反演,实现了物性约束。 王智等[19]

将惩罚函数写入目标函数,实现了井中激电数据的

三维反演。 曾志文[20-21] 将惩罚函数引入二维的重

力和大地电磁测深宽范围物性约束联合反演,促使

物性参数约束在合理范围内,并将新方法应用于安

徽茶亭铜金矿床的资料处理中。 陈晓等[22] 以二维

的重力和大地电磁联合反演为例,对比了转换函数

法和惩罚函数法的约束效果,并指出了惩罚函数法

是一种宽松的约束方法。 Zeng 等[23] 将惩罚函数约

束引入到三维非结构网格的重磁电宽范围物性约

束联合反演,获得了较好的约束效果。
基于此,现将指数型聚焦稳定器和惩罚函数引

入重力三维反演之中,并通过模型试验来验证该方

法在三维重力中的有效性。

1　 目标函数及优化

基于指数型聚焦稳定器和惩罚函数约束的重

力三维反演的目标函数可以写为

P(m) = φ(m) + αS(m) + μC(m) (1)

S(m) = ∫
v
[diag(Wm)] 2(1 - e - m-mapr )dv

(2)
式中: φ 、 S 、 C 分别为数据拟合泛函、模型稳定泛

函和惩罚函数; α 、 μ分别为正则化因子和惩罚函数

项权重因子; Wm 为模型加权矩阵; m 为待解模型;
mapr 为先验模型。

数据拟合稳定泛函可写成观测数据和预测数

据的二范数,即
φ(m) = ‖A(m) - dobs‖2 (3)

式中: A 正演算子; dobs 为观测数据。
1. 1　 指数型聚焦稳定器

指数型聚焦稳定器[11]可写为

SEX(m) = ∫
v
(1 - e - m-mapr )dv (4)

对上述稳定器[11]求偏导,得
∂SEX(mn+1)

∂mn+1
= 2 1 - e- mn-mapr

(mn - mapr)2 + ε2(mn+1 - mapr)

(5)
令

δSEX = 1 - e - mn-mapr

(mn - mapr) 2 + ε2 (6)

∂SEX(mn+1)
∂ mn+1

≈2δSEX(mn+1 - mapr) (7)

式中: ε 为避免分母为 0 的小值; n 为迭代次数;
mapr 为此处的先验模型。
1. 2　 惩罚函数约束

惩罚函数约束是在目标函数中加入惩罚函数

项,进而引入约束信息。 设定模型参数向量的上下

界物性值分别为 bn 和an, n 为迭代次数,其约束范

围满足

bn ≤ mn ≤ an (8)
h1(mn) = mn - bn (9)
h2(mn) = an - mn (10)
惩罚函数 C 及其对待解参数的偏导数可写为

C(m) = {min[0,h1(m)]}2 + {min[0,h2(m)]}2

(11)
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∂C(mn)
∂mn

= 2{min[0,h1(mn)] - min[0,h2(mn)]}

(12)
此外,本文中拟对惩罚函数约束进行分区域处

理,不同的区域给予不同的物性约束范围,旨在通

过精确的物性约束来提高反演对复杂地质地球物

理条件的适用性。
1. 3　 优化算法

本文中采用快速高效的共轭梯度算法对目标

函数式进行极小化,其基本流程表达式为

In = JT
n[A(mn) - dobs] +

αnWT
m WmδSEX(mn - mapr) +

μn{min[0,h1(m)] - min[0,h2(m)]}
(13)

βn =
‖ In‖2

‖ In-1‖2 , I
~

n = In + βn I
~

n-1 , I
~

0 = I0

(14)

kn = 〈 I
~

n, In〉 / [‖J I
~

n‖
2 + αnδ SEX ‖ Wm I

~

n‖
2 +

‖min(0,I
~

n)‖
2] (15)

mn+1 = mn - kn I
~

n (16)
式中: n 为迭代次数; Jn 为灵敏度矩阵, Jn =
∂A(mn)
∂ mn

; A(mn) 和 dobs 分别为预测数据和观测数

据, mn 为待解模型; mapr 为先验模型;Wm 为模型加

权矩阵; αn 为正则化因子; In 为梯度方向; βn 为更

新系数; I
~

n 为共轭梯度方向; kn 为迭代步长。

2　 模型试验

采用规则六面体单元进行网格剖分,并利用直

立长方体重力异常积分公式[24]进行正演计算,采用

自适应正则化算法[25]确定正则化因子,并将惩罚函

数项权重系数设为定值。 为了验证基于指数型聚

焦稳定器和惩罚函数约束的重力三维反演的效果,
设计了两个模型试验。
2. 1　 模型试验 1

设计了如图 1 所示的密度模型。 在背景剩余密

度 ρ = 0 g / cm3 的均匀半空间中,存在剩余密度为

1. 0 g / cm3的异常体,其中心坐标为(525 m,525 m,
200 m),x 方向边长为 350 m,y 方向边长为 350 m,z
方向边长为 200 m。 模拟测点 441 个,测点间距为

50 m,反演共迭代 70 次。 设计了如下对比试验:方
案一,无稳定器的重力三维反演;方案二,基于指数

型聚焦稳定器的重力三维反演;方案三,基于指数

型聚焦稳定器和惩罚函数约束的重力三维反演,整
个研究区域的密度约束范围为 0 ~ 1. 0 g / cm3;方案

图 1　 单块体模型立体图

Fig. 1　 3D structure diagram of single cube model

四,基于指数型聚焦稳定器和分区域惩罚函数约束

的重力三维反演,在埋深为 200 ~ 400 m 的区域内,
密度约束范围为 0 ~ 1. 0 g / cm3,其余区域的密度约
束范围为 0 ~ 0. 2 g / cm3。 四种方案的反演结果见图
2 所示。

方案一的反演结果,如图 2(c)、图 2(d)所示:无
稳定器约束的重力三维反演的密度体集中分布于地

表,密度值也远小于真实值,最大值在0. 6 g / cm3 附
近,无法还原真实模型的位置分布和密度。 方案二的

反演结果,如图 2(e)、图 2(f)所示:指数型聚焦反演

结果的异常体的空间位置与真实模型的空间位置基

本一致,反演的密度值也得到改善,但是,存在反演的

密度值超出真实密度的情况。 方案三的反演结果,如
图 2(g)、图 2(h)所示:基于惩罚函数约束的指数型

聚焦反演的密度更符合真实值。 方案四的反演结果,
如图 2(i)、图 2(j)所示:在四种方案的反演结果中,
基于分区域惩罚函数约束的指数型聚焦反演结果最

贴近真实模型。 分析图 3,可以看出,四种方案的反

演迭代误差曲线在前几次迭代均呈下降趋势,方案一

很快就达到迭代终止条件,其余三种方案的迭代曲线

均呈现先上升再平缓下降的特点。
2. 2　 模型试验 2

设计了如图 4 所示的密度模型。 在背景剩余密
度 ρ = 0 g / cm3的均匀半空间中,存在剩余密度分别
为 1. 0 g / cm3和 - 1. 0 g / cm3的异常体,两个异常体
的中心坐标分别为 ( 275 m, 525 m, 200 m) 和

(775 m,525 m, 200 m), 边长均设为: x 方向为

250 m,y 方向为 350 m,z 方向为 200 m。 模拟测点

441 个,测点间距为 50 m,反演共迭代 50 次。 设计

了如下对比试验:方案一,无稳定器的重力三维反

演;方案二,基于指数型聚焦稳定器的重力三维反

演;方案三,基于指数型聚焦稳定器和惩罚函数约

束的重力三维反演,整个研究区域的密度约束范围

为 - 1. 0 ~ 1. 0 g / cm3;方案四,基于指数型聚焦稳定
器和分区域惩罚函数约束的重力三维反演,在埋深为
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图 2　 单块体模型不同方案反演结果切片图

Fig. 2　 Slice plot of inversion results of different schemes of single cube model

200 ~ 400 m 的区域内,密度约束范围为 -1. 0 ~ 1. 0
g / cm3,其余区域的密度约束范围为 -0. 2 ~0. 2 g / cm3。
四种方案的反演结果见图 5 所示。

方案一的反演结果,如图 5( c)、图 5(d)所示:
无稳定器约束的重力三维反演难以还原真实模型,
反演的密度值处于 - 0. 6 ~ 0. 6 g / cm3,且集中分布

在 100 m 以浅。 方案二的反演结果,如图 5 ( e)、
图 5(f)所示:指数型聚焦反演结果具有较好的聚焦

效果,但是反演的密度值存在高于或低于真实值的

情况。 方案三的反演结果,如图 5( g)、图 5( h)所

示:基于惩罚函数约束的指数型聚焦反演的密度

值,基本上被约束在 - 1. 0 ~ 1. 0 g / cm3。 方案四的

反演结果,如图 5(i)、图 5(j)所示:在四种方案的反

演结果中,基于分区域惩罚函数约束的指数型聚焦

反演结果最贴近真实模型。 分析图 6,可以看出,四
种方案的迭代误差曲线在前几次迭代均呈下降趋

势,方案一很快就达到迭代终止条件,其余三种方

案的迭代曲线均呈现先上升再平缓下降的特点。
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图 3　 迭代误差曲线

Fig. 3　 Curves of RMS iterative error
图 4　 双块体模型立体图

Fig. 4　 3D structure diagram of double cube model

图 5　 双块体模型不同方案反演结果切片图

Fig. 5　 Slice plot of inversion results of different schemes of double cube model
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图 6　 迭代误差曲线

Fig. 6　 Curves of RMS iterative error

综合以上两个试验的结果,可以看出,无稳定

器约束的重力三维反演的“趋肤现象”明显,效果较

差,指数型聚焦反演可以获得聚焦效果,但存在“过
聚焦”的风险,惩罚函数约束可以将反演的物性值

约束在合理范围内,分区域惩罚函数约束可以实现

更加精细化的约束。

3　 结论

本文实现了基于指数型聚焦稳定器和惩罚函

数约束的三维重力正则化反演,并开展了模型试

验,可以得出如下结论。
(1)指数型聚焦稳定器适用于重力三维反演,

不用考虑聚焦因子的选择且具有明显的聚焦特性。
(2)基于惩罚函数约束的指数型聚焦反演可以

促使反演结果约束在一定范围之内,此外,分区域

惩罚函数约束可以实现更加精细化的约束。
需要指出的是,惩罚函数项权重因子的选择方

法,以及惩罚函数项权重因子和正则化因子的联动

调整方法是值得进一步开展研究的。
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