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专栏

当抽象的几何理论转化为算法程序当抽象的几何理论转化为算法程序

[[编者按编者按]] 《赛先生》微信公众平台于2014年7月发起，它讲述科学家的故事，介绍科普知识，也传递科学的态度，不仅是科学家们

建言国家和社会的平台，也是一份颇具可读性的科学读物。《科技导报》从2015年第13期开始，与《赛先生》合作，每期选取1篇《赛先

生》发布的高质量原创文章，与读者分享，“与科学同行”。

1 几何计算化面临的挑战

几何计算化对于现代几何理论和计算机科学都提出了强有

力的挑战。单纯从理论方面而言，就已经困难重重；考虑到计算

机实现，我们不可避免地要渡过许多难以逾越的天堑。

1）存在性与构造性证明

经典几何理论中的大量存在性证明都是基于抽象的拓扑方

法，而非直接的构造法。从证明本身，我们只知道解的存在，但是

无法具体找到解。这需要进一步发明新的构造性算法，往往构造

性证明比存在性证明更加需要对几何现象深刻理解和洞察。

比如黎曼面的单值化定理，给定一个封闭的带黎曼度量的

可定向曲面，存在一个和初始度量共形等价的度量，其诱导常值

高斯曲率。19世纪末，单值化定理被复变函数方法证明出来。

但是这种方法只给出了存在性，却无法直接构造出常曲率度

量。直至近百年后，Hamilton的Ricci曲率流方法才给出构造性

方法。图1直观展示了曲面单值化定理，亏格为0的曲面保角地

变成球面；亏格为1的曲面可以保角地展开在平面上；高亏格的

曲面可以周期性地展开在双曲平面上。

对于大量的几何存在性定理，经典的理论只有抽象的证明，

却没有构造性方法，寻求构造性的证明方法本身需要旷日持久

的艰苦努力。

2）光滑结构对离散表示

经典几何理论特别是微分几何和偏微分方程理论都是建立

在光滑微分结构之上。计算机内存有限，所有的数据结构都是

离散的。如何用离散来计算连续，有限来表示无限，这本身就是

难以调和的矛盾。一种方法是用离散来逼近连续，例如经典的

有限元方法。另外一种方法即离散几何理论本身则更为直截了

当。例如Hamilton的曲面Ricci曲率流的理论是建立在光滑曲

面上的，最近丘成桐学派建立了离散曲面上的Ricci流理论，这

套理论是直接建立在离散的多面体曲面上的，并且和Hamilton
的理论等价。图1显示了离散Ricci流方法得出的曲面单值化计

算结果。

再比如，经典的蒙日-安培方程理论和闵科夫斯基理论。表

面上看，蒙日-安培方程本身需要函数的高阶光滑性，但是它的

几何本质却是只需要连续性。丘成桐学派建立了离散蒙日-安

培方程理论，利用凸几何的方法求解。图2给出了从曲面到平面

圆盘的保持面积元的映射，其计算过程依赖于求解离散蒙日-安

培方程。

3）计算复杂度

许多自然的几何和拓扑问题即便有计算方法，其算法都是

具有指数级复杂度的。比如曲面上的复杂封闭曲线在同伦群中

的最短表示问题。假如亏格为2的曲面上给定同伦群的基底，任

给一条封闭曲线，其同伦类为同伦群中的一个元素，可以表示成

基底的乘积，但是表示方法不唯一。在所有可能的表示方法中，

求最短的表示。这一问题对于图灵机模型而言是NP问题。

目前，机器定理证明的主要方法是求多项式环中理想的一

族生成元，生成元具有特殊的性质，满足一定的要求。主要计算

工具是Groberner基底方法。这一方法的空间复杂度非常之高，

虽然理论上可以广泛解决机器定理证明的问题，但是实际上作

用非常有限。

4）线性对非线性

线性方程现在已经研究得比较透彻，存在大量实用的算法

和软件工具。工程中的线性偏微分方程，可以用差分法，傅里叶

变换法或者有限元方法转化为线性方程。但是绝大多数自然的

拓扑和几何问题都是非线性的，在这种情况下我们寻求变分

法。在理想情况下，几何问题被转化为某一凸能量的变分从而

使得计算变成凸优化。例如上文中提到的用曲率流方法来构造

曲面的黎曼度量，实际上对应着凸能量（所谓熵能量）的优化；最

优传输问题的蒙日-安培方程的解也是某种体积能量的极值

解。当然，也存在大量的非线性几何问题，我们无法直接用凸能

量的变分法处理，比如求高亏格闭曲面之间的泰西米勒映射，或

周期映射的不变双曲度量等等。

5）稳定性

许多拓扑和几何问题的解本身是不稳定的，这意味着微小

图1 单值化定理

图2 蒙日-安培方程
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的初始误差或过程中的计算误差将会使结果相差十万八千里。

例如混沌问题，动力系统中的三体问题等等。这种不稳定性是

问题本身的性质所决定，和计算方法的设计和选取无关。另外

一种稳定性是由计算误差所引发。比如经典计算几何中的De⁃
launay三角剖分，平面族的包络，离散点的凸包问题。这些问题

的几何本质清楚明晰，但是计算中的微小误差就会引发组合结

构的崩溃，其内在原因在于计算机只能近似表达实数及其运算

结果，而组合结构的搭建却需要绝对精确，不容误差。对于只涉

及代数运算的计算几何问题，一种解决方法是在有理数域上进

行精确的代数运算，用软件表示长整数。这种方法速度缓慢，但

是保证了计算的正确性。另外，许多几何计算需要在特殊的黎

曼度量下展开，对于双曲度量而言，靠近双曲空间的边缘处，共

形因子趋向无穷，微小的计算误差将会引发巨大的几何误差。

2 几何理论的计算方法

从计算方法角度而言，几何理论的计算方法非常丰富，大致

可以分为如下几类。

1）组合计算方法

许多几何和拓扑对象可以被表示成图，图论的大多数算法

可以归结为组合方法。例如布劳威尔不动点的构造性方法可以

归结为图的染色问题。计算拓扑的许多问题，如流形的同伦群

和同调群，都可以归结为组合计算问题。

我们计算的主要对象是几何流形和拓扑空间，绝大多数情

况下我们需要将它们离散化。最为常见的离散化方法就是三角

剖分。这里涉及到两个基本问题：三角剖分是否存在；如若存

在，如何选取最优剖分。光滑流形存在三角剖分，但是一般高维

拓扑流形不见得可以被三角剖分。那么是否所有拓扑流形都可

以用光滑流形来替代呢？米尔诺的微分拓扑理论揭示了拓扑结

构和微分结构之间的巨大差别，从而在理论上否定了用光滑流

形逼近拓扑流形的可能。如果存在三角剖分，如何根据问题本

身来选取最优方案？例如如何三角化一张光滑的带度量的曲

面，使得离散曲率收敛于光滑曲率？离散法丛理论给出了具有

普遍意义的指导，离散共形映射和Delaunay Refinement算法

给出了具体的计算流程。高维流形的离散化依然具有很多尚未

解决的开放问题。

2）符号计算方法

符号计算将数学符号作为计算对象，通过对符号进行运算

得到结论。例如一些偏微分方程存在形式通解，通过符号计算

我们可以得到解的表达式。符号计算的基本方法包括吴文俊方

法和Grobner基底方法。由希尔伯特定理，我们知道所有的多

项式理想都是有限生成，因此Grobner基底方法的收敛性得以

保证。但是，迄今为止，人们并不清楚这些算法的时间和空间复

杂度的上界，一些实例表明其上界远超指数级。符号计算完全

精确，但是效率较低。符号计算广泛应用于机器人路径规划，数

控机床中的样条曲面求交问题。大量的代数几何问题，代数数

论问题，群论问题都是基于符号计算。特别地，到目前为止，符

号计算是机器定理证明的最主要方法，它代表了“人工智能”方

向最为智能的部分——数学推理。机器定理证明和人脑定理证

明的多方面比较，例如洞察角度，深刻程度，几何直观，联想广度

等等，这些都是饶有兴味的哲学科学问题。

3）数值计算方法

在几何计算方向占据统治地位的是数值计算方法，部分归

因于大多数几何问题不存在解析解，只能用数值解加以近似。

最为经典的自然是几何偏微分方程的有限元解法。流形经过三

角剖分，函数被分片多项式函数所逼近，椭圆型微分算子被离散

化成正定线性算子，偏微分方程被转化成线性方程组。在适当

的三角剖分下，黎曼度量的信息反映在线性算子的各项系数（权

重）上面。应用索伯列夫空间理论，可以证明离散数值解依照特

定范数收敛于连续解。这种方法可以直接推广到计算曲面间调

和映照，和计算曲面上调和微分构成的上同调群，从而进一步计

算曲面间的共形映射，拟共形映射。给定曲率求曲面上相应的

黎曼度量，并且和初始度量共形等价，这需要用到曲面Ricci曲
率流的方法。Ricci曲率流可以看成是曲率的非线性热流方法，

本质上这一方法可以转化为非线性凸优化问题。数值计算方法

源远流长，种类繁多，思想迥异，博大精深。

4）概率方法

概率方法思想奇特，妙不可言，程序短小精悍，适于并行。

脍炙人口的例子首推黎曼流形的热核计算问题。热核是流形至

为重要的等距不变量，其概率解释为从一点出发的布朗运动在

给定时刻达到另外一点的概率。通过在流形上模拟数目庞大的

随机行走，热核可以被精确地估算出来。几何中的任何概念，如

果具有概率解释必然能够被概率方法计算出来：比如曲面边界

的调和测度，曲面的共形不变量-极值长度等等。概率方法对于

无穷大曲面的几何问题具有独到的优势，例如通过随机行走的

整体行为，我们能够判定无穷大空间的曲率符号等等。

在实践中，不同方法的选取对于问题的求解具有决定性的

影响。比如我们考察扭结同痕问题，我们可以采取代数拓扑的

方法：在三维欧式空间中挖去扭结，计算剩余的补空间的同伦

群。如果两个补空间的同伦群彼此同构，则两个扭结同痕。判

断两个群是否同构需要采用符号计算的方法，这是一个NP难的

问题。我们也可以采用所谓几何拓扑的方法，首先将补空间三

角剖分，然后计算标准的双曲度量。如果两个补空间在各自的

标准度量下等距同构，则两个扭结同痕。几何拓扑的方法用到

组合和数值算法，计算起来更加实际可行。

同时各种方法相辅相成，很多时候一个问题需要综合多种

方法。比如我们求解闵科夫斯基问题，给定一个凸多面体各个

面的法向量，和各个面的面积，将凸多面体构造出来。这一问题

可以用变分问题的数值方法加上组合方法解出。

3 总结和展望

在人类历史长河之中，抽象艰深的几何理论只能被极少数

的职业数学家所掌握，许多深刻的概念和定理只能被数学家所

透彻领悟和审美。计算机技术的发展使得抽象的几何理论可以

被转化为算法程序，人们即便无法理解艰深的理论，也能直接使

用和感受。计算机将几何理论请出象牙塔，在社会实践中真正

发挥它的巨大威力。

目前，纯粹数学和计算机科学是两个分立的教育领域，两个

领域的哲学思想、训练技巧、价值观念和生态环境有着天渊之

别，这进一步割裂了他们之间的内在联系。但是，几何计算化顺

应历史的洪流，正在隐蔽而坚定地发展着，生机无限，势不可

挡。我们坚信，几何计算化必将改变教育和科学，改变工业和医

疗，改变人类文明的进程。
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