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/ 0 1 0年 // 月 1 日
,

《纽约时报 》第一版上刊 出了

一篇文章
,

开头就说
2 “

苏联无名数学家的新发现震

动了数学和数值分析的世界
” ,

还说这一发现可能应

用到气象予报
、

工业规划
、

原油提炼
、

大工厂作业表

设计
、

巡回路线 问题和密码设计等 方面
。

这样 一个 耸人听 闻的 新发现到 底是 怎么一 回事

呢 3 为什么它会有这样大的威力呢 3

这 个新发现就是 / 0 1 0 年 / 月 《苏联科学院院刊》

发表的一位年青学者哈强 45 6 78 6 97: � 关于线性规划

的椭球算法的研究报告
。

这个报告宣布了整系数线性

规划不是一个 ∋ ∀ 完全 问题
。

到 目前为止
,

这个新发

现还只是计算理论上的一个重要发现
,

还要做很多工

作才能真正用于计算
。

而且
,

上面说到的作业表设计
,

巡回路线和密码设计也根本不是线性规划问题
,

不能

应用哈强的新发现
。

这一点
,

《纽约时报》后来也更

正了
。

但是
,

这件事毕竟有着这么一段戏剧性的历史
,

又涉及到线性规划 和计算理论这两个重要的学科
,

自

然引起许多人的兴趣
。

在这里
,

我们愿向大家做个简

单的介绍
。

一 计算复杂性

要计算机解题
,

先要有一个算法 47; < => 9?6 ≅ �
,

比如解线性方程组的消去法等等
。

一个算法是否有实

用价值
,

与它所需的计算时间有密切关系
。

Α

由于各种

计算机结构不同
,

基本运算 〔如加
、

减
、

乘
、

除或比

较大小 � 所用的时间也不 同
,

所 以理论上通常以基本

运算的次数来作 为一个算法所需计算时间的尺度
。

另一方面
,

一个算法往往可以 用于规模大小不同

的许多 问题
。

比如说
,

有 几个数 已按从大到小 的数排

列好
,

现在又有一个数
,

我们想把这个数插入 到 那
:

个数当中去
。

最简单的办法是把他和那
: 个数 一一比

较
,

直到发现 比他小的数为止
,

然后把它插在这个数

前面
。

这就是所谓逐个比较法
。

这里
, :

就表 现了 问

题规模的大小
。

如果 : 一 / Β
,

我们最多需要做 /Β 次比

较大小的运算
,

如果 : 一 / Β Β
,

我们也许会做多得多的

比较大小的运算
。

比如说
,

如果碰巧那个数比
: 个数

都小
,

我们就得做 / Β Β 次这种运算
。

这当然是最糟的情

况
,

但是在理论上
,

我们必须考虑在 内
。

总而言之
,

一个算法 4在最糟的情况下 � 所需要的运算次数可 以

看成是 问题规模的一个函数
,

这个函数就叫这个算法

的计算复杂性
。

一个算法的计算复杂性如何
,

直接决定了这个算

法可 以应用到多大规模的问题上
。

比如说 甲算法的计

算复杂性是 :2Χ Δ 乙算法则是 Ε
“。

用 百 万 次 的 计算机

来计算
,

当 : 一 Φ Β 时
,

甲算法要用 Β
Α

Γ 秒
Δ 乙算法则要

用 Η 又 / Β “Ι秒即 / Β ‘ϑ

年
,

相当于十亿个这样的计算机在

一百万年中做的工作量的总和
。

上面的例子说明
,

在考虑计算复杂性的时候
,

多

项式复杂性 4如 矿 � 与指数复杂性 4如 Ε
”

� 是有极大

的差别的
。

因此
,

一个问题如果没有多项式复杂性算

法
,

就叫做难解型 49: ? > 7 Κ ? 7 Λ;Κ � 问题
。

不过
,

要断定一个问题是不是难解型问题却不是

一件容易的事
。

即使一百年都没找到一个多项式复杂

性的算法
,

也不 能保证第一百零一年不会有人发现这

样的算法
。

为了研究这个问题
,

非要用一番理论上的

功夫不可
。

这样就有了计算复杂性理论
。

在计算复杂性理论中
,

用一种图灵机 4 ∃ Μ >9
: <

≅ 78 69 : Κ� 代表一个抽象化了 的 计算机
。

另外还设计

了一种实际上不可能实现的非决定性4: = : Ν Κ ? Κ > ≅ 9: ΟΟ ? 98 �

图灵机做为研 究工具
。

一个 问题如果 用图灵机为工

具时有 多项式复 杂性算法
,

就归 之于 ∀ 类 4 ∀是多

项式 Π = ;Θ : = ≅ 97 ; 的字 头 �
,

如果用非决定性图灵机

为工具时有多项式复杂性算法
,

就归之于 ∋ ∀ 类 4 ∋
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是 非决定性
: = : Ν Κ ? Κ > ≅ 9: 9Ο ? 9Κ 的字头 �

。

粗略地说
,

一个 问题的答案有多项式复杂性算法来检验的话
,

这

个问题就属于 ∋ ∀ 类
。

多数的实际问题找答案也许很

难
,

检验答案都不难
,

所以都属于 ∋ ∀类
。

因此
,

一

个重要的理论问题就是决定 ∀ 类和 ∋ ∀ 类是否相同
,

即
2 ∀ 一 ∋ ∀ 3

/0 1 Γ 年
,

卡尔普 45 7 > Π � 指 出
,

∋ ∀ 类 中有 一

小类 问题具有 以下的性质
2

迄今为止
,

没有人找到多

项式复杂性算法
。

但是一旦其 中的一个问题找到了这

样的算法
,

那么就可以断定 ∀ 一 ∋ ∀
。

通常把这类问

题叫 ∋ ∀ 完全 4∋ ∀
一

Κ = ≅ Π ;Κ ? Κ �问题
。

已经知道属于

这一类的问题有
2

布尔 4 Υ = =; Κ 7 : � 多项式的可满

足性 4Ο 7 ? 9 Ο ς97 Λ 9;9? Θ � 问题
、

整数规划 4 9 : ? Κ < Κ >
Ω

Π > = < > 7 ≅ ≅ 9: < � 问题
、

巡 回路线 4? > 7 Ξ Κ ;9: < Ο 7 ;Κ Ο ≅ 7 : �

问题
、

图 4< > 7 Π 6 � 的可着色性 4Κ = ;= > 7 Λ 9;9? Θ � 问

题
、

集合复盖 4 Ο Κ ? Κ = Ξ Κ > � 问题
,

作业表 4Ο Κ 6 Κ Ν Μ ;9: < �

问题和最小连接树 4 ≅ 9 : 9≅ 7 ; Ψ ? Κ 9 : Κ > ? > Κ Κ � 问题

等等
。

这些 问题大都经过深思熟虑而找不到多项式复

杂性算法
,

而 ∋ ∀ 完全的观念又把他们连结成一个有

着共同命运的大问题
。

所 以多数人都猜想 ∀ 若 ∋ ∀
。

此外
,

他们还认为有些问题的复杂性介于 ∀ 与 ∋ ∀之间
,

如素数判定问题
,

图形同构问题
,

因式分解问题等等
。

线性规划 问题也是其中之一
。

二 线性规划和单纯形法

在 ∋ ∀ 完全性的研究中
,

线性规划是很重要的一

个问题
,

这主要是它的广泛的实用性
。

比如本刊第一

期 中就有三篇经济或管理 方面的文章提到它 4 《投入

产出表》
、

《从科学管理到管理科学》
、

《现代化管理

方法 》 �
。

线性规划可 以说是这样的一种问题
2

如何

最有效地分配有限的资源 以达到既定的 目标 4如最低

成本最大收益 �
。

例如某厂制衣服和裤子两种产品
,

生产过程中都

要用缝纫机和钉扣机
,

所需的机器时间及各机器每天

可使用的时间如下表 4单位是小时 � 2

上面 的 Ζ’(’个不等 式 中
,

前 两个不 等式叫做约束

4Κ = : Ο ? 7 9: ? Ο �
, 二

叫做 目标函数 4= ΛΧΚ Κ ? 9Ξ Κ ςΜ : Κ ?9= : �
。

在线性规划 中
,

他们必需都是线性的
。

一组 [ ;

和 [ ∴

如果 满足所 有的不 等式
,

我们叫做

可行 4ςΚ 7 Ο 9Λ ;Κ � 解
。

可行解的集合叫可行集
。

如果

所给的约束条件是办不到的
,

就没有可行解
,

这时
,

可行集就是空的
,

如果可行集不空
,

其中 目标函数最

大值的解就是最优解
。

由于 目标 函数和约束式都是线

性的
,

必然有一个顶点是最优解
。

因此
,

我们只用比

较顶点的 目标值就可以得到最优解
。

一个线性规划问题 中
,

如果有
。

个 变数
, ‘

个约

束
,

可行集就是
。

维空 间 中的一个凸 多面体
,

它最多

有 4 8

吉
‘ � 个顶点

。

所 以
,

如果我们一个一个地计

算 目标值
,

这个算法的复杂性就是
。

]
。

的指 数函数
。

/0Η 1年
,

但泽 4⊥ 7: ?_ 9<� 发明 了所谓单纯形法
。

他指出
,

一个顶点的 目标值如果比相邻的顶点的 目标

值都大
,

它就一定是最优解
。

他提出 了这样的算法
2

以某一个顶点为基点
,

计算和他相邻的各顶点的 目标

值
,

如果这些值 当中有比基点 目标值大的
,

就选 目标

值最大的那个做为新的基点
Δ
这样进行下去

,

直到基

点 目标值大于所有邻点的 目标值 为止
,

这时的基点就

是最优解
。

单纯形法在 /0 ϑ/ 年公布以后
,

就被普遍地使用起

来
,

因为经常可以很快地找到最优解
。

这反映了它所

需要的运算次数平均说来并不太多
。

但是不幸的是
,

/ 0 1 Γ 年克里 45 ;Κ Κ � 和阂替 4! 9 : ? 玉
,

� 找 出 了 一些

对单纯形法最不利的例子
,

从而说明了这个算法的计算

复杂性不是 多项式
,

而是指数函数
。

应该说 明的是
,

克里和阂替的例子都是人为的怪

例
,

在实际问题中可能永不 出现
。

因此
,

对单纯形法

的实用性只不过投上了一个淡淡的阴影
。

同时
,

这也

促使人们重新考虑把最糟的情况中的运算次数做为计

算复杂性的标准是否妥 当
。

三 哈强的椭球算法

机机 器器 缝纫机 钉扣机机

每每件衣服用用 Ε ϑϑϑ

每每条裤子用用 ϑ ΓΓΓ

每每 日可使用用 / ϑ / ΒΒΒ

若每件衣服获利 ϑ 元
,

每条裤子获利 Ε 元
,

问每 日应

生产多少衣服获利最多
。

设每天生产衣服
[ ;

件
,

裤子 [ 2

条
,

那么
, [ ;

和

[ ∴
必须满足以下的不等式

2

Ε [ ;

] ϑ [ Γ

气 / ϑ

ϑ [ ;

] Γ [ Γ
4 / Β

[; 夕 Β

凡 尹 Β

我们的 目的是使总获利
_
一 Ο [ 2

] Ε [ 2

尽可能地大
。

/0 1 0 年哈强提出 了椭球算法
。

首先
,

根据线性规

划的一种对偶性质
,

线性规划求最优解问题可以归结

为一组线性不等式求解的问题
。

对于整系数的线性规

划
,

这一组线性不等式的系数也都是整数
。

用矩阵的

写法
,

可以把这一组线性不等式写成

4∀ ;� 尸卿 气 ⎯

利用 尸
,

⎯ 的元素都是整数这一特 点
,

可以证明
,

4∀ α� 是否有解就取决于

4∀ Γ� 尸即夏 ⎯ ] Γ
一
//

是否有解
。

这里
,

Σ 是一个根据 尸和 1 计算出来的量
。

而且还可 以证明
,

4∀ ;� 如果有 解
,

4∀ ∴ � 的解 的

集合的体积就必须大过一个数
,

这个数也可 以从 尸和

⎯ 计算 出来
。

此外还可 以证明
,

这些解都在以零点 为

中心的一个适 当的椭球 内
。

对于这样的椭球
,

我们先检查他的 中心是不是一



」

个解
,

如果是解
,

当然就完毕了
。

如果不是
,

它一定

不满足 4∀ Γ� 中的某 一干不等式
。

按照这个不 等 式

的方向经过中心做一个超平面把椭球切成两半
,

其中

的一半所含的点都不满足这个不等式
,

所以都不是解
。

因此
,

所有的解就都在椭球的另一半里
。

在这半个椭

球 中选一个点做为中心做 出一个新的椭球
,

使他包含

这半个椭球
,

他也就包含 了所有的解
。

于是又可以重

复上面的步骤
。

这样做 出来的椭球
,

不但 总是含有所有的解
,

而

且椭球算法还保证 了他们的体 积是按一定比例收缩下

去
。

上面说到
,

如果 4 ∀ ;� 有 解
,

那 么 4∀ Γ� 的解

的体积就要大过一定限度
。

所 以上面的步骤重复到一

定程度时
,

椭球的体积就会小过这个限度
,

到那时再

找不到解
,

那就说明 4 ∀ ;� 根本没有解 了
。

在用单纯形法计算时
,

如果约束很多
,

则要考查

的顶点就很多
,

造成计算的负担
。

但椭球算法完全不

同
。

如果不等式很多
,

我们甚至更容易选出一个不等

式对我们的计算有利
。

因此决定计算复杂性的主要因

素不是不等式的数 目
,

而是每两个椭球的体积的比例
。

由于椭球算法的这个优点
,

使得它的运算次数是个多

项式
。

哈强这个算法的主要意义就是指 出了线性规划问

题是 ∀ 类的
。

所以在他的报告中
,

他宣称
2 “

要么这

个问题不是 ∋ ∀ 完全的
,

要么 ∀ 一 ∋ ∀
。 ”

四 结 语

哈强的算法是计算理论上的一个重要成就
。

那么

它的实际意义如何呢 3

哈强只讨论 了整系数的线性规划
。

但是
,

一般的

·

上接 1 ϑ页
·

因为考风很炽
,

各医校和教学医院均着重主办住

院医师训练班和短期讨论会
。

住院医师的月薪在近二

十年内大有改善
,

由美金一百元增到一千多元
。

住院

医师习Α /练班 47 Κ Κ > Κ Ν 9? Κ Ν > Κ Ο 9Ν Κ : Κ Θ Π > = < > 7 ≅ � 是

经过后期医学教育委员会 4( 97 9Ο = : � = ≅ ≅ 9? ? Κ Κ = :

. > 7 Ν Μ 7 ? Κ ! Κ Ν 9Κ 7 ; ) Ν Μ Κ 7 ? 9= : � 审查 合格后 立案

的
,

各科系有自已的标准
,

抵要是立案的
,

水准同样

高超
。

立案的训练班每三年经过复查一次
,

受训医师

的人数也有明文规定
,

规章严密
。

根据 / 0 1 Φ年 0 月初的调查
,

全国共有立案的住院

医师勺//练班 Η
,

Φ Ι Β 个
,

可供 Φ ϑ
,

Β Η Φ 个医师受勺//
。

在各

科系 中
,

内科
、

小儿科
、

眼科和普通外科是热 门
Δ
皮

肤病理
、

血库
、

法医和核 子医学等是冷门
。

外 籍 医

生除在内外科受训外
,

多半参加麻醉科
、

小儿科
、

病

理科
、

妇产科和精神病科的训练
。

此等外籍医生是指

外国医校毕业生 4 , ! . �
。

他们人数甚多
,

占全国

住院医师总人数的四分之一
。

即每四个住院医师中
,

即有一个是外国医校毕业生
。

在社会上开业的医师中
,

每五个医师中
,

就有一个是外国 医校毕业生
。

关于华

裔留美医师
,

据 / 0 1 ϑ年调查
,

共有 Γ
,

1 0 1 人
,

其中 Φ Φ Φ

线性规划不难用整系数线性规划来近似
,

所 以这一点

并不降低它的实用性
。

问题在于
,

对于实际问题来说
,

单纯形法的计算

速度 非常之快
,

所 以椭球算法不能和它相比
。

有些人

正在改进椭球算法
,

但是是否能胜过单纯形法还未知
。

除了线性规划的计算问题
,

哈强的算法还可以用

到其他一些组合最优化 4Κ = ≅ Λ 9: 7 ?= > 97; = Π ?9而
_ 7 ? 9= : �

问题上
,

最近格 罗切尔 4. > = ?Ο Κ 6Κ ;�
,

罗瓦斯 4( = Ξ 巨ϑ Γ �

和施里内尔 4Ψ 86 >9 Χ:Κ >� 用这 种办法解出了组合分析

上的一些难题
。

这一方面的发展是值得重视的
。

哈强一炮而红
,

美国 记者去访问他的老师波斯别

洛夫 4∀ = Ο Π Κ; = Ξ�
,

却 回答
“

想不到
” 。

其实
,

另外几

个苏联人绍尔 4Ψ 6 = > �
,

涅米洛夫斯基 4∋ Κ ≅ 9> = Ξ Ο ΡΘ �

和尤金 4+ Μ Ν9 :� 已经做 了 椭球变换及其收敛性的结

果
。

哈强总结了他们的工作 并应用到了 线性规划 问题

上
,

才做出了这轰动一时的新成果
。

至于哈强为什么会成为新闻人物
,

那大概是 由于

他的成果传到美国经过了一番波折的缘故
。

/ 0 1 0 年 /

月
,

他的报告发现之后
,

波兰的一位朋友寄 了一份给

德国的布尔克 哈尔德 4Υ Μ > Ρ 6 7 > Ν�
。

同年 ϑ 月
,

在

瑞士奥伯沃法赫 4Β Λ Κ > Τ =; ς78 6� 的数学规划会议上
,

他 向大家问起
,

竟没人知道
,

因为都不懂俄文
。

会后
,

美国的劳勒 4( 7 Τ ;Κ >� 教授在荷兰 找 到一 位捷克人

弗拉赫 4β ;7 8 6� 翻译 出来
,

但因为原文中没有证明

部分
,

所 以不知道他的正确性
。

劳勒寄了 一些译文给

他在美国的友人
,

其中一份传到 了正在斯坦福大学访

问的匈牙利学者加奇 4. 7 8 � 和罗瓦斯 4( =Ξ 7 Ο _� 手

中
,

他们把证明补上 了并写成英文
,

这才洛 阳纸贵
,

轰动美国
,

跳上了 《纽约时报》的第一版
。

自

人来 自大陆
,

/ ϑ Ε 人来 自香港和 /
,

0 1 Ι 人来 自台湾
。

在美出生的华裔医师尚未列入
,

但为数不多
。

美国共有 Γ Γ个医学专家考试委员会 4) [7 ≅ 9: 9: <

Υ = 7 > Ν Ψ 9 : ! Κ Ν 9Κ 7 ; Ψ Π Κ Κ 97 ;? 9Κ Ο �
,

来协助审查
Η

,

ΦΙ Β 个住院医师训练班的学程
,

真是五花八门
,

无

微不至
。

住院医师在五年内学成后可经过极严格的专

家考试而成 为医学专家
。

专家的人数 日众
,

几乎每两

个医师中就有一位
。

/ 0 1 Φ年底共有专家 / 1Η
,

0 Β Η 人
。

住院医师训练班是为造就医学专家而设
。

已立案

的 Η
,

Φ Ι Β 个都合水平
,

大同小异
,

本篇无法尽述
。

华

籍医师来美前当根据个人兴趣和选择最崇拜的教授而

向他申请
。

受训或做研究工作时期的长短将因人而异
。

主要是在最短时期内希望取得最大的成果
。

一般讲来
,

若向有名医校或较大医学中心 申请
,

自是不差
。

不成

时
,

也可随遇而安
,

成功多赖 自己的努力
。
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