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电子计算机的发 明和发展引起了一场伟大的技术

革命
,

其规模之大
,

范围之广
,

变革之深刻
,

都是人

类历史上少有的
。

比如说
,

计算机刚发明的时候
,

人们多半认为它

只是用来作计算用的
,

但是
,

今天我们 已经把它用在

文件编写
、

资料整理
、

生产控制
、

密码通信
,

甚至绘

图
、

设计
、

制表
、

排字
、

订票
、

游戏等等看起来极不

相同的领域中
,

许多问题和计算的传统概念简直是风

马牛不相及
。

于是就产生 了 一个 问题
0

计算机到底 能作些什

么 1 比如说
,

会不会写小说 1 会不会制定交通规则 1

会不会证明数学定理 1 要 回答这类问题
,

首先要回答

一个更理论性的问题
,

这就是
0

什么是计算 1

理论计算机科学的任务之一
,

就是研究与此有关

的问题
。

理论计算机科学产生于 23 年代
。

那时候
,

人类刚

刚有 了现代计算机的想法
,

但是第一架计算机还没有

开始研制
,

不过最有远见的人们已经想到计算机可能

带来的理论问题
。

于是
,

他们就开始研究哪些问题是
“

可计算的
” 。

所 以
,

这个时期的理论计算机科学主

要是研究可计算性理论
,

或者叫能行性理论
。

后来
,

计算机造出来了
,

广泛应用起来了
,

人们

又发现了另一个重要的问题
0

有的问题
,

虽然理论上

是可计算的
,

但是实际上却 由于所需要的时间和空间

4指需要暂时存储起来
,

下面再利用的中间结果所 占

用的存储器 5 超过了实际可能
,

所以无法进行计算
。

可计算性理论不能 回答这个 问题
。

回答这个问题的是

理论计算机科 学的另外 一个 分支

—
计算复杂 性理

论
。

这是理论计算机科学最新
、

最活跃的分支
。

可以

说
,

从可计算性理论到计算复杂性理论
,

这是理论计

算机科学发展的一个重要方面
。

本文就是打算介绍这

一方面的一些成果
。

什么是可计算的 1

请看下列问题
0

把这些问题输入到计算机里去
,

让计算机把答案输出

%
6

2 7 8 9 : ; 1 出来呢 1

<
6

27 = 9: 一 1 要计算机工作
,

首先要给它编写一个程序
,

告诉

−
6

解方程组
0

它先作什么
,

后作什么
,

遇到什么情况该作什么等等
。

2 > 8 ? ≅ 一 Α 所以
,

能不能计算的问题就归结为能不能编出解题程

: > 一 Β ≅ 一 2 序的问题
。

∗
6

判断
“

三角形的三中线必相交于一点
”

是不
一

但是
,

这个问题的提法有些毛病
。

拿问题% 来说

是一条定理
。

吧
,

这个问题的答案是 Χ9
。

那么
,

如果编一个程序
,

 
6

解某个象棋残局
,

判断先走者 4 红方 5 是不 不让计算机进行任何计算
,

只让它输出 Χ 9 这个数
,

这

是有办法赢
。

算不算计算机解答 了这个问题呢 1 又比如说问题 ∗
,

∃6 判断一个计算机的程序如果运行起来会不会 如果编一个程序
,

什么拱不干
,

只输出一个
“

是
”
4 用

有终于算完的一天
。

Δ 代表 5 就停机
,

算不算计算机会解这个几何题呢 1

这些问题可 以用计算机来计算吗了 换句话说
,

能不能 上面的每一个问题都可以这样作
0

我先找到答案
,
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。



再编一个程序
,

让计算机把这个答案输出来
。

这 当

然不能算是计算机真的在解这个问题
,

这是假的
。

可

见
,

这些问题
“

能不能用计算机来计算
”

是个真假难

分的 问题
。

其实
,

当我们考虑计算机会不会解第一个问题的

时候
,

我们是在问
“

计算机会不会求两个整数的和
” 。

换句话说
,

我们业不是讨论某一个特定的问题
,

而是

某一类问题
。

我们需要的程序
,

也不是只能输出那个
Χ 9 的程序

,

而是这样的一个程序
0

不论我们把两个什

么样的整数输入到计算机里
,

计算机都能输出和数来
。

这样的程序 一旦编制出来
,

我们就可 以说
,

计算机会

作加法
,

也就是说加法是可计算的了
。

可见
,

上面的那几个问题应该重新提成
0

%
6

求两个整数的和
。

<
6

求两个整数的乘积
。

−
6

解线性方程组
。

∗
6

判定初等几何定理
。

 
6

解象棋残局
,

回答谁胜谁负
。

∃
6

判定任何给定的程序会不会终于停机
。

当然
,

这些问题的类可以提得宽一些或者窄一些
,

但重要的是
,

他们都不是一个个别的问题
,

而是一类

问题 4而且
,

这一类问题有无限多
,

不能一一列举 5
。

这样
,

我们就不可能把答案都事先算 出来
,

然后编那

种假的程序
,

而必须编 出真能解这一类 问题的程序来
。

比如说我们编了一个作乘法的程序
,

那么
,

如果

把 Δ9 和 2 输入到计算机里
,

计算机就应输出 2Χ
,

如

果把 9 3 和 2 3 输入到计算机里
,

计算机就应输出 Χ 3 3
,

如此等等
。

总之
,

有了解某一类问题的程序以后
,

再

要解这一类问题中的某个 问题
,

只用把这个问题 4指

其中的数据
、

系数
、

图形
、

规格等等 5 输入到计算机

里去
,

计算机就可 以输出所要的答案
。

这样
,

可计算性的概念
,

总算比较清楚一些了
。

但是
,

还有不清楚的地方
。

有各种各样的计算机
,

将来
,

还会不断有新型的计算机出现
,

那么
,

我们说

可计算性时指的是哪一种计算机呢 1

我们 当然不能把每一个计算机分别讨论一遍
。

我

们也无法知道将来的人类会作出什么样的计算机来
。

所以
,

理论计算机科学必须把计算机模式化
,

就是设

计出一些作为理论研究的工具的计算机
,

讨论这种计

算机能解什么问题
。

这种计算机能表现各种计算机的

计算过程
,

但是应该略去一切次要的细节 4 怎样输入
,

怎样输出
,

用磁带还是磁盘作外部存储器等等 5
,

这

种计算机是纸上谈兵的计算机
,

通常把它们叫做计算

模型
,

图灵机 4 � ΘΜ ΟΗ Ι Ρ ΝΣ ΚΟ Ηϑ 5就是一个这样的计

算模型
。 ,

图灵机 4图 Δ 5由一个分成许多格子的带子 4简称

带 5 和一个可 以在带上左右移动的读写头 4 简称头 5

组成
。

图灵机的工作分成许多步骤 4简称步 5
。

在每

一步里
,

图灵机可 以作下列工作之一
0

使头在带上左

右移动一格
Τ
在头所面对的格子里写上指定的符号

Τ

9 , = , 2

图 Δ 图灵机

读头所面对的格子里的符号
,

并根据这个符号是什么

来决定作什么
Τ
停止计算

。

为图灵机编写的程序就由

许多这样的步骤组成
。

图灵机没有输入输出装置
,

计

算开始的时候
,

假定要解的问题已经写在带上
,

计算

停止的时候
,

带上的符号就是答案
。

图灵机只是种种可能的计算模型之一
。

现代理论

计算机科学 中用到的主要计算模型有十二种之多
。

但

是
,

有一个有名的论题说明了图灵机的价值
,

这个论

题是
0

却其一图灵 4 − Κ Θ Μ ϑ Κ一 � Θ Μ ΟΗ Ι 5 论题 任何有

足够计算能力的计算模型都等价于一个图灵机
。

换句话说
,

一类问题如果能用某种计算模型解出
,

也一定能用图灵机来解
,

反之
,

一类 问题如果不能用

图灵机解出
,

任何别的计算模型也无可奈何
。

于是
,

一类问题是不是可计算的
,

就是一个客观

的事实
,

业不 依赖于计算的模 型
。

所 以 却其一图灵

论题为可计算理论奠定 了基础
。

这个论题不能用数学方法来证 明
,

因为没有办法

精确定义什么是
“

有足够计算能力的计算模型
” 。

但

是
,

图灵机以后的各种计算模型确实都和图灵机等价
,

无一例外
。

由此可见图灵的工作的重要性
。

所 以
,

现

在大家纪念他
,

为计算机科学设立 了
“

图灵奖
” 。

到此为止
,

我们已经明确 了什么叫做可计算性了
。

但是
,

到底哪些问题是可计算的
,

哪些不是
,

还得一

个一个地研究
。

在初等数学中我们就知道上面的 %
,

<
,

− 这些 问题都是可计算的
。

但是更有趣的事实应

该是
0

定理 初等几何问题的证明是可计算的
。

‘

换句话说
,

可以给图灵机编一个程序
,

只要你把

想要证明的定理事先写在带上
,

那么
,

当图灵机停止

计算的时候
,

带上就写着这个定理的证明
。

这简直是

懒学生的福音了
。

可惜
,

现在已知的任何这种程序
,

因为计算的步骤太长
,

无法在一段合理的时间里证明

出有价值的定理来
,

所 以还没有实用 意义
。

到现在为止
,

已经知道的可计算的问题非常之多
。

有许多还编出 了可以实际使用的程序
。

正是因为这个

缘故
,

计算机的使用才能有今天的规模
。

但是
,

计算机

决不是万能的
。

很可能大多数问题都是不可计算的
,

不过
,

要证明一个 问题不可计算往往非常困难
,

所以

现在我们还很难举出许多例子来
。

下面是一个不可计算的问题的例子
0

设给 了两组字
0

% Υ ς Ν Ω
,

Ω Ν ϑ Ν , ϑ ϑ Ω Ω Ν , Ν ,

< ; ς Ν Ω Ν Ω
, Ν ϑ Ν Ν Ω ,



问有没有办法把 % 中的某些字 4可 以重复使用 5 排成

一串
,

把 < 中的某些字也排成一 串
,

并使这两 串字完

全一样呢 1 对于上面的例子
,

这是可能的
,

比如
0

Ν Ω Ν Ω Ν ϑ Ν Ν Ω Υ Ν Ω Ν Ω Ν ϑ Ν Ν Ω

能不能编一个程序
,

对随便给的两组字来判定这

个问题 4 即 回答
“

能
”

或
“

不能
”

5 呢 1

回答是
0

定理 这个 问题是不可计算的
。

用不着再费脑筋去编这种程序 了
,

永远编不出来

的
。

上面提 到的问题∃ 也是不可计算的 4不可判定的 5
。

定理 停机问题不可判定
。

这个定理的意思业不是说我们根本不知道哪个程

序会停机
,

哪个程序不会停机
,

而是说不存在一个统

一的机械方法 4 即不存在一个统一的程序 5 去做这件

事
。

什么是计算的复杂性1

先讲一个童话
。

很久很久以前
,

有一个年轻的国 王
,

名叫艾述
。

他非常喜欢数学
,

所 以把当时最大的数学家孔唤石请

来当宰相
。

他的邻国有一位聪明美丽的公主
,

名叫秋碧贞楠
。

艾述国王爱上了她
,

便亲 自登门去求婚
。

公主说
0 “ ‘

求
’

是比
‘

证
’

要难的
。

你如果向我求

婚
,

请你先求出 Β Α : : 3 Β 9 Α Χ Β Β Α 2 Χ Α Ξ Ξ 的一个真因子
,

一天之内交卷
。 ”

艾述 国王一听
,

心中暗喜
,

他想
,

我

从 9 开始
,

一个一个地试
,

看看能不 能除尽这个数
,

还怕找不到这个真因子吗 1

艾述国王果真是精于计算
,

他一秒钟就算出一个

除法
。

从早晨开始
,

到吃午饭的时候
,

已经算到一万

多
,

可是没有一个数能除尽这个怪数
。

他胡乱吃 了几

口午饭
,

又拿起小黑板
,

急急忙忙算下去
。

到了晚上
,

试过三万个数 了
,

还是不行
。

公主说
,

你既然求不出

来
,

那么请你验证一下
,

9 9 2 3 Ξ 9 Α :Δ 是它的一个真因

子
。

国王如获大赦
,

在一秒钟之内就做了一个除法
,

证明了这个数恰恰能除尽公主给的那个数
。

公主于是

说
,

你求婚不成
,

将来做我的证婚人吧
。

但是我可以

给你一个机会再求一次
。

国王急急 回国
,

召见宰相孔唤石
。

这位大数学家

说
0 “

这个问题我也没有什么好办法
,

不过你可以这

样试一下
0

你把全国分成 Δ3 个军
,

每军下分 Δ3 个师
,

下面再分旅
、

团
、

营
、

连
、

排
、

班
,

每班 Δ3 个人
。

公

主的数 目不超过 Δ: 位
,

如果这个数可以分解成两个因

子的乘积
,

那个较小的因子一定在 Ξ 位 以下
。

你叫每

个老百姓记住 自己是哪一军哪一师
,

⋯⋯
,

哪一班的
。

公主给了 一个数目以后
,

你把这个数通报全国
,

叫每

个老百姓用 自己的番号去除这个数
。

例如第一军二师

三旅四团五营六连 七排八班的第九 个士兵
,

应该用

Δ9 2 Β 7 Χ : Α Ξ 去除公主的数
。

谁除尽 了赶快层层上报
,

赏黄金 2 3 3 两
。

于是国王发动群众
,

再度求婚
,

终于成功
。

后来

的事就象一切故事那样
—

我不讲你也知道
。

故事讲完了
。

这个故事中提出来的问题
,

就是求

一个整数的因子的问题
,

6

当然是可计算的
。

而且
,

艾

述国王开始想的办法

—
从 9 开始

,

一个一个地试验

的办法
,

就可以写成一个图灵机的程序
。

这个办法的

失败
,

并不是由于计算方法不对
,

而是因为按这个方

法进行计算所需要的时间太长
。

可见
,

讨论一个问题能不能用计算机求解
,

不能

光讨论可计算性
,

还要考虑需要多长时间
。

于是
,

我

们就进入了计算复杂性理论的领域 了
。

计算复杂性理论 中最容易 明白的概念就是计算时

间
。

其实
,

除了时间以外还有别的问题
。

在这个故事

中
,

孔唤石建议的办法
,

就可 以节约时间
。

如果我们用 黑板来计算除法
,

按照第一个办法
,

只用一块黑板就够 了
,

因为前面的计算对后面并没有

用处
,

可 以擦去
Τ
按照第二个办法来做

,

就得每人一

块小黑板
,

因为所有的计算是同时进行的
。

这里
,

黑

板相 当于计算机的存储器
。

所以
,

第一个办法复杂在

时间方面
,

第二个办法复杂在空 间方面
。

在计算机科学中
,

我们把第一种方法叫序列的计

算方法
,

第二种叫业行的计算方法
。

在这个故事里
,

很容易看出
,

业行计算节省时间
,

是 因为很多计算一

齐作
,

总的计算量并没有减少
,

是用空间换取了时间
。

艾述是个大国的国王
,

所 以他可 以这样做
,

换个

普通的小伙子
,

想找秋碧贞楠公主当妻子谈何容易 Ψ

不过他可以用下面的办法去碰碰运气
0

瞎猜一个数
,

用它去除公主的数
。

这种可能性当然很小了
。

不过万

一碰着了呢 1 反正试着除一下也不怎么费事
。

这种普通小伙子的猜测一验证的方法
,

叫做非

决定型 4 Η Γ Η
一

Ζ ϑ Λ ϑ Μ Ρ ΟΗ Ο? ΛΟϑ 5 的计算方法
。

而通常的

计算方法就叫做决定型 4 Ζ ϑ Λ ϑ Μ Ρ ΟΗ Ο? Λ Ο ϑ 5的方法
。

容

易看出
,

这种非决定型的计算方法
,

所用的计算量是

很省的
。

而结果就难说了
,

要看各人的运气 了
。

有什

么办法呢 1 这是没有办法的办法呀 Ψ

现在很多人猜想秋碧贞楠公主的看法是对的
0

求

解一定 比验证难 4或者用数学的行话说
,

叫做 & / 年

/ 5
。

这个猜想是一个极重要的问题
,

到现在还没有

证 明
。

上面说的时间
、

空间等等在计算机科学 中统称资

源
。

要解一类问题至少需要多少资源
,

叫这一类问题

的计算复杂性 4简称复杂性 5
,

当然
,

一般说来
,

同

一类问题中的问题有大有小
,

在上面的故事 中
,

如果把

那个怪数换成一个很小的数
,

那么
,

整个的故事就完

全改观了
。

所 以
,

计算复杂性并不是一个数
,

而是问



题的大小 4如未知数的个数
,

棋盘的大小
,

等等 5 的

函数
。

所以
,

我们常说某一类问题是
“

多项式复杂性

的
”

或
“

指数复杂性的
”

等等
,

就是说这类 问题的复

杂性是问题大小的多项式函数或指数函数
。

决定型
、

非决定型等等 叫做计算的类型
。

复杂性

要分别类型进行讨论
。

除了决定型
、

非决定型以外
,

在计算机科学 中还有许多其他的计算类型
,

如交错型

4 Ν ΠΛ ϑ Μ Η Ν ΛΟΗ Ι 5
、

随机型 4 Μ Ν Η Ζ Γ Ρ 5 等等
。

计算模型的相似性

一类问题的计算 复杂性是否 与计算模 型有关系

呢 1 会不会有些类的问题在图灵机上计算
,

所需资源

很多
,

如果换一种计算模型做
,

所需资源却比较少 4或

者相反 5 呢 1 这叫做计算模型的相似性问题
,

是计算

复杂性理论的基本 问题
,

相当于可计算性理论 中的却

其一图灵论题
。

但是
,

各种计算模型在形式上极不相同
,

所 以它

们用的资源也极不相同
。

拿图灵机说吧
。

在计算机科学中常常要用多带图

灵机
。

这是一种有许多条带子的图灵机
,

每一条带都

有一个读写头
。

但是
,

只有一个程序
,

机器是一步一

步地工作的
,

是一个序列的计算模型
,

不能作业行计

算
。

拿多带图灵机和业行的计算模型相 比
,

什么是相

当于业行的计算时间呢 1 原来
,

图灵机在计算时
,

头

是左右移动的
,

如果在一段时间里
,

所有的头都没有

改变移动的方向
,

这一段时间就叫一个周相 4[ Κ Ν? ϑ5
,

计算过程中的周相总数叫做巡 回 4 Μϑ
∴
ϑΜ ?Ν Π5

。

巡回

也是一种重要的资源
,

它就相当于业行计算时间
。

这

种对应关系就不是直接的对应而是比较间接的了
,

要

研究它们的关系就会遇到困难
。

还有更间接的例子
。

有一种计算模型叫齐一线路

第 Β 层 4输出5

第 2 层

第 9 层

第 Δ 层

第 3 层4输人5

图 9 齐一线路计算模型

4Θ Η Ο]Γ Μ Ρ ϑ ΟΜ Σ Θ ΟΛ ? ,

图 9 5
。

这是用与门
、

或门
、

非

「Δ做成的逻辑线路
,

其中最下面的是第零层
,

它的上

面是第 Δ 层
,

再上面是第 9 层等等
,

每一层的输入都

连接到下面各层 中的某个 门
。

整个的线路如何安排
,

要看想解什么问题而决定
。

线路安排好 以后
,

把问题

编成二进制的码
,

从第零层输入到线路里来
,

在最上

面一层就得到答案
。

在一个齐一线路中
,

总的层数叫

线路的深度
,

通过每一层的线的数 目的最大值叫线路

的宽度
,

整个线路中门的总数叫线路的大小
。

齐一线

路是一种业行的计算模型
。

怎样把齐一线路和多带图灵机比较呢 1 原来
,

齐 ,

一线路的深度
、

宽度和大小分别相当于多带图灵机的,
巡回

、

空间和时间
。

更准确的说法如下
0

5

用 ∀
,

⊥
,

� 代表多带图灵机的巡 回
、

空间和时
‘

间 Τ 用 ∗
,

Φ
,

− 代表齐一线路的深度
、

宽度和大小 Τ

用 Η _

表示
Η 的某个多项式

。

可 以证明
0

4 Δ 5对任何多带图灵机 4的程序 5 都可 以找到一

个齐一线路
,

使得对任何的输入而言
,

它们的计算结

果相同
,

而且
∗ 鉴 ∀ _

Φ 鉴 ⊥
_

−
·

鉴 � _

4 9 5对任何齐一线路都可以找到一个多带图灵机

4 的程序 5
,

使得对任何的输入而言
,

它们的计算结

果相同
,

而且

∀ 二 ∗ _

⊥ 鉴Φ
_

� 鉴 −
_

也就是说
,

如果有一类问题可以用多带图灵机来

解
,

那末也可以用齐一线路来解
,

而且它的深度
、

宽

度和大小与多带图灵扒的巡回
、

空间和时间相差不多

4在研究计算复杂性理论的时候
,

我们把相差一个多

项式的复杂性认为是一类的 5
,

反过来也一样
。

这就

是说
,

这两个计算模型在研究计算复杂性的问题时
,

并无本质的差别
,

或者说他们是相似的
,

可互相模拟
。

相似性定理

从上节的讨论可 以看出
,

要讨论相似性的问题
,

就要揭露各种计算模型的种种不同的资源的本质
。

比

如说
,

在业行计算模型中
,

相当于序列计算模型 中的

计算时间的东西是总计算量
。

这个看法在前面的故事

里已经可以看出来了
。

但是
,

在序列的计算模型 中相

当于业行计算时间的是什么呢 1 前面曾说
,

对于多带 一

_ 这是一个简略的说法
,

意思是这样的一个算法
,

其复杂性是多项式函数
。

下同
。



图灵机来说
,

相当于业行计算时间的是巡回
,

这是为

什么呢 1 下面我们就来谈谈这个 问题
。

在多带图灵机的每一个周相 中
,

读写头不改变移

动方向
,

所 以在每一个周相中写下来的东西
,

在同一

个周相中是不会被读到的
。

这是周相最本质的地方
。

我们 用这个观点来考查各种序列模型
,

就可以找到什

么是那个计算模型的周相
。

周相的总数就叫巡回
,

也

就是这个计算模型中相 当于业行计算时间的东西
。

为了 弄明白这个问题
,

我们还要说到那个故事
。

在艾述国王的第一个算法中
,

如果他这样做
0

先找许

多黑板
,

在不同的黑板上用不同的数去除公主给的数
。

在每一块黑板上写上一个算式
,

然后再在每一块黑板

上写上商数的第一位
,

如此等等
,

总之在一块黑板上

写上一个数
,

就转向下一块黑板
,

等到每一块黑板都

这样作了
,

再回 到第一块 黑板 写下一个 数
。

他这样

做
,

除了要跑来跑去 以外
,

和原来的作法业没有什么

不 同
。

这时我们就看 出
0

他从第一块黑板跑到最后一

块黑板
,

在这一段时间里分别在不同的算式里各写了

一个数
,

所以
,

这些数在这一段时间里是用不着再去

读的
,

这一段时间就是一个周相
。

一块黑板上最多会

写上多少数字
,

就是巡回
。

其实
,

这不正是那个故事

中第二种 4业行的 5 计算方法要用的时间吗 Ψ

再看齐一线路
。

因为每一层的输入都连接到下面

各层
,

所以
,

每个门的输出 4 相当于写 出的东西 5 就

不会在同一层中用到
。

这样
,

每一层就是一个周相
,

层数 4也就是深度 5 就相当于业行计算时间了
。

序列计算时间和业行计算时间的概念本来是和计

算模型有关的概念
,

现在我们把他们分别变成了总计

算量和巡回
,

这就是不 依赖于计算模型的概念了
。

有

了这种统一的概念
,

就可 以开始研究相似性问题
。

研

究的细节非常复杂
,

远远超出了本文的限度
,

但是
,

无论如何
,

我们终于证 明 了
0

相似性定理 现有主要的十二种计算模型都是相

似的
。

以前我们说过
,

各种计算模型能解的问题是一样

多的
,

现在
,

我们可 以更进一步说
,

各种计算模型不

但能解的问题一样多
,

而且解问题时用的资源也一样

多
。

所 以
,

不但可计算性的概念与所用的计算模型没

有关系
,

计算复杂性的概念也与用什么模型没有关系
。

我们证明 了所有现有的 十二种计算模型的相 似

性
,

就可以说
0

一类问题的计算复杂性是不依赖于计

算模型的
。

这是计算复杂性理论的基础
,

可以说是却

其一图灵论题在可计算性理论中的新发展
。

广义相似性定理

‘
Μ尸陈卜仁Μ6卜6产卜
件户卜

相似性定理只解决了决定型模型的相似问题
,

非

决定型模型呢 1 交错型模型呢 1

在经典的定义下这个问题是不便解决的
。

这是因

为在经典的定义中
,

计算类型是分别对不同的计算模

型定义的
,

比如
,

怎样定义非决定型的图灵机与怎样定

义非决定型的齐一线路是不相干的
。

这种定义没有暴

露问题的本质
,

所以不够深刻
。

我们必须有一种新的

定义
,

把各种不同的计算模型 中计算类型的定义统一

起来
。

这种定义抛弃了 旧有的概念
,

又把 旧有的概念

看成 自己的某种特殊情况
,

在一定的限制下的特殊情

况
。

这和前一节中用巡 回代替业行计算时间是类似的
。

我们先看非决定型的图灵机
。

非决定型的图灵机

可以看成在图灵机上写上了非决定型的程序
,

或者用
“

行话
”

来说
,

就是在程序的不同地方可以出现相同

标号
。

计算到这里的时候
,

不知道应该走哪一条路
,

需要猜测
。

那么
,

如果我们有一个解问题 ⎯ 的非决定型的程

序
。

我们先请一位好运气的人把需要猜测的地方预先

给我们作好提示
,

再把这些提示用一 串符号 Ι 附在问

题后面
,

写成 ⎯ α Ι 的样子 4这里 α 是一个符号
,

表

示从这里 以后是提示 5
。

然后
,

我们就可以编出一个

决定性的程序来进行同样的计算
。

其实
,

这个程序完

全和原来的非决定性程序一样
,

只是在需要猜测的时

候
,

就去读后面的提示
,

业根据提示决定如何接着计

算下去
。

我们 当然业不知道对于一个 问题 ⎯ 需要写出什么

样的提示 Ι 来
,

但是
,

一类问题如果能用非决定型的

图灵机来解
,

这种提示就一定存在
。

如果所要解的一

类问题是判定问题 4 即所要算的答案是零或 Δ ,

前者

称为机器拒绝输入
,

后者称为机器接受输入
,

对于计

算模型的讨论常常只就这类问题进行 5
,

就可以把非

决定型的图灵机定义成
0

非决定型图灵机是这样一个机器
,

对任何输入 ⎯

而言
,

如果存在一 串符号 Ι
,

使得决定型图灵机接受
⎯ α Ι

,

它就接受 ⎯ ,

反过来
,

如果不存在这样的 Ι
,

它就不接受 ⎯
。

非决定型图灵机的这种定义脱离 了图灵机的构造

细节
,

抓住了本质
,

很容易推广为一个一般的概念
0

设.是一个决定型的计算模型
。

和. 相应的非决

定型计算模型是这样一个计算模型 & .
,

对任何输入
⎯ 而言

,

如果存在一串符号 Ι ,

使得.接受 ⎯ α Ι
,

则 & .就接受 ⎯
,

反过来
,

如果不存在这样的 Ξ, &.

就不接受 ⎯
。

我们找到了非决定型计算模型的一般概念
。

我们

还可以类似地找到其他类型的计算模型的一般概念
。

这些概念都要用到一串符号 Ι ,

只是意义不 同
,

在定

义中怎样起作用也有区别
。

比如在解象棋残局问题中

用到的交错型计算模型中
, Ι 的每个符号可能代表双

方的每一步走法
,

等等
。

因此
,

计算类型最一般的定

义就是
0

类型是一种原则
,

这种原 则可 以决定如何根据一

个决定型的计算模型对不同的 Ι 是否接受 ⎯ α Ι 来确



定该类型的相应计算模型是否接受 ⎯
。

用数学的行话

来说
,

类型是一个
“

泛函
” 。

为了把一般的定义和经典的定义联系起来
,

我们

只需要对它做一些限制
,

有两种限制
0

限制 ⊥ 4序列的限制
, ? ϑ β Θ ϑ Η Λ ΟΝ Π Μ ϑ ? Λ Μ Οϑ Λ ΟΓ Η 5

0

规定 Ι 的每一个符号只许用一次
Τ

限制 [ 4业行的限制
,

[ Ν Μ Ν ΠΠϑ Π Μ ϑ ? Λ Μ Οϑ Λ ΟΓ Η 5
0

要求 Ι 的长度不能超过业行时间
。

经典的定义要么相当于限制 ⊥ 4序列计算模型的
少 情形 5

,

要么相当于限制 / 4业行计算模型的情形 5
,

要么相 当于同时有限制 ⊥ 与限制 / 〔向量机 4 ∴ϑ ΣΛ Γ Μ

Ρ Ν Σ Κ ΟΗ ϑ ? 5 计算模型的情形〕
。

现在我们可以讨论各种类型的计算模型的相似性

问题了
。

前面已经说过
,

十二个现有的计算模型都相似
,

那是指决定型模型而言的
。

换句话说
,

这十二个决定

型的计算模型都相似于多带图灵机
。

那么
,

对非决定

型或者别的类型又如何呢 1 对这个 问题的回答也是肯

定的
0

对任何类型 � ,

十二个计算模型都相似于类型

� 的多带图灵机
。

不但如此
,

我们还可以证明
,

对任

何类型 � 和任何限制 ∀
,

十二个计算模型都相似于在

限制 ∀ 下的类型 � 的多带图灵机
。

到了这一步
,

我们已经可 以提出下面的原理 了
0

相似性原理
0

在限制 ∀ 下的类型 � 的任何理想计

算模型都相似于在限制 ∀ 下的类型 � 的多带图灵机
。

不用说
,

这当然是从许多方面加强了却其一图灵

论题
。

各种计算模型本来是极不相同的东西
,

但我们有

了 相似性定理
,

在讨论一类问题的复杂性的时候
,

只

对一个计算模型讨论就够 了
。

常常有这样的情况
0

一

类问题的复杂性对某个计算模型讨论很困难
,

对另一

个计算模型讨论却很容易
。

今后
,

遇到这样的情况
,

我们只用选一个适当的模型来讨论
,

所得的结果 自动

地对别的模型也有效
。

换句话说
,

我们只须证 明一个

较容易的定理
,

就可以 自动地得出一大批定理
,

其中

有一些甚至是很难证明的
。

正是因为相似性定理有这

种化繁为简的妙用
,

我们才能轻而易举地把计算复杂 习

性分类理论概括成下节中的诸元定理
。 皇

时间和空间的对偶性

通过对于计算模型的深入研究
,

我们发现 了极为

重要的时间空间对偶性 4∗ Θ ΝΠ ΟΛ≅ 5
。

这就是我们要谈

的诸元定理
。

例如
,

我们有
0

对称定理 对任何一个计算模型
,

任何一个计算

类型和任何一类计算问题
,

4 Δ 5如果存在一个多项式空间的算法
_ ,

就有一

个多项式业行时间的算法
Τ

4 9 5如果存在一个多项式业行时间的算法
,

就有

一个多项式空 间的计算
。

也就是说
,

如果一个计算能在一个小的空间里完

成
,

就一定能用短的时间业行完成
,

反过来
,

如果一

个计算能用短的时间业行完成
,

就一定能在一个小的

空 间里完成
。

例如
,

前述的故事里的问题
,

按第一个

算法来做 4 只要时间足够 5
,

就可以只用一块黑板完

成
,

这是在一个小的空间里计算
Τ 如果按第二个算法

做 4只要黑板和人数足够 5
,

可 以用短的时间业行完

成
。

这就说明
,

在计算问题上
,

时间 4 指业行时间 5

和空间这两种不同性质的资源是可以互相转化的
。

这

个事实
,

粗看起来
,

很容易想到
,

但是在经典的定义

下
,

这个定理一般地业不成立
。

这说明了经典定义的

局限性
。

我们还发现
,

业行时间和空间不但是可以互相转

化的
,

而且是互相制约的
0

限制定理 对任何一个计算模型
,

任何一个计算

类型和任何一类计算问题
,

4 Δ 5业行时间不能超过空间的某个多项式的指数

函数
Τ

4 9 5空间不能超过业行时间的某个多项式的指数

函数
。

对称定理和限制定理都是 以对偶形式 出现的
,

如

果我们在 4 Δ 5 中把
“

空间
”

读为
“

业行时间
” ,

把
“

业行时间
”

读为
“

空间
” ,

就是 4 9 5
。

这种以对

偶形式出现的定理还有很多
,

举例如下
0

第一非决定型定理 对任何非决定型的 计算模型

和任何 问题
, 。

4 Δ 5如果有一个多项式空间的算法
,

就有一个多

项式指数时间的算法
,

反之亦然
Τ

4 9 5如果有一个多项式业行时间的算法
,

就有一

个多项式指数时间的算法
,

反之亦然
。

第一交错型定理
·

对任何交错型的计算模型和任

何问题
,

4 Δ 5如果有一个多项式空间的算法
,

就有一个多

项式指数时间的算法
,

反之亦然
Τ

4 9 5如果有一个多项式业行时间的算法
,

就有一

个多项式指数时间的算法
,

反之亦然
。

还有三个定理
,

我们就不详述了
。

根据这些事实
,

我们就可 以提 出
0

对偶性原理 如果我们有一个关于空 间和 4或 5

业行时间的定理
,

把空间和业行时间交换位置
,

就得

到另 一个定理
。

时间
、

空间和业行时间是计算复杂性的三个要素
,

时间是总计算量
,

它相当于空间和业行时间的乘积
,

自

己跟 自己对偶
,

空间和业行时间互相对偶
。

计算复杂

性理论的最新发展通过严谨而艰深的研究
,

给我们描

绘 了这样一幅最自然不过的图景
。

最后
,

作者愿在此对马希文教授表示深切的感谢
。

由于他的许多建议
,

使本文能以比较通俗的形式与读

者见面
。

自


