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曼德布罗 /1 ∋ + 2  3匕∀∃# 0经过几十年艰苦探索

开创了分形几何 /尸∀∋  # ∋ ) 4  ∃ 5  # ∀. 0的新领域
。

分

形一大特征就是在放大过程 中系统呈现出 的 自相

似性结构
,

或者说无特征长度的标度不变性
。

从一个简单的复二次迭代公式
6

7
。 8 9 一 :

6
8  

出发
,

根据其是否收敛
,

或收敛快慢赋于不同颜色

所做 的计算机造形
,

即美丽 的曼德布罗集 /1 一

集0和尤利亚集 /; 一集 0
,

引起了全社会的关注
。

这

些图案简直成 了一种新形艺术
,

在全世界大大小

小刊物上介绍
。

为此曼德布罗本人还获得了法 国
< = > >年的

“

科学为艺术
”

大奖
。

此 后
,

美 丽 的 分 形 图 案 时 有 报 道
。

例

如
,

?
≅

Α
≅

! ∀ +  Β和 日一 Χ ∃ 匕∗+ Δ ∃ +
发表 的牛顿法

求方程近似根所构造的 图案
,

以及 日本的川部健

和近腾芳朗的对数公式所给出的图案
。

下面介绍一下笔者在分形领域的最新探索
。

即在生态学模型 中所发现 的多重分形结构
。

分形
图展现出迄今未曾见到的奇特而美丽的 图案

。

这

种新的分形奇葩展显出 比以往熟知的分形图更为

丰富 的 内容
。

再者
,

由于它不是从一个虚构 的公
式

,

而是从一个真实的生态学模型出发
,

其意义更

加突出
,

而在 自然界可以找到较为具体的解释
。

该模型的非零平衡解为
6

二

刁平平
限制在实数范围 中

,

关于该模型的一系列性质
,

例

如分岔
、

混沌
,

1 ∗)#∃
+
等有较为全面的讨论

。

我们

的研究是把模型扩充到复数领域之中
,

从而得到

了模型的多重分维结构
。

不失 一般性
,

限制 平衡 点根 号下 的值 为
<

。

即 /Ε
6

8 Ε :
一 < 0 Φ /< 一 Ε ,

0一 <或 Ε 6
一 : /<

一 Ε ,

0
。

这样一来
,

平衡解为 < 的 +
次单位根

亡

对于确定的
+ ,

适当地选择参数 Ε ,

和 Ε : ,

该

方程在全平面 上收敛
。

换言 之
,

对于任 意复数
Γ 。 一 Η 。

8 Β 。 ∗
,

方程 /<0 的迭代结果必收敛到平

衡点 Η Ι 。

但是
,

不同的
7 。

将收敛到不同的根 /+ 个

单位根之一 0
。

这就是说
,

+

个吸引 子把平面分为
+

个吸引区
。

在探讨这
+

个吸引区在平面上划分的时

候
,

我们进人了奇境
。

根据大约 < >年的观察资料
,

1 ϑ) #∃
+
等人设计

了一个北美鹑种群动态的非线性生态模型
6

Κ
, 8

一 Κ
Δ

/Ε
、 8

Ε Γ

) 8 Κ
+

为了讨论吸引 区 的平面分布
,

我们做了计算

机的屏幕造形
。

设计算机屏幕为一个复数区域 Χ
。

以不同颜色

代表不同根 /例如
,

在
+ 一 Λ 时

,

由四种颜色分别区

分四个单位根0
。

以任一复数
: Χ 做为初值

,

做方

程 /<0 的迭代运算
。

在收敛情况下
,

其极限值将为

一个确定的单位根 /+ 个根之一0
,

则赋于此点
Γ 以

此根的颜色 9如果收敛到别的根
,

则
Γ 即赋于别的根

的颜色
。

于是
,

在计算机屏幕上构图则显示出一张
由 。,

种颜色组成的图案
。

这个图案就是方程 /<0 的 +
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个平衡点 /:0 吸引区的分区图
。

我们会看到
,

对于生态学模型 /< 0
,

计算机构

图描绘出一幅幅我们迄今未曾见过的奇特而美丽
的分形图案

,

这是我们未曾料到的
。

这种生态学中

的分形奇葩包含着无比丰富的 内容
,

令人寻味无

穷
。

由于生态学中分形的发现
,

使得分形科学引

发的分形艺术进人 了真实的 自然界之中
。

这里提供的几张彩 图 /见彩页 0是将 Δ∗ )∗( ∃ +

4 ∀ ∋ Ο � ∗(Δ 工作站屏幕显示以普通照象机拍摄下来
的

。

计 算 程 序 以 Α 一 语 言 编 写
,

图 型 为

< Π Γ Λ 又 < Π Γ Λ 分辨率
。

平面为五等分
,

分属五个不同 吸引 区
。

而任意单

元
,

或子单元与单元之孤相交点也把平面分为五

个部分
。

换言之
,

绕任意交点一周都经过五种不同

颜色
。

Ν
≅

设
+ Θ Μ

,

平衡点由六个单位根构成
。

图 Λ 是
Ρ

,

一 Π
≅

Γ Σ
,

Ρ ,

一 <
≅

Σ时的收敛图
。

图 Σ是一个单元

的放大图
。

由三条直线 /Η Θ Τ
,

Η 一 土

警
、 0

,

或六

条射线把平面分为六个部分
,

在这三条线上图形

表现出混沌行为
。

Λ
≅

+ Θ >时的收敛图示于图 Μ
。

图 Υ是
+ 一 < Γ的

情况 9 图 >是它的一个单元放大
。

可以看出
,

随着
+

的增加
,

图形越来越复杂
,

也越来越美
。

但是
,

其基

本结构特性相似
。

<
≅

令
+ Θ Λ

,

此时有四个平衡解
,

即 <的 四个单

位 根 土 <
,

士 ∗
。

收 敛 图 示 于 图 <
,

其 中

Ρ 6
ς Π

≅

Γ Σ
,

Ρ 6
Θ <

≅

Σ 6 区 域 Χ 是
一 < Ν / Η / < Ν

,

一 < Ν / Β / < Ν
。

由于它的分形结构
,

不 同的 Χ 可以显出相 同的 图形
。

例如
,

如果取 Χ 为

一 Γ 蕊 Η 簇 Γ
,

一 Γ 成Β / Γ 或者任意一个越来越靠近

原点的小区域
,

其结构完全相同
。

换言之
,

图形是

无特征尺度的
。

大体说来
,

由两条直线
Η 一 .

, Η Θ 一 Β/ 更确切

地说是四条射线一一参见
+ Θ Σ 的情况 0把平面分

为 四个部分 /四种颜色0
。

各个部分就是 <的相应单

位根的吸引 区间
。

换言之
,

四个区域收敛到各 自相

应的平衡根 /士 <
,

士 ∗之一 0
。

但是
,

在两条直线附

近
,

图形表现出
“

混沌
”

行为
。

图形关于这两条直线

严格对称
。

大大小小结构相同的单元 /圆圈 0按一定规律

在两条直线上排列
,

这构成该图形的基本结构 /参

见以后的 图 0
。

每一个单元
,

不论其大小
,

身上又附

着了大大小小的子单元 9 它们 同母单元有着相 同

的结构 9 这样子单元又 由不同规模的 子一 子单元
组成

。

形成一个无穷序列
。

这样的结构可以在轴线
上任意位置

,

任意小的尺度上出现
。

换言之
,

我们

任意把某一小段放大
,

都可以看出相同的结构
。

不

单如此
,

这样的结构可以在圆 圈的任一段孤上出

现
。

换言之
,

单元或子单元等的孤线与轴线有着相

同的结构
。

另一方面我们还看出
,

任意一个交点又

把平面分为四部分
,

同原点的作用一样
。

这一切就

构成本图的复杂多变的 自相似结构
。

Γ
≅

设
+ 一 Σ

,

此时平衡点有五个
,

它们分别是 <

的五个单位根
,

它们在单位圆上均匀分布
,

等分圆

周
。

图 Γ 是Ρ 6
一 Π

≅

Γ Σ
,

Ρ
6

Θ <
≅

Σ时的收敛图
。

图 Ν

是其一个单元的放大
。

仔细地观察这两张图
,

前面

提到分形结构就更为明显了
。

自原点由 Σ条射线分

这些奇妙的美丽图案表现 了生态学中的分形

特征 9表现出 比以往分形图更为丰富的 内容
。

这不

是一个简单的分形问题
。

它具有多重维数的特性
,

是一个多重分形 /1 Ω) #∗ &「∋( #∋ )0 的具体表现
。

在这

里至少可以识别出 四种不同的 自相似性
6

<
≅

在原点附近图形的 自相似性
。

该图案在原
点附近以任意小的尺度重复整个图形

。

换言之
,

取

原点的一个任意小的邻域放大可以得到原来的整

个的分形结构
。

无穷无尽
。

Γ
≅

在轴线上
,

或者在每个单元
,

子单元的孤

线上
,

任取一微小线段放大将得到相同的图案
。

换

言之
,

尤利亚集的分形 自相似性在任意部分有所

表现
。

Ν
≅

任意单元
,

或子单元
,

不论其位置
,

不论其

大小具有相似的几何结构
。

Ξ

Λ
≅

任意交点
,

不论是单元与轴线的交点
,

还

是单元与附着在身上的子单元的交点
,

总而言之
,

凡图形的交点
,

起着同原点相同 的作用
。

换言之
,

在交点附近的一个微小邻域内放大后
,

可 以得到

同原来整个 图形完全一样 的 图案
。

这一点在图
Ν /+ Θ Σ0 和图 Σ /+ Θ Μ0 的放大图上可以很清楚的

看出
。

我们还对不同的参数值作了计算实验
。

已知

Ρ 9 ,

Ρ 6

的变化将改变单元在图案中的比例
。

对于

较大的 +/ 例如
+ Θ < Γ 0

,

较大的 Ρ )

会导致图形在全

平面上的混沌现象
,

即几乎看不出明确的单元
。

但

是
,

有很多问题尚有待进一步探讨
,

例如
,

计算其

维数
。

至今
,

我们除了用计算机实验外
,

尚不知道

如何求得它的维数
。

因此
,

可以说对它的进一步讨论
,

将丰富分形

理论
。

在艺术上也会达到一个新的水平
。
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